Ocenianie

Zadanie
Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 wyznaczy¢ najmniejsza warto$¢ wielomianu
Wo(x) = 2" + 22"+ 322" 2 + ...+ (2n — 1)2? + 2nx
okreslonego w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych.
Rozwigzanie uczestniczki OM — tekst jest przepisany z kartki praktycznie bez zmian,
zachowany zostat styl autorksi.

Dla n > 2 wielomian W,,(x) mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

Wo(z) = 2®W,_1(z) + (2n — 1)2% + 2nx (1).

Udowodnijmy, ze W,,(—1) = —n.
Wo(-1)=1-24+3—-4+...4+2n—1—-2n=

(I1+3+5+...+2n—1)—(24+4+...+2n) =

_ 142n—1 _ 242n
- 2 2

Udowodnijmy, ze wielomian W, (x) przyjmuje wartosci wieksze badZ réwne —n.
Wy(x) = —n, W, (xz) +n > 0.
I Sprawdzmy, czy powyzsza nieréwnosé¢ zachodzi dla n = 1.
wi(z)+120, 22420 +1>0, (z+1)2>0.
11 Zat6zmy, ze istnieje k € N, dla ktérego nier6wnosé Wy(x) + k > 0 jest praw-

n n=n*—(1+n)n=—n.

dziwa.

SprawdZzmy, czy prawdziwa jest réwniez nieréwno$é Wy (z) +k+ 1 > 0.

Pod Wy 1(z) podstawmy (1)

PWi(x)+ 2k +2—1)2 + 2k +2)z+k+1>0

?(We(z) + (2k+1)) + 2k +2)c+k+1>0

A = (2k +2)? — 4(Wy(x) + 2k + 1) (k + 1)

A=4k+1)(k+1—Wg(x)—2k—-1)

A= —4(k+1)(Wi(x) + k) <0,

bok+12>01Wg(r)+k > 0 — z zalozenia indukcyjnego, A < 0 = nieréwnosé
Wiii(z) + k+1 > 0 jest prawdziwa.

z L oraz 11 | kroku indukcyjnego wynika, ze wielomian W), (x) przyjmuje wartosci wieksze
badZ réwne —n. (3).

Z (2) i (3) wynika, ze minimalna wartoscia wielomianu W, (z) jest —n.

To rozwigzanie oceniono najpierw na 2 punkty, co oznacza ,potowicznie rozwig-

» . . . , . .
zane” , a nastepnie po dyskusji ocena zostata podniesiona do 5 punktow, wiec rozwia-
zanie uznano za petne, za jedyny mankament uznano brak pelnej kontroli wyrazenia

Wi(z) + (2k + 1) — nalezalo wyraznie napisaé, ze to wyrazenie nie zeruje sie w zad-
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nym punkcie, a takiego zdania w tekscie nie ma, cho¢ w istocie rzeczy dowodd tego

stwierdzenia jest — usterka jest wiec n atury redakcyjnej a nie merytorycznej.
Zadanie sprzed wielu lat (=~ 1965) Udowodni¢, ze jedli x® + 2px +q = 0, to xq < p?.
Rozwigzanie co najmniej dwoch uczniow @ rowniez takie jest w ksigzce ,Zadania z

olimpiad matematycznych. tom IV”.

Jedli z # 0, to poniewaz réwnanie x - 22 + 2pz + ¢ = 0 ma pierwiastek, wiec

0 < A =4p? — 4xq, zatem qr < p?>. Dlaz =0 mamy 0-q =0 < p°.

Jeszcze jedno rozwigzanie: Dla x # 0 mamy
O:x3+2p:c+q::c(x+5)2—”;2+q:x<(x+§)2—p2_—”),

2

. 2_ . 1es .y . , 77
wiec (z+2)% = 51 zatem p? —xq > 0, co mielismy udowodnié. Dla & = 0 nieréwnosé
jest oczywista.

To rozwigzanie to oczywiscie w rzeczywistosct wyprowadzenie wzoru na pierwiastki row-

nania kwadratowego bez nazywania rzeczy po iMmIieni.

Trzecie rozwigzanie. p* —xq = p* — z(—2® — 2px) = (2% + p)* > 0.



