Kilka stéw o moich dos§wiadczeniach z pracy z uczniami zdolnymi

Zaczne od swego pierwszego do$wiadczenia. W roku szkolnym 1974/75 zaczalem
pierwszy raz uczy¢ w LO im. K.Gottwalda w Warszawie. Matematyka byta podzielona
(nadal tak jest) na geometrie i analize (bywaly jeszcze inne przedmioty: rachunek praw-
dopodobienstwa, topologia). Geometrii uczono wtedy aksjomatycznie, analizy tez miato
sie tak uczy¢. Mialem zerowe doswiadczenia ale troche instynktu samozachowawczego.
Mialem uczy¢ teorii liczb rzeczywistych mtodych ludzi od podstaw. Wiec tak zaczatem.
Poczatek to byta aksjomatyka liczb naturalnych, potem konstruowatem liczby rzeczy-
wiste. Mtodzi ludzie dopiero dowiadywali sie, co to jest dowdd. Jakos to szto, ale ciezko.
Ta konstrukcja jest zmudna i czas potrzebny na to, aby doj$¢ do twierdzen, ktore niosa
jakas rzeczywista tres¢, a nie tylko informacje o formalistyce potrzebnej matematykowi
do nabrania przekonania, ze juz wszystko jest catkiem w porzadku jest bardzo dtugi.

Na szczedcie nie poprzestatem na tych formalistycznych é¢wiczeniach. Dawalem za-
dania spoza gtoéwnego nurtu, albo raczej uwazanego wtedy przeze mnie za gtowny. Byty
to zadania, w ktorych trzeba byto pomysle¢ troche i otrzymac rozwiazanie. Mtodziez te
zadania jakos robita, oczywiscie byli lepsi i gorsi, ale to przynajmniej byto zrozumiate.
Jednak te zadania mialty spore znaczenie. Przede wszystkim nie wszyscy do formalizmu
potrafili sie zapali¢. Cze$¢ z tych miata jednak okazje zademonstrowaé¢ swe mozliwosci
w tych zadaniach. Jako cztowiek wtedy mtody bylem pewien swych teorii, w szczegol-
nosci po jakichs 2-3 miesiacach upartem sie w sprawie ucznia, ktorego chciano wyrzucié
z klasy dla uzdolnionych tylko z tego powodu, ze miat oceny niedostateczne ze wszyst-
kich przedmiotow tacznie z moim. Przyczyna byta prosta. Te zadania typu tamigtowki,
w kazdym razie nie pasujace do formalnego programu. Byt w czotéwce. Nie wyrzucono
go. W czwartej LO byl w finale OM, niektorzy nauczyciele innych przedmiotéw dziwili
sie. Byt dosy¢ leniwy, nie uczyt sie, ale mysle¢ czasem potrafit.

Jakie zadania pojawialy sie w tych zestawach? Niektore jeszcze pamietam.

Zadanie 1. Ile razy trzeba tamacé tabliczke czekolady, aby potamaé ja na wskazane
przez producenta kawatki?

Zadanie 2. W pierwszej paczce jest dwa razy wiecej zeszytéw niz w drugiej. Po prze-
tozeniu 16 zeszytow z pierwszej paczki do drugiej liczba zeszytéw w obu paczkach jest
taka sama. Ile zeszytow zawiera kazda paczka.

Zadanie 3. Znalez¢, wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych, ktérych suma
jest réwna ich iloczynowi.

Zadanie 4. Znalez¢, wszystkie takie trojki dodatnich liczb catkowitych, ktorych suma
jest rowna ich iloczynowi.

Zadanie 5. Znalez¢, wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych, ktorych roznica
kwadratéw jest rowna 13.
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Zadanie 6. Z liczby 123456789101112131415161718192021...979899100 nalezy wy-
kresli¢c 100 cyfr w taki sposob, by liczba utworzona z pozostalych w niezmienione;j
kolejnosci byta jak najwieksza.

Zadanie 7. Jak dlugi mur moze by¢ postawiony na jednej cegle? Chodzi o to, ze cegly
moga wystawacé poza podstawe. Dtugosé muru to dtugosé jego rzutu na plaszczyzne.

Zadanie 8. Czy szachownice z ktorej wycieto dwa pola konczace jedna z przekatnych
mozna pokry¢ klockami domino (jeden klocek pokrywa dwa pola).

Zadanie 9. Ile wzajemnie nieszachujacych sie skoczkéw mozna ustawi¢ na szachow-
nicy 8 x 87 .

Zadanie 10. Wykazaé, ze w sali, w ktorej znajduje sie wiele 0s6b sa co najmniej dwie
o takiej samej liczbie znajomych. Zaktadamy, Ze jesli osoba A zna osobe B, to réwniez
osoba B zna osobe A.

Zadanie 11. Ulozy¢ kwadrat z kwadratéw o bokach 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 14, 16, 18, 20,
29, 30, 31, 33, 35, 38, 39, 43, 51, 55, 56, 64, S1.

Zadanie 12. Wykazaé, ze szescianu nie da sie zbudowac ze skonczenie wielu parami
roznych szescianow.

Zadanie 13. Czy z cegiet o wymiarach 1 X 2 x 4 mozna utozy¢ sze$cian o krawedzi 67

Zadanie 14. Przy drodze w ksztalcie okregu rozmieszczone sa stacje benzynowe. W
stacjach znajduje sie benzyna w ilosci wystarczajacej (w sumie) do przejechania calej
drogi. Udowodni¢, ze kierowca moze tak wybrac stacje, z ktérej rozpocznie podréz, by
przejechaé cata droge jadac w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara, jesli bak
jego pojazdu moze zawsze pomiesci¢ cale paliwo, ktére znajduje sie w stacji, do ktorej
podjechat.

Niech T}, oznacza zdanie: jesli przy drodze rozmieszczonych jest k stacji benzyno-
wych, w ktérych znajduje sie¢ benzyna w ilosci wystarczajacej do przejechania catej
drogi, to kierowca moze tak wybraé stacje, z ktérej rozpocznie podroz, by przejechaé
cala droge jadac w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara.
1° Zdanie T jest prawdziwe, bo wtedy w jedynej stacji znajduje sie cale paliwo.
2° Zatozmy, ze prawdziwe jest zdanie T}, oraz, ze przy drodze jest k+ 1 stacji, a w nich
benzyna wystarczajaca do przejechania catej drogi.

Niech Sy, 5o, ... ,Sk,Sk+1 0znaczaja stacje, przy czym stacja Se znajduje sie bezpo-
srednio po stacji Si, stacja S3 znajduje sie bezposrednio po stacji Sy itd., stacja Skt
— po stacji Sy.

Udowodnimy, ze w pewnej stacji S; jest dosy¢ benzyny do przejechania do nastepnej
stacji (jesli j = k+1, to nastepna stacja jest Sp). Zal6zmy, ze tak nie jest, tzn.:benzyny
w stacji 57 jest za malo, by dojecha¢ do stacji Sy, w ktorej jest za mato benzyny dla
przejechania do stacji S3 itd. w stacji Siy1 jest za mato benzyny do przejechania do
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stacji S7. Wtedy w stacjach S; i Sy w sumie jest za mato benzyny do przejechania ze
stacji S1 do stacji S3. W stacjach Sy, Sg, S5 jest w sumie za mato benzyny do przejecha-
nia ze stacji S; do stacji Sy. Wobec tego we wszystkich stacjach jest za mato benzyny
do przejechania ze stacji S; do stacji S7, a to przeczy zatozeniu.

Mozemy tak zmienié¢ (,,obréci¢”) numeracje stacji, by w stacji S; byto dosé paliwa do
dojechania do stacji Ss. Zalézmy teraz, ze cala benzyne ze stacji S; przeniesiono do
stacji S;. Cala benzyna jest teraz w stacjach Sy, Ss, S4, ... ,Sk, Ski1, ktorych jest k. Z
zatozenia indukcyjnego wynika, ze mozna przejecha¢ cata droge rozpoczynajac podroz
z pewnej stacji S;. Wroémy teraz do sytuacji pierwotnej, tzn. benzyna jest znéw we
wszystkich k4 1 stacjach. Oczywiscie ze stacji S; mozemy dojechaé do stacji S; — do-
poki do niej nie dojedziemy sytuacja jest taka sama, jak w przypadku pustej stacji Ss.
Ze stacji Sy zabieramy cate paliwo i to pozwala dojechac¢ do stacji Ss. Z niej zabieramy
cate paliwo i w tym miejscu drogi jestesmy w takiej samej sytuacji, jak w przypadku
pustej stacji S, wiec mozemy jechaé dalej.

7 zasady indukcji zupetnej wynika, ze kierowca zawsze moze tak wybraé stacje, z ktorej
wyruszy w podréz, ze uda mu sie cata droge przejechac. m

Zadanie 15. Na okregu obrano n > 2 punktow i kazdy potaczono odcinkiem kazdym
innym. Czy mozna wykresli¢ te odcinki jednym ciagiem tak, by koniec pierwszego byt
poczatkiem drugiego, koniec drugiego — poczatkiem trzeciego itd. i zeby przy tym
koniec ostatniego odcinka byt poczatkiem pierwszego.

Zadanie 16. W kazde z pot nieskonczonej kraty kwadratowej wpisano liczbe naturalna
w ten sposob, ze jesli a, b, ¢, d sa liczbami wpisanymi w pola przylegte do pola, na ktérym
znalazta sie liczba n, to a + b+ ¢+ d < 4n. Dowies¢, ze w kazde pole wpisano te sama
liczbe naturalna. Autorem tego zadania jest prof. dr hab. Maciej Skwarczynski.

Zadanie 17. Na plaszczyznie narysowano n prostych réwnolegtych, a potem k pro-
stych réwnolegtych, ale nieréwnoleglych do poprzednich n. Ile powstato rownolegtobo-
kow, ktorych boki lezg na tych prostych?

Zadanie 18. Jaka jest najwieksza liczba punktow, ktére mozna umiesci¢ w trojkacie
rownobocznym o boku 2 tak, by odlegtos¢ dowolnych dwdch nie byta mniejsza od 1.

Zadanie 19. Na okregu danych jest 17 punktéw. Kazde dwa potaczono odcinkiem
niebieskim, zielonym lub z6ttym. Dowies¢, ze istnieje trojkat, ktorego wszystkie boki
sa tego samego koloru.

Zadanie 20. Udowodni¢, ze n prostych na ptaszczyznie, z ktorych kazde dwie maja
punkt wspoélny, ale zadne trzy nie przechodza przez jeden punkt, dzieli te ptaszczyzne
na 1(n? +n + 2)czesci.

Zadanie 21. Na dworze kréla Artura zebrato sie 2n rycerzy. Zaden z nich nie ma
wiecej niz n — 1 wrogdéw wsrdd nich. Udowodnié, ze Merlin — doradca krola Artura —
moze ich rozsadzi¢ przy Okragltym Stole tak, by zaden nie byl sasiadem swego wroga.
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Zadanie 22. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb pierwszych, ktore
z dzielenia przez 3 daja reszte 2.

Zadanie 23. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb pierwszych, ktore
z dzielenia przez 3 daja reszte 1.

Zadanie 24. Znalezé dwie ostatnie cyfry liczby 141"

Zadanie 25. Udowodnié, ze jedli liczby p i 8p®+1 sa pierwsze, to réwniez liczba 8p®—1
jest pierwsza.

Zadanie 26. Ile zer ma na konicu liczba 1000 000!?

Zadanie 27. Udowodni¢, ze liczba 1+ 1 + 1 + -+ + + nie jest catkowita dla zadnej
liczby naturalnej n > 1.

Zadanie 28. Udowodnié, ze jesli n > 3 jest liczba naturalna, to liczba v/n? — 4 jest
niewymierna.

Zadanie 29. Udowodnié, ze v/20 — 14v/2 + v/20 + 14y/2 = 4.

Zadanie 30. Udowodnié, ze jesli n > 2 jest liczba naturalna, to liczba v/n? 4 3n jest
niewymierna.

Zadanie 31. Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele takich trojek dodatnich liczb
wymiernych z,y, z, ze 2% +y? + 2% = 1.

Zadanie 32. Znalez¢ wszystkie takie czworki liczb catkowitych w, x,y, z, ze zachodzi
rownosé wt + 2zt = 4(yt + 224).

Zadanie 33. Udowodnié, ze jesli a i b sa takimi liczbami calkowitymi, ze 2a? + a =
3% + b, to liczby a — b, 2a +2b + 11 3a + 3b + 1 sa kwadratami liczb catkowitych.

Zadanie 34. Niech p; =2, po =3, p3 =5, py = 7, p5s = 11, itd., p, jest n—ta liczba
pierwsza. Dowiesé, ze p, > 3n dlan > 12.

Zadanie 35. Niech 7(n) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wigkszych od liczby na-
turalnej n. Udowodni¢, ze w(n) < § dlan > 8.

Zadanie 36. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 1000™ — 1 jest po-
dzielna przez 37.

Zadanie 37. Udowodnié, ze 7 jest dzielnikiem liczby 2222555 4 55552222,

Zadanie 38. Udowodnié, ze 13 jest dzielnikiem liczby 1000™ 4 (—1)" dla kazdej liczby
naturalnej n.



