John von Neumann (1903 — 1957): If people do not believe that mathematics is simple, it is
only because they do not realize how complicated life is.

John von Neumann: By and large it is uniformly true that in mathematics there is a time
lapse between a mathematical discovery and the moment it becomes useful; and that this lapse
can be anything from 30 to 100 years, in some cases even more; and that the whole system
seems to function without any direction, without any reference to usefulness, and without any
desire to do things which are useful.

11 czerwca 2016 r. zmart Henryk Pawtowski, nauczyciel matematyki, autor podrecznikow
i ksiazek z zadaniami, cztowiek wspierajacy roznymi swymi dzialaniami nauczanie matematyki
a przede wszystkim ksztatcenie uzdolnionej mtodziezy. Nie miejsce tu wyliczanie przerdznych
Jego zastug, ale tez nie sposob zauwazy¢, ze Go juz nie ma. 11 czerwca — to byta sobota,
zmart w nocy z 10 na 11 czerwca. ByliSmy umoéwieni na rozmowe telefoniczng w niedziele
o podreczniku, ktéry napisal, a ktory ja recenzowatem dla MEN-u jako tzw. rzeczoznawca.
Nie zadzwonil, zdziwitem sie, ale jeszcze nie znalem przyczyny. W poniedziatek dowiedziatem
sie . ..
W 2013 r. dwie osoby opiniowaty Jego podrecznik do I klasy liceum, ponizej uzasadnienie
napisane przez autora negatywnej recenzji.

Analiza tekstu podrecznika z punktow widzenia:

a) matematycznej koncepcji stanowiacej podstawe dla opracowania dydaktycznego,

b) autorskiej wizji dydaktycznej przyjetej koncepcji sktonita mnie do sformutowania nega-
tywnej konkluzji kwalifikacyjnej
1. Matematyka w podreczniku jest traktowana jako struktura poje¢, twierdzen, formalnych
schematow postepowania, ktore sa przekazywane w formie gotowej wiedzy opisywanej abstrak-
cyjnym jezykiem akademickim. Jest to jednostronne ujmowanie matematyki szkolnej. Mate-
matyka jest znacznie bogatsza i posiada rozne aspekty z ktérych kazdy powinien by¢ rozwijany
w szkole, jako istotna i pelnowartosciowa jej czes¢. Jest ona biblioteka teoretycznych modeli
i narzedzi badania sytuacji realnych, sposobem patrzenia na $wiat, a takze dziatalnoscia intelek-
tualna (rezerwuarem aktywnosci) oraz srodkiem pokonywania blokad emocjonalnych w procesie
uczenia sie.

2. Autorska realizacja tak obranej wizji jest fragmentaryczna. Pojecia matematyczne redu-
kuje si¢ do ich form powierzchniowych i modeli formalnych, bez przyblizania si¢ do ich idei
gltebokich (por. Z. Semadeni). Ignoruje sie baze intuicyjno skojarzeniowa pojeé¢ - obudowuje sie
je ,pozytywnymi” przyktadami przy braku kontrprzyktadéw bez badania przypadkéw szcezegdl-
nych i skrajnych; narzedzia wykonawcze sprowadza sie do gotowych schematéw postepowania.
Jezyk komunikowania (w partiach teoretycznych jest pozbawiony elementéw pogladowych, przy
zachwianiu proporcji miedzy jezykiem sformalizowanym, jezykiem matematyki szkolnej oraz
naturalnym. Konteksty, w ktorych pojawiaja sie pojecia sa redukowane do sytuacji ,czysto”
matematycznych.

3. Dydaktyczna realizacja zapiséw podstawy programowej ksztalcenia ogdlnego powinna
gwarantowac¢ osiaganie przez kazdego ucznia kazdego z pieciu celow ksztatcenia matematycz-
nego opisanych dla czwartego etapu edukacyjnego. Tak nie jest.

a) W podstawie programowej czytamy, ze to uczen powinien interpretowaé tekst mate-
matyczny, dobiera¢ modele matematyczne i ocenia¢ ich trafnosé, tworzy¢ i stosowaé strategie
rozwiazan zadan, prowadzi¢ proste rozumowania. Nie ma sytuacji, w ktorych uczen jest zmu-
szony "interpretowaé tresci matematyczne w réznych obszarach matematyki, konkretyzowac
pojecia i twierdzenia w réznych sytuacjach.



b) Wiekszos¢ stronic ksiazki (calte paragrafy) zadrukowano ,znaczkami”bez przerywnikow
dla zastanowienia sie, refleksji, czy podjecia dzialania przez ucznia, w sposob zniechecajacy do
zajmowania sie nimi. Wszystko odbywa sie na formalnym poziomie o prezentacji logicznej . Za-
warto$¢ merytoryczna tresci nie budzi zastrzezen; ubéstwo srodkéw jezykowych (pogladowych,
graficznych oraz typu enaktywnego), redakcja informacji, czy rozwiazan zadan blokuja aktywna
postawe ucznia wobec matematyki. Nie spotyka si¢ polecen typu: poréwnaj, zréb to sprobuj
przewidzie¢ nastepny krok, a takze: pytan dlaczego?, jak to zrobi¢?, skad to wynika? Nie ma od-
sytaczy do literatury, przyktadu, fragmentu tekstu, ani zwrotow akcentujacych, co jest wazne,
podstawowe, informacyjne, co trzeba opanowaé ,,do konca” co zapamietac, co wazne z punktu
widzenia egzaminu maturalnego.

¢) Podrecznik nie organizuje ,pracy” ucznia wokél zadania, twierdzenia czy pojecia. Nie
uczy sie rozwiazywania zadan, nie uczy sie dowodzenia twierdzen. Nawet w sytuacjach, w kto-
rych uczniowie sami potrafiliby zaproponowaé sposob obliczenia, tok rozumowania, musza Sle-
dzi¢ formalnie napisane ciagi wyrazen. Prawie nie wykorzystuje sie narzedzi technologii infor-
macyjnej w obliczeniach, przy stawianiu hipotez, ich weryfikowaniu.

d) W szczatkowej formie pojawiaja sie zagadnienia zwiazane z budowaniem modeli mate-
matycznych (a nie z prezentacja juz ,gotowych” modeli teoretycznych), ich ocena z matematy-
zowaniem probleméw spoza matematyki oraz z interpretowaniem wynikéw badania teoretycz-
nego. Podrecznik nie ujawnia mechanizméw matematyzowania probleméw spoza matematyki
oraz interpretowania wynikéw badania teoretycznego. Wiadomo, ze jesli podrecznik nie orga-
nizuje takich sytuacji, to takze nauczyciel skupia sie na wyniku — odpowiedzi, a nie organizuje
spracy” wokot zadania ,,pracy” wokét twierdzenia. Praktyka przekonuje, ze takie podejscie jest
nieskuteczne, zniechecajace do matematyki.

4. Uklad podrecznika realizuje liniowy tok przekazu wiedzy prawie nie ma sytuacji za-
daniowych, ktore wiaza tresci z réznych czesci tego podrecznika. Ksiazka w niklym zakresie
integruje tresci réznych przedmiotow poprzez ograniczenie si¢ do operowania obiektami mate-
matycznymi. Nie dostrzeglem prob hierarchizowania informacji (umiejetnosci); wszystko jest
traktowane jako rownie wazne. Nie orientuje sie ucznia na to, co bedzie mu przydatne w ,zy-
ciu”, przy samodzielnym zdobywaniu wiedzy oraz zdawaniu matury.

5. Podrecznik w zasadzie uwzglednia stan wiedzy naukowej z matematyki. Natomiast zupet-
nie nie bierze pod uwage aktualnego stanu wiedzy i wynikéw badan z dydaktyki matematyki.
Odbiorcami podrecznika beda uczniowie o zréznicowanym doswiadczeniu matematycznym réz-
nych umiejetnosciach typu rachunkowego, logicznego, tresciowego, o niewielkiej umiejetnosci
samodzielnego analizowania tekstow, hierarchizowania informacji itp. Podrecznik ignoruje ten
stan rzeczy; partie teoretyczne, a nawet zadania beda dla znacznej wigkszosci absolwentow
wspotezesnych gimnazjow niedostepne. Potwierdzaja to wyniki ostatniego sprawdzianu po gim-
nazjum.

6. W podreczniku jest wiele interesujacych zadan, dos¢ trudnych dla gimnazjalistow o prze-
cietnym do$wiadczeniu matematycznym. 7 lektura tekstu poradza sobie uczniowie bardzo
dobrze przygotowani matematycznie, dociekliwi i uparci w dazeniu do celu, ktérzy potrafia
konkretyzowa¢ podawane stwierdzenia, interpretowac je w réznych sytuacjach. Podrecznik nie
nadaje sie do nadrobienia materiatu z opuszczonych lekcji. Zaznaczam, ze w nowej — popra-
wionej — wersji maszynopisu usterek matematycznych jest niewiele. Te ksiazke powitaliby
z zadowoleniem nauczyciele traktujacy matematyke jako gotowa wiedze o pojeciach i rozu-
mowaniach logicznych, zaliczana w niedawnej przesztosci do kanonow szkolnych, ktora musza
przekazywac dalej. Inni natomiast, aby efektywnie pomagaé¢ absolwentom wspotczesnych gim-



nazjow, powinni obok tego podrecznika tworzy¢ inny, wlasny podrecznik.

A oto fragment mojej opinii (zostalem poproszony o recenzje po odwotaniu sie wydaw-
nictwa od decyzji negatywnej spowodowanej negatywna ocena podrecznika przez pierwszych
recenzentow):

Podrecznik zawiera wiele dowodéw podawanych twierdzen, wiele zadan w tym ciekawych,
odpowiedzi do pewnej liczby zadan zawieraja tez szkic rozwiazania. Po raz pierwszy od kilku
lat oceniam podrecznik do matematyki, a nie ksiazke stuzaca jedynie przygotowaniu sie do ko-
lejnego egzaminu zewnetrznego. Uczniowie korzystajacy z tego podrecznika beda zdecydowanie
lepiej radzi¢ sobie na studiach niz korzystajacy z wigkszosci innych podrecznikéw.

W ktorejs rozmowie Henryk opowiedzial mi, ze na lekcji rozwiazywal z uczniami takie
zadanie (to z jakiejs probnej matury):

1. Udowodni¢, ze jesli ramiona BC'i DA trapezu ABC'D leza na prostych prostopadtych, to
AC? + BD? = AB? + CD?.

Rozwiqzanie. Zatozmy, ze AB > CD i oznaczmy punkt przeciecia prostych AD i BC
przez . Mamy wiec
AC? + BD? = AE* + EC? + BE? + ED? = (AE? + BE?) + (EC? + ED?) = AB%* + CD2
Zadanie rozwiazane. I co dalej zrobit Henryk Pawtowski w czasie lekcji, ktorej czes¢ poswiecit
temu zadaniu? Ano zapytal swych uczniéw, w ktorym miejscu skorzystali z rownolegtosci bo-
kow AB i C'D. Poniewaz nie skorzystali w zadnym miejscu, wiec okazalo sie, ze twierdzenie
jest prawdziwe dla kazdego czworokata. I to jeszcze nie byt koniec. Padto pytanie o odwroce-
nie twierdzenia. Okazalo sie, ze mozna odwréci¢. Pisze o tym, bo bardzo mi sie to podejscie
do zadania podoba. Ale i tak zadalem Henrykowi (w nastepnej rozmowie, bo od razu do glowy
mi ono nie przyszto) pytanie: a gdzie korzysta sie z tego, ze punkty A, B,C, D leza w jednej
ptaszczyznie. Niby korzysta sie méwiac o przecieciu prostych AD i BC. No dobrze, ale po
co? Przeciez mozna napisaé, ze proste AD i BC' sa prostopadle (cho¢ byé moze sa skosne)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy (A — D) - (B — C) = 0, kropka oznacza iloczyn skalarny. Te row-
no$¢ mozna przepisa¢ w postaci A- B+ C-D = B-D + A - C. Réwnos¢, ktora nalezato
dowie$¢ ma postaé¢ (A — C)* + (B — D)?> = (A — B)? + (B — D)?, podnoszenie do kwadratu
polega na mnozeniu skalarnym wektora przez siebie. Ostatnia réwnos¢ jest réwnowazna temu,
ze A-C+B-D = A-B+ B- D, wiec otrzymanej poprzednio z zalozenia. Co wiecej, w ostatniej
wersji dowdd geometryczny zaczyna juz czegos od ucznia wymagac. Tu algebra jest rzeczywiscie
pomocna. Gdybys$my chcieli rozwiaza¢ przestrzenne zadanie nie uzywajac rachunku na wekto-
rach, musielibySmy zapewne poprowadzi¢ ptaszczyzne Il réwnolegta do prostej AD zawierajaca
prosta BC' i zrzutowaé prostopadle na II prosta AD. To redukuje problem przestrzenny do juz
rozwiazanego ptaskiego.

Kiedys, w ramach Festiwalu Nauki, miatem jakis odczyt na temat zadan egzaminacyjnych
na ,moj” wydzial. Omawiatem proste zadanie z XVII OM:

Dowieéé, ze jezeli liczba rzeczywista z; spelnia réwnanie x® 4+ 2pz + ¢ = 0 (p,q — dane
liczby rzeczywiste), to x1q < p?.

Zadanie jest tatwe, ale jedno z rozwiazan tak wyglada:

0=2a3+2pzx +q=ma 22+ 2px;1 + ¢,
wiec x; jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego (jezeli x;p # 0)
1224+ 2px +q =0,

a skoro to réwnanie ma pierwiastek rzeczywisty, to 0 < A = 4p? — 4x1q = 4(p* — 71q), a to
wtasnie mielismy dowie$¢. Gdy x; = 0 do dowodu nic nie ma. Pokazawszy to rozwiazanie na



tablicy, zapytatem, czy to rozwiazanie jest tatwe. Oczekiwalem odpowiedzi, ze tak (bo takie
krétkie), ale jakich$ dorosty czlowiek z korica duzej sali od razu powiedzial, ze jest trudne
i w dodatku wiedziat, ze to z OM i dosy¢ doktadnie lokalizowat je w czasie. I to byta pierwsza
z moich rozméw z Henrykiem. Przyszli wtedy na moj odczyt z p. Wojciechem Tomalczykiem
z Gdyni, zamiast p6js¢ na jakie$ spotkanie z kim$ waznym, na ktérym miano jakos honorowaé
wybitnych uczniéw. Pisat ksiazki po$wiecone zadaniom olimpijskim, nie tylko polskim, wiec
orientowal sie.
A teraz kilka zadan olimpijskich. Latwe zadanie z drugiego stopnia LXVII OM

2. We wnetrzu trojkata o bokach dtugosci 3,4, 5 lezy punkt P. Wykazaé, ze jezeli odlegtosci
punktu P od wierzchotkéw sa wszystkie wymierne, to odlegtosci P od bokow tez.
Rozwigzanie
Trojkat mozna umiesci¢ w prostokatnym uktadzie wspotrzednych w taki sposob, by jego
wierzchotkami staly si¢ punkty A= (4,0), B = (0,3) i C' =(0,0) (bo jest prostokatny,
gdyz 3% + 4% = 5?). Niech P = (z,y). Odlegtos¢ punktu P od wierzchotka A jest réwna

(x —4)2 + 2, a poniewaz jest to liczba wymierna, wiec réwniez liczba (z — 4)% + y? jest
wymierna. Wymierne sa réwniez liczby z? + (y — 3)? oraz 2 + y?, jako kwadraty odleglosci
od wierzchotkéow B i C. Réznica liczb wymiernych jest wymierna, wiec wymierne sa tez liczby
?+y*— ((z—4)*+y?) = =8x—16 i 2? +y*— (27 + (y— 3)?) = 6y —9, wiec réwniez liczby i y,

czyli odlegltosci od bokow BC' i AC. Réwnanie prostej AB wyglada tak: 3z + 4y — 12 = 0. Od-
[3z+4y—12] _ |3z+4y—12|
V32442 5

legtosé punktu P od boku AB jest rowna , wiec tez jest liczba wymierna
(jako iloraz liczb wymiernych). O

Drobny komentarz. Zostaje problem w pewnym sensie narzucajacy sie (w kazdym razie
Tomaszowi Szymczykowi uczacemu w V LO w Bielsku-Biatej i Kamilowi Rychlewiczowi stu-
diujacemu w UW). A czy w ogéle takie punkty istnieja? Kamil Rychlewicz sprawdzil, ze tak,
ale nie znalazl liczb jednocyfrowych. Jego zdaniem ,najprotszy” lezy w odlegtosci % od boku
dtugosci 3 1 w odlegtosci % od boku dtugosci 4. Calkiem niezta zagadka dla mtodziezy to zna-
lezienie go (lub innych), oczywiscie mozna whaczyé komputer, jesli uczenn umie, ale obliczenia
trzeba jakos zaplanowac . ..

W pracy T. G. Berry’ego, ,,Points at rational distances from the vertices of s triangle”, Acta
Arithmetica, 62(1992) pp. 391-398 zostalo wykazane m. in. Ze jesli przynajmniej jeden z bokéw
w trojkacie ma wymierna dtugosé, a kwadraty dhugosci wszystkich bokow sa wymierne to zbior
punktow o wymiernych odlegltosciach od wierzchotkéw tego trojkata jest gesty w plaszezyznie
tego trojkata.

Na temat tego zadania pojawi sie wkrotce w Delcie artykut Mariusza Skatby i Kamila
Rychlewicza.

3. Niech p bedzie ustalona liczba pierwsza. Znalez¢ wszystkie nieujemne liczby catkowite n,
dla ktoérych wielomian
W(z) = 2" — 2(n +p)a* + (n — p)*

moze by¢ zapisany w postaci iloczynu dwoch tréojmiandéw kwadratowych o wspotezynnikach
catkowitych.

Rozwigzanie

Mamy

W(z) = a* =2(n+p)a*+(n—p)* = (2> =n—p)* +(n—p)* = (n+p)* = (2> —n—p)* —dnp =
— (22— n —p— 2P)(a* —n— p+ 2/7P) = (2 — (Vi + yP)2)(a* — (T — VB)?)

— (= VA~ D)@+ VA + B) (@ — i+ B) (@ + Vi~ B).
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Rozktad na czynniki nierozktadalne w zbiorze wielomianéw o wspotezynnikach rzeczywi-
stych jest jednoznaczny, wiec zadany rozktad moze by¢ uzyskany jedynie przez potaczenie
otrzymanych wielomianéw stopnia pierwszego w pary. Jedna metod pojawita sie sama ,po
drodze”. Aby wielomiany 22 —n — p — 2,/np, 22 —n—p+ 2,/np miaty catkowite wspot-
czynniki potrzeba i wystarcza, by liczba np byta kwadratem liczby catkowitej, wiec by istniata
taka liczba catkowita m, ze n = m?p. Inny sposéb polaczenia tych wielomianéw w pary to
(2= ii=yB) (e — i+ yP) = 2= 2y/a-+n—pi (w4 y/B) (a-+v/i—/F) = e +2y/iz+n—p.
W tym wypadku wielomiany maja catkowite wspétezynniki wtedy i tylko wtedy, gdy /n jest
liczba catkowita, czyli gdy istnieje taka liczba catkowita m, ze n = m?. Ostatnie metoda
potaczenia w pary tych czynnikow pierwszego stopnia nie daje dobrego rezultatu niezaleznie
odn, bo /p ¢ Q, a jednym z czynnikéw musialtby byé¢ wielomian (z—+/n—/p)(z++/n—./p) =
:x2—2\/]317—|—p—n.

Komentarz. W tym rozwiazaniu skorzystaliSmy w istotny sposéb z twierdzenia, ktorego
w szkole nie ma, tzn. nie jest nawet formutowane. Jednak warto o nim uczniom zaintereso-
wanym matematyka méwi¢. Mam wrazenie, ze mtodziez przyzwyczajona do jednoznacznosci
rozkladu liczb na czynniki pierwsze (twierdzenie tez oczywiscie niedowodzone i nawet niefor-
mutowane) ma jednak ktopot z jednoznacznoscia rozkltadu wielomianéw o wspoétczynnikach
rzeczywistych (lub wymiernych). Twierdzenie to mozna udowodni¢ w szkole np. na kotku, ale
gltownym problemem jest jego zrozumienie. Trzeba najpierw pokazaé¢, ze gdzie$ jednoznacz-
nosci rozktadu na czynniki nierozktadalne nie ma. Przyktadem moze byé Z[v/5] (tzn. zbiér
wszystkich liczb postaci a + by/5, gdzie a i b sa liczbami catkowitymi) lub Z[v/—5]. W pierw-
szym przypadku mozna zajaé¢ sie réwnoscia 2 -2 = (V5 — 1)(v/5 + 1), a w drugim wzorem
3:3=(2+V-5)(2—-v-5).

Dowody jednoznacznosci mozna oprze¢ na nastepujacym twierdzeniu: jesli d jest najwiek-
szym wspélnym dzielnikiem liczb catkowitych a i b (wielomianéw w i v o wspoétezynnikach
rzeczywistych), to istnieja takie liczby p i ¢ (wielomiany p i q), ze d = ap + bq (d = pu + qu).
Dowdd tego twierdzenia jest dostepny w wielu ksiazkach poswieconych teorii liczb lub algebrze.
Jest tez dostepny (dla wielomianéw) na mojej stronie internetowej na poczatku dziewiatego
rozdziatu skryptu do analizy matematycznej dla I roku:
http:// www.mimuw.edu.pl/ krych/matematyka/AMI1skrypt/am1_cz_09-calka_nieoznaczona.pdf

4. Niech k,n beda liczbami nieparzystymi wiekszymi od 1. Wykazaé, ze jesli istnieje taka liczba
naturalna a, ze

(1) E|2*+1 oraz n|2%—1,
to nie istnieje taka liczba naturalna b, ze
(2) n|2°+1 oraz k|2°—1.

Uwaga: Symbol p | ¢ oznacza, ze liczba catkowita p jest dzielnikiem liczby catkowitej g.

Rozwigzanie
Zalézmy, ze warunki (1) i (2) sa spelnione jednocze$nie. Kazdy wspdélny dzielnik liczb k i n dzieli
liczbe

29 +1—-(22-1)=2,

wiec k i n — jako nieparzyste — sa wzglednie pierwsze.

Niech « oznacza najmniejsza dodatnia liczbe catkowita, dla ktérej k | 2% — 1, za§ 3 — najmniejsza
dodatnia liczbe catkowita, dla ktérej n | 20 — 1. Jedli =1 jest liczba catkowita, to

k| (2 —1)(2WDe pow=2)a 4 490 4 1) = oue 1,

bt



Niech m > 0 bedzie liczba catkowita, a ¢ — reszta z dzielenia m przez g: m = ua+ o, gdzie p > 0
10 < o< a Wtedy k| 22(2#* — 1) =2™ — 22, wiec liczby 22 i 2™ daja te sama reszte z dzielenia
przez k. Wynika stad w szczegblnosci réwnowaznos$é k | 2™ — 1 <= a | m.

Niech ¢ > 0 bedzie taka liczba catkowita, ze a = ca + 7y dla pewnej liczby v € {0,1,2,...,a — 1}.
Poniewaz k | 2% + 1, wiec k | 2°77 — 27 + 27 + 1, zatem k | 27 + 1. Oczywiscie v > 0 oraz
k1227 —1= (27 +1)(27 — 1), wiec a | 2y < 2a — 2, czyli o = 2. W taki sam sposéb wykazujemy,
ze jedli § jest reszta z dzielenia b przez (,to f=201in |20 + 1.

Zachodzi réwno$¢ a = ca+v = y(2¢+ 1). Podobnie b = df+ § = 6(2d + 1), gdzie d > 0 jest taka
liczbag calkowita, ze b = df + 6.

Poniewaz n | 24—1, wiec 26 = 3 | a = y(2c + 1). Widzimy, ze k | 2° — 1, wiec 2y = a | b = 6(2d+1).
Stad wynika, ze 470 | 7d(2¢ + 1)(2d + 1), zatem 4 jest dzielnikiem nieparzystej liczby (2¢ + 1)(2d + 1).
Otrzymana sprzecznos$¢ dowodzi, ze warunki (1) i (2) nie moga by¢ spelnione réwnoczesnie . OJ

5. Odcinki AD, BE sa wysokosciami trdjkata ostrokatnego ABC. Punkt M jest érodkiem odcinka
AB. Punkty P, Q sa symetryczne do punktu M odpowiednio wzgledem prostych AD, BE. Wykazac,
ze érodek odcinka DFE lezy na prostej PQ.

Rozwigzanie
Mamy M = (A + B) oraz (D — A) - (C — B) = 0. Dla pewnej liczby rzeczywistej t zachodzi tez
réwnosé¢ D — B = t(C' — B), bo punkt D lezy na prostej BC. Mamy tez P = A+ D — M. Wynika
to stad, ze $rodki odcinkéw M P i AD pokrywaja sie, czyli zachodzi réwnosé %(P + M) = %(A + D).
Bez trudu mozna sprawdzi¢, ze odcinek PM jest prostopadly do odcinka AD:

(D—A)-(P-M)=(D—-A) - (A+D-2M)=(D—-A)-(D-B)=t(D—A)-(C—-B)=0.

Analogicznie Q = B+ F — M. Wtedy srodkiem odcinka DF jest punkt %(D + E). Z réwnosci

IP+Q)=3(A+D-M+B+E-M)=3D+E+A+B—-2M)=3%(D+E)

wynika, ze érodki odcinkéw DFE i PQ pokrywaja sie. UdowodniliSmy nieco wiecej niz trzeba byto
i to przy stabszych zalozeniach — w zadnym momencie nie skorzystaliémy z tego, ze wszystkie katy
trdjkata ABC sa ostre. [

6. W trojkacie ABC punkt I jest érodkiem okregu wpisanego. Prosta Al przecina odcinek BC
w punkcie D. Symetralna odcinka AD przecina proste BI oraz CI odpowiednio w punktach P i Q.
Dowiesé, ze wysokosci trojkata PQD przecinaja sie w punkcie 1.

Rozwigzanie
Rozpoczniemy od bardzo dtugiego rozwiazania. Bedziemy dodawaé i odejmowaé punkty ptaszczyzny
(a,b) £ (¢,d) = (atc¢,bEtd) i mnozy¢ je skalarnie: (a,b) - (¢,d) = ac+ bd, wiec iloczyn skalarny dwéch
punktéw traktowanych jako wektory o poczatku (0,0) jest liczba. Bedziemy tez mnozy¢ punkty przez
liczby rzeczywiste: t(a,b) = (ta,tb).

Wektor (a,b) jest prostopadly do wektora (¢, d) wtedy i tylko wtedy, gdy (twierdzenie Pitagorasa)
a2+ +2+d? = (a—c)?+ (b—d)? = a® — 2ac+c? +b? — 2bd + d?, czyli gdy (a,b)-(c,d) = ac+bd = 0.
Dla kazdego punktu P prostej Bl istnieje dokladnie jedna taka liczba = € R, ze

P=I+xB-I)=xB+ (1—x)l.
W dalszym ciaggu P oznacza punkt z tresci zadania.

Niech S = %A + %D, czyli S jest srodkiem odcinka AD. Znajdziemy taka liczbe rzeczywista x, ze
(P—S)-(D—A) =0, a potem sprawdzimy, ze (P — D) - (C —I) = 0, wiec ze I lezy na wysokosci
tréjkata DPQ z wierzchotka P. Punkt I lezy tez na wysokosci tego trojkata z wierzchotka D. Dwie
wysokosci przechodza przez punkt I, wiec trzecia tez.

Udowodnimy, Z
(B—A)-(C—A) = (1*+*—a?), (A-B)-(C—B) = §(a*>+32-b?), (A-C)-(B-C) = (a*+b*—2).

ITe réwnoéci to w zasadzie twierdzenie kosinuséw.



Mamy a?> = (B—C)-(B-C)=(B-A+A-C)- (B-A+A-C)=(B—-A)-(B-A)+
+2(B—A)- (A-C)+(A-C)-(A=C)=c*+b*—2(B— A)- (C — A), wiec otrzymaliémy réwnosé
(B—A)-(C— A) = $(b* + ¢ — a?). Analogicznie uzasadniamy nastepne dwa wzory.

7 twierdzenia o dwusiecznej wynika od razu, ze

D= ﬁ(bB—l—cC’), I= a+b+c(aA+bB—|—cC’) a+b+c(aA+(b—|—c) ).
Mamy tez:
S=13(A+D)= ST )((b—l—c)A+bB+cC') a takze

P—I:x(B—I):a+b+c( a(B—A)+c¢(B— C)),

D—-A= b+c(b(B A) +¢(C — A))

I -5 = ;e (aA+ B+ cC) = 555 (0 + ) A+ bB +cC) = m (b(B—A)+¢(C — 4)),
zatem ma by¢ spelniona réwnosé

0=(P=8)-(D=A)=((P=I)=(S=1))-(D—A)=(P—I)(D—A)+ (I - S)(D - A) =
2(@(B=A)+e(B=C))  b(B=A)tc(C=A) | (bre=a)(b(B-A)+e(C=A))  bB-A)+c(C=4) _

a+b+c b+c 2(b+c)(a+b+c) b+c

z(abc? 492 (b2 +c2—a?)+ 5 (a2 +02—b2)—%(a +62—c?)) | (b+c—a)(2b22+be(b2+c2—a?))
- (b+c)(a+b+-c) 2(b+c)2(a+b+c) -
_ cx(2abcta(b?+c?—a?)4-b(a?+c2—b?)—c(a?4+-b%—c?)) be(b+c—a)(2bc+b2+c2—a?)
= 2(010) (at o) R (s Y ey =
_ cx(a(b+e)®—a®+(b—c)(a®? —bc—b%—bc—c?)) + be(b+c—a)((b+c)?2—a?)
- 2(b+c)(a+b+-c) 2(b+c)2(a+b+c) -
o cz(a—(b—c)) be(b+c—a) _c((b+c)?—a?)
= ((b+)? = 0®) (sroarnio + 30407 erirg) = 20r0rtarirg @0+ c)(a+c—=b) +b(b+c—a)),

b(b+c—a)
T bto)(ate—b) UE!E
Zachodza réwnosci
P-D=2B+(1-x)[-D=2(B-I1)+1—-D =
z((a+c)B—aA—cC) + (b+c)(aA+bB+cC)—(a+b+c)(bB+cC) _

wiec x =

a+b+c (b+c)(a+b+c)
_ z(bto)[(a+c)(B=C)—a(A—C)|+a[(b+c)(A-C)—b(B—-C)]
(b+c)(a+b+c)
oraz I — C = % Wobec tego

(b+c)a+b+c)2(P-D)I-C)=
- (x(b+c)[(a+c)(B C)—a(A—C)] +al(b+c)(A-C) —b(B—C)]) (a(A=C)+b(B—C)) =
=z(b+c)[a®(a + c) — a®b® + $(a® + b* — ) (ala + c) — ab)] +
+afab?(b+c) — a?b? + 1(a® + % — ) (b(b + ¢) — ab)] =

= Lza(b+c)(a+c—b)[2ab+a® + b2 — 2] + %ab(b+c—a)(2ab+a +0? %) =
= sa(2ab+a*+b* — A)(z(b+c)(a+c—b) +bb+c—a)) =0dlax = —%, co dowodzi
twierdzenia.

Ten dowdd jest dlugawy, ale z drugiej strony dosyé bezmyslny, wiec mozliwy do przeprowadzenia
w domu. W czasie zawodow w ograniczonym czasie dostepny tylko dla tych, ktorzy potrafia swoje
obliczenia sensownie organizowaé. Moze jednak warto uczyé miodych ludzi sensownego zapisywania
swych mysli. Rozwiqzanie trygonometryczne (ponizej) jest krotsze, tez bez pomystow, ale wymaga nieco
lepszej znajomosci trygonometrii. Nagkrotsze, rozwiqzanie (na stronie Olimpiady Matematycznej) jest
oparte na pomysle, ktory w miare latwo przychodzi do glowy tym, ktérzy zajmuja sie intensywnie
geometriq elementarng w wydaniu klasycznym, ale trudnym dla innych 0s6b.

Rozungzanie trygonometryczne
Trygonometria jest w pewnym sensie oczywistym pomystem: w zadaniu wystepuja katy w tréjkatach
(dwusieczne, wysokosci) i to w zalozeniach i w tezie twierdzenia, ktére mamy udowodnié.

Zal6zmy, ze érednica okregu opisanego na tréjkacie ABC jest réwna 1 — to nie wplywa na
0g0lnoéé¢ rozwazan, bo mozna zastapi¢ dany trojkat podobnym do niego. Oznaczmy katy trojkata
ABC literami «, 8 i . Z twierdzenia sinuséw wynika, ze AB = siny, BC = sina, CA = sin 3.

2 Zamieniejac b z c i jednoczeénie B z C otrzymujemy y = —% iQ =yl+(1—y)C, ale ten

rezultat nie bedzie nam potrzebny.



Kat ostry miedzy dwusiecznymi wychodzacym z wierzchotkéw A i B jest réwny a+ﬁ ,akat ADB

— 7+ 5 5, wiec
. sin'ysfn%
BD = word)
i in8 2 o é
sinysing  2sin 2 cos 3 sin 8
Al = = 2 = 2sin 2 sin 2
sin QTW cos 3 2 29
DI — sin 'ysfng sin % _ 2 sing- cos %s{n%-sin % _ 2sin %si.n%;sin 3
sin(y+%)-sin —a+’8 sin(y+§)-cos § sin(y+3)
. N . a .
Mamy § < § +v <m— §, wiec sin g <sin(§ + ), zatem DI < Al i wobec tego
SI =AI — AS = AT — ALHID - AIZID
. . sin 2sin & sin 2 sin8sinY , . . 2sin 2 sin? 2 cos @4 25sin? g sin? X
zsmgsm%— 272 2 — 2. 2(8111(%—1—7)—8111%): 2200 9 2 _ 2
LD Sn(a ) (T ) (e )
in 8 B ain2 X
Oc-l-'y_ . ﬁ_2smzcos2sm 7
QS =51 -tg SI-ctgg = STty =

_ sinfsinysind  ginBsiny sing LAD ,tgl = SDtgl
2 2°

" 2cos 3 sin(+7) sin(§+7) "%cosI T 2

2

Wobec tego ¥SDQ = I, wiec ¥xDIB + £5DQ = O‘Zﬂ +3 = %M = 90°, zatem BI1DQ, co
dowodzi, ze prosta BI zawiera wysokos¢ tréjkata DP(Q) zaczynajaca sie w wierzchotku P, wiec I jest
punktem wspdélnym dwu wysokosci tréjkata PQ D, wiec jest jego ortocentrum . [

7. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty P i @) leza odpowiednio na pélprostych AB™
i AD™, przy czym AP = CD, AQ = BC. Wykazaé, ze érodek odcinka PQ lezy na prostej AC.

Rozwigzanie
Bez straty ogélnosci rozwazan mozna zatozyé, ze promien okregu jest rowny 1. Wtedy istnieja takie
lictchy 0 € o < < v < 40 < 27w, ze A = (cosa,sina), B = (cosf,sinf3), C = (cos~,sin~y)

i D = (cosd,sinéd). Wtedy AB = 2sin 252 BC = 2sin 3— CD = 2sm—7 i DA = 2sin 552, Stad

2sin &=

o~
A= 2 _ ; _ — 94in 9= ( _ qip Bt Bta) _
P—-—A= 2Sinﬁ;a(cosﬁ cos «, sin 3 cosa) = 2sin = ( sin 5=, cos =5 )—
= (cos a+ﬁ_7+6 — cos O‘+5+7_6 ,sin O‘+5_7+6 — sin w) i analogicznie
2sin
Q— A= (cos<5 —cosa,sind — sma) = 2sin 152 B( sin ‘Ha , COS 6+°‘) =
2sin £=2
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Stad wynika, ze

%(P +Q)—-A= %(cos 70‘_5;7% — oS a+ﬁ'2"7_5,sin a_ﬁ+7+5 —sin a+ﬁ;”—5) =

_ s B=0 . oty . 00 aty) _ .. 0= a+ty aty
—(SIH—2 Sln—2 , SIn 2 COS 2 )—SIH—2 (—SIH—2 COS 2 )

Wystarczy dowiesé, ze otrzymany wektor jest rownolegly do wektora
C—-A= (COS’7 — cos o, sin~y — sin a) = 2sin 7;—0‘( — sin 3%, oS 3%), ale to jest oczywiste. [

8. Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste a < b. Dowie$é, ze istnieja takie dodatnie liczby calkowite
P,q, 1,8, 7€ a < % <L <boraz p*+¢* =1’ + 5%

Rozwigzanie
Zaczniemy od wykazania, ze kazdy tuk okregu jednostkowego o srodku O = (0,0) zawiera punkt o obu

wspolrzednych wymiernych. Zauwazmy, ze dla kazdej naturalnej liczby n punkt (nii, — +1) lezy na

, . 2 on 2 _ 4n’+1) _ 4

okregu jednostkowym i zachodzi nieréwnosé <n2+1 1) + (n2+1) = ZEE < n2
Przypomnijmy (studia) tez, ze obrazem punktu P = (z,y) w obrocie wokél punktu (0,0) o kat v jest
punkt P(vy) = (zcosy — ysiny,zsiny + y cosvy). To mozna uzasadni¢ za pomoca rysunku, a mozna
tez ,algebraicznie”: jesli x = pcosp i y = psin ¢ (wspélrzedne biegunowe), to
P(v) = o cos(¢ +7),sin(p + 7)) = (ocos pcosy — gsinpsin-y, ocos psiny + psingpcosy) =

= (zcosy — ysiny, xsiny + y cos~y).
Z tych wzoréw wynika, ze jesli liczbami wymiernymi sa wspélrzedne punktu P = (z,y) i liczby cos~y
oraz sin~y, to réwniez wspolrzedne punktu P(v) sa wymierne.

Niech ~, € (0, %) bedzie takim katem, ze cos~y, = Z;H isiny, = ng—f‘rl, aa,f € ( , 2) takie

katy, ze a = ctga i b = ctg 3. Poniewaz lim siny, = 01i v, € (0, %), wiec réwniez lim v, = 0
n—00 n—00
i wobec tego istnieje taka liczba m, ze 0 < 7, < # Stad wynika, ze istnieje takie k € N, ze
B < kym < (k+ 1)ym < a. Z podanych definicji i otrzymanych nieréwnosci wynika od razu, ze
wspotrzedne punktéw
(cos(kym), sin(kym)) 1 (cos((k + 1)¥m), sin((k + 1)vm))
sa wymierne i oczywidcie
ctga < ctg((k + 1)ym) < ctg(kym) < ctg f.
Stad teza natychmiast wynika: wystarczy pomnozyé wszystkie cztery wspolrzedne obu punktéw
(cos(kYm), sin(kym)) 1 (cos((k 4+ 1)vm),sin((k + 1)7vm)) przez ich wspélny mianownik, by otrzymaé
punkty o wspélrzednych catkowitych spelniajace zadany warunek. [

9. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a, b réwnanie
(2% =y —a)(@® —y* = b)(2® —y® —ab) = 0

ma przynajmniej jedno rozwiazanie w liczbach catkowitych x,y.

Rozwigzanie
Jedli liczba a jest nieparzysta, to przyjmujac z = “‘51, Yy = —1 otrzymujemy 22 —y? —a = 0.
Podobnie, gdy b jest liczba nieparzysta, para liczb catkowitych = = bgl, y = 5= spelma rowname
z2 —y? —b = 0. Jesli obie liczby a i b sa parzyste, to para liczb catkowitych z = “—+b, y =45 b spelnia

réwnanie 22 — y? — ab = 0. W kazdym z trzech przypadkéw wskazaliémy pare liczb catkowitych

speliajaca réwnanie (22 — 32 — a)(2? — y? — b)(2? —y? —ab) =0. O
Komentarz: % —y? —a = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (z —y)(xz+y) = 1-a, co sugeruje rozwiazanie
uktadu réwnan z—y=1, z+y =a.

10. Dana jest liczba catkowita dodatnia k. Udowodnié, ze istnieje liczba catkowita dodatnia n, dla
ktérej zbiory A = {12,22/32 ...} i B = {12 + n,22 + n,3? + n,...} maja dokladnie k wspdlnych
elementow.



Rozwigzanie
Udowodnimy, ze liczba n = 3%*~1 spelnia warunki zadania. W tym celu nalezy sprawdzié, ze istnieje
dokladnie k par liczb calkowitych dodatnich (a, b), dla ktérych zachodzi wzér a? = b24+3%~1 Réwnosé

321 — 42 — b2 = (a — b)(a + b) jest réwnowazna temu, ze dla pewnego I € {0,1,2, ...,k — 1} mamy

2k_1_l, czyli a = % (32k—1_l + 3l) oraz b = % (32k—1_l — 31). Wobec tego par

(a,b) o powyzszych wlasnosciach jest dokladnie k. O

a—b=3 oraza+b=23

11. Dowie$é, ze liczba /10 — V6 —V5+V3 jest niewymierna.

Rozwigzanie
Niech
7 = VIV VB3 = (VIT-VB) - (VB—3) = VB(v2-1) ~VB(v2-1) = (v5—3) (v2-1).
Wtedy
r(V24+1) = (VB-V3)(V2-1)(V2+1) =5 - 3.
Wobec tego

2(342v2) = 22(V2+1)° = (V5 - V3)” =8 —2V/15.
Mamy wiec 222v/2 = 8 — 3z2 — 2y/15. Po podniesieniu ostatniej réwnoéci stronami do kwadratu
otrzymujemy
8zt = (8 — 322)% — 4(8 — 322)V/15 + 60.

Jezeli x jest liczba wymierna, to liczba (8 — 322)2 + 60 — 8z jest wymierna. Jedli 8 — 322 # 0, to
V15 = %, co przeczy niewymiernosci liczby v/15. Wynika stad, ze 8 — 322 = 0. Niech
T = %, przy czym liczby calkowite p, ¢ sa wzglednie pierwsze. Otrzymujemy wzér 8¢> = 3p2. Liczba
q jest wiec podzielna przez 3, czyli ¢ = 3r dla pewnej liczby calkowitej 7. Wobec tego 8 - 3 - 12 = p?,
wiec liczba p dzieli sie przez 3, co jednak przeczy nieskracalnosci utamka g. Okazalo sie, ze liczba x
nie moze by¢ wymierna, a to nalezato udowodnié. [J

Komentarz: Jedli pg = 1 i p, oznacza n—ta liczbe pierwsza dlan =1,2,... oraz
woy/Po + W1y/P1 + w2y/P2 + ... + Wn\/Pn =0
dla pewnego naturalnego n i pewnych liczb wymiernych wg, w1, ..., wy,, to wg = w; = ... = w, = 0. To

jest znane zadanie, publikowane dawno temu w American Mathematical Monthly. Jego rozwiazanie
jest w zasadzie prawie takie samo jak prezentowane powyzej z istotna réznica, ktéra na poziomie
szkolnym moze by¢é w pierwszej chili trudna do zaakceptowania. Zamiast zbioru liczb wymiernych
rozpatrywac nalezy najmniejsze zbiory, ktére zawieraja liczby wymierne oraz liczby /po, /P15 - - s7/Pss
w ktérych wykonalne sa cztery dzialania arytmetyczne, dla réznych liczb naturalnych s € {1,2,... ,n}
i wykazywaé zerowanie sie coraz wiekszej liczby wymiernych wspoétczynnikéow wy, . . .

12. Rozwiaza¢ uklad n réwnan z niewiadomymi
T1,T9,...,Ty, gdzie n > 2:
223 + 4 = 2% (z2 + 3)

223 + 4 = x3(w3 + 3)

2(13%_1 + 4 = x%_l(ﬂfn + 3)

223 + 4 = 22 (21 + 3)

Rozwigzanie
7 uktadu rownan wynika od razu, ze x; # 0 dla i = 1,2,...,n. Mozna wiec przepisa¢ te rOwnania w
postaci
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Mamy teraz

344342 1)(x?—4z+4 1)(z—2)2
2x+;1_2_3_x::v+;4023w :(:ch)(:vI2 x+):(x+)x(§ ) ]

7 tej réwnosci wynika, ze x = 2x + x% — 3 wtedy i tylko wtedy, gdy x = —1 lub x = 2. ZnalezliSmy
wiec dwa rozwigzania uktadu réwnan: 1 = 29 = ... = x, = —loraz x1 = 29 = ... = T, = 2.
Udowodnimy, ze innych rozwiazan nie ma.

Jesli x < —1, to 2z + ;% — 3 < z, zatem jezeli 1 < —1, to
x2:2x1+f—¥—3<$1,

x3:2x2+f—§—3<x2<x1<—1,

Ty =2p 1+ o — —3<zp 1 <..<w3<z <11 <1,
n—1

x1:2xn—|—%—3<xn<xn_1 <...<xz3<x9< T < —1,
zatem x1 < x1, co jest niemozliwe. Nie ma wiec rozwiazan, w ktérych xq1 < —1. Takie samo rozumo-
wanie w wypadku —1 < x1 # 2 daje wynik 27 < 2 < 23 < ... < T, < 71, co znéw nie jest mozliwe.
Nieostre nieréwnosci pojawily sie, bo moze zdarzy¢ sie, ze z; = 2 dla pewnego i € {2,...n} (gdy
Ti 1 = %(1 + \/1—7) ) i wtedy otrzymujemy wzory: 2 = x;41 = Tiy2 = ... = Tp = 1.

UdowodniliSmy, ze jedynymi rozwiazaniami uktadu réwnan sa dwa wskazane wyzej. U

Komentarz: To szczegdlny przypadek pytania o punkty okresowe funkcji f. W tym wypadku funk-
cji zdefiniowanej za pomoca wzoru f(x) = 2z + f—z — 3. Funkcje mozna zmienia¢ i wtedy otrzymujemy
inne zadania o bardzo réznej trudnosci. Najbardziej rozreklamowane to pytanie o punkty okresowe
funkcji az(1 — x). Jesli 0 < a < 4, to funkcja ta przeksztalca przedzial [0,1] w siebie. Dla a < 1
jedynym punktem stalym jest 0, dla z > 0 spelniona jest nier6wno$é¢ f(z) = ax(l — z) < x i wszyst-
kie inne punkty daza do tego punktu statego (jesli 1 > z1 > 01 zpy1 = f(xy,), to nlg{.lo x, = 0).
Gdy zwiekszamy a pojawia sie w przedziale [0, 1] nastepny punkt staly “T_l i sytuacja zaczyna sie
komplikowaé. Nie bede w chodzi¢ w szczegdly. Dla a = 4 punkty okresowe sa geste i dzieja sie dziwne
rzeczy. Istnieja trajektorie geste w calym przedziale. Duzy wplyw na zachowanie sie trajektorii tej
funkcji ma pochodna w punktach statych i ogdlniej okresowych: f/(z) = a(l — 2x), wiec f'(0) = a
i f/(%) =2—a.Jesli 1 < a < 2, to punkt staly jest ,przyciagajacy” i jesli startujemy z punktu
znajdujacego sie w przedziale (0, “T_l), to pozostajemy w tym przedziale, cho¢ zblizamy sie do jego
prawego konca, ale jesli 2 < a < 4, to sytuacja zmienia sie, bo pochodna staje sie liczba ujemna
i punkty z jednej strony punktu statego sa wysyltane na druga. To jeszcze daje sie badaé catkowicie
elementarnie dla a < 3. Potem zaczynaja sie powazniejsze trudnoéci, bo oba punkty stale odpychaja
punkty znajdujace sie w ich poblizu, w wyniku czego powstaja orbity okresowe i robi sie ich co-
raz wiecej. Wielu matematykéw badalo zachowanie sie orbit takich funkcji i nie wszystko jest jasne,
zwlaszcza, jesli zajmiemy sie liczbami zespolonymi.
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