John von Neumann (1903 — 1957): If people do not believe that mathematics is simple, it is
only because they do not realize how complicated life is.

John von Neumann: By and large it is uniformly true that in mathematics there is a time
lapse between a mathematical discovery and the moment it becomes useful; and that this lapse
can be anything from 30 to 100 years, in some cases even more; and that the whole system
seems to function without any direction, without any reference to usefulness, and without any
desire to do things which are useful.

Od utlamkéw lancuchowych przez twierdzenie Liouville’a do liczb przestepnych

Pitagoras (569 — 475 p.n.e.) lub ktérys z jego uczniéw odkryl istnienie liczb, ktorych nie
mozna bylo zapisa¢ w postaci ilorazu dwu liczb catkowitych. Wtedy byt to powazny problem,
bo nie zgadzalo sie to z gloszonymi teoriami. Pono¢ probowano rzecz zachowaé w tajemnicy, ale
jakos nie wyszlo (prawda ma tendencja do wychodzenia na jaw). W tamtych czasach wszystko
sprowadzano do geometrii, cho¢ jeszcze nie zostata ona przedstawiona w formie aksjomatycznej.
Zapewne pierwsza liczba niewymierna odkryta przez Grekéw byl v/2, ale nawet to nie jest
catkiem pewne, bo przy okazji konstruowania dwunastoscianu foremnego mogli natknaé sie na
V5. Geometrycznie niewymiernosé liczby /2 mozna uzasadnié¢ bardzo prosto.

Geometryczne uzasadnienie tego, ze bok i przekatna kwadratu sa niewspotmierne, czyli ze
nie istnieje odcinek, ktorego kopiami mozna pokry¢ doktadnie zarowno bok jak i przekatna
kwadratu polega na pokazaniu, ze jesli bytoby to mozliwe, to udatoby sie tez to z kwadratem
o boku ponad dwukrotnie mniejszym boku bez zmiany odcinka, ktorym mierzymy oba obiekty.

D

G

FE1BFE, bo styczna do okregu jest prostopadta do promienia;
BE = EF, boxt! BF = xBFFE = 45°;
AF = FE, trojkaty prostokatne DAF i DEF maja wspolna przeciwprostokatna DFE i réwne



przyprostokatne DA, DE.

Zalozmy, ze istnieje wspolna miara dla boku i przekatnej kwadratu, czyli taki odcinek, za
pomoca ktorego mozna zmierzy¢ doktadnie zarowno bok jak i przekatna kwadratu. Zmierzy¢
doktadnie oznacza, ze mozna go odtozy¢ catkowita liczbe razy w boku i w przekatnej wypekiaja
te odcinki bez reszty oczywiscie odcinki wzorcowe uzyte do mierzenia moga stykac sie koncami,
ale zaden z nich nie moze zachodzié¢ na drugi. Zatézmy, ze ABC'D jest kwadratem o przekatnych
AC i BD — oznaczenia jak na rysunku. Czworokat EFGB jest kwadratem, ktérego bok jest
ponad dwa razy krétszy od boku wyjsciowego kwadratu, bo AF = EF < FB. Jego bok
BE = BD — DFE oraz przekatna FB = AB — AF mozna zmierzy¢ doktadnie za pomoca tej
samej miary, ktora mozna bylo zmierzy¢ bok i przekatna kwadratu ABCD. To prowadzi do
sprzecznosci, bo te sama procedure mozna zastosowac¢ do kwadratu ECGF' i otrzymaé kwadrat
o boku ponad czterokrotnie krotszym od AB itd. Procedure znéw mozna powtorzy¢ i to wiele
razy. Miara caly czas jest ta sama, cho¢ w koricu natrafimy na kwadrat o boku krétszym od
owej miary.

W gruncie rzeczy kwestia wymiernosci liczb interesuje wytacznie matematykéw. Nie ma zad-
nego znaczenia dla inzynieréw, ekonomistow, fizykéw, biologéw, chemikow itp. Dla nich wszyst-
kich wazniejsze jest przyblizenie liczby na tyle doktadne, by moc szacowaé interesujace ich
wielkosci w rozsadny sposob. Liczby wymierne sa tu wygodne, bo mozna tatwo nimi operowac,

cho¢ w istocie rzeczy zdecydowana wiekszos¢ wspotezesnych woli przyblizenia dziesietne: 3,14

223
71

wcale nie byto jasne, dlaczego kto$ miatby preferowaé¢ 3,14. W XVIII wieku ludzie zaczeli zaj-

jest wygodniejsze na ogot od %, tym bardziej od Poki nie stosowano zapisu dziesietnego

mowac sie tzw. utamkami tancuchowymi. Pokazemy na przyktadzie, w czy sprawa. Mamy np.

127 31 1 1 1 _ 1 _ 1
e T T R e T
8t 417 3 o 2
1+ 1+ 15 1+ .
a+5 A+ —
1+
Vi=2+(W7T-2)=2+A2A,=2+—-L =24+ L -2 L —
V742 V-1 2 T
e 1+73 R 1+1+\/?2_1
=24 o L =2+ 1 =2+ L =2+ — 71— L , ale liczba /7 — 2
1+ 1+—1 1+—1s +—1
pojawita sie wczedniej. Mozemy wiec od razu napisa¢ wzor
1 1
VT=2+ ; =V7T=2+ ;
+— 1 1+ -
A o— — T T
4472 4+1++
1+1+—11_
447—2

To postepowanie mozna kontynuowac¢ otrzymujac nieskonczony utamek utancuchowy. ,Ury-

wajac” go w kolejnych miejscach otrzymujemy kolejne przyblizenia liczby v/7:

2 1 _3 1 _5 1 -8 1 - 37 — 45 — & — 127
10 2+ 17 1 2+1+l - 2+ 1+t 3 2+1+;1 T 140 T A7y T 310 T 480
! +1 T
1+7
_ 590
— 223
Mozna tak postapi¢ z dowolna liczba dodatnia x, czyli mozna napisac, ze
T =ag+ ﬁ, gdzie ag = 0, a; > 0, ag > 0, ... sa liczbami catkowitymi.
1t
“2tag+o

W istocie rzeczy ag jest czescia catkowita liczby x, czyli najwieksza liczba catkowita, ktorej
wartosé nie przekracza wartosci liczby z (ap < < ag + 1). Liczba a; to cze$é catkowita liczby

1
r—ag

Podobnie liczba ay to czes¢ catkowita liczby ————, itd.

T—aop



Jedli z jest liczba wymierna, to ciag (a,,) sktada sie ze skonczenie wielu liczb, a jesli x ¢ Q,
to — z nieskoniczenie wielu. W dalszym ciagu zaktadamy, ze = jest liczba niewymierna, by
unikna¢ pytan o dtugosc¢ ciagdéw (p,) i (gn)-

Oznaczmy

Po __ P __ 1 p2 __
B—=qy,2=a+-—-,2=a
qo0 0> g a1’ g2 +

preme s
Przyjmujemy tu, ze

go =1 oraz ze utamki Z—g, Z—i, Z—;,
maja catkowite liczniki i mianowniki. Mozna udowodnié¢, ze utamki te sa nieskracalne, dzieki
czemu liczby p,, ¢, sa poprawnie zdefiniowane.

Mozna udowodni¢, ze zachodza wzory rekurencyjne:
Pnt+2 = Qny2Pny1 + P OTAZ  (ni2 = Ani2Qnt1 + Gn.

Nie jest to trudne — indukcja. Wykorzystujac te wzory mozna udowodni¢, ze

Po<PL<p<...igqp<q@<qgp<...
Latwo mozna tez wykazac, ze dla kazdego parzystego n zachodzi nieréwnosé Z—: <z < ’q’:—ﬁ.
Korzystajac z wzoréow rekurencyjnych na p,io i ¢,12 mozna tez udowodnié, ze dla kazdego
catkowitego n > 0, dla ktérego istnieje a, 1, zachodzi réwnos¢ p,11¢n — Puni1 = (—1)". Z tej

Pn+1

rownosci wynika, ze w przedziale o koncach % i nie ma liczb postaci © # x, gdzie r, s sa
n

dn41
dodatnimi liczbami catkowitymi przy czym s < ¢,41. Poza tym zachodzi nieréwnos¢
1 1
qn AnGn+1 qn

Okazalo sie, 7z kazda niewymierna liczbe mozna przyblizy¢ wymierna w taki sposob, by btad byt
mniejszy od odwrotnosci kwadratu mianownika. To juz nie jest catkiem oczywisty rezultat. To
XVIII wiek. Jeszcze w 1851 r. J. Liouville zauwazyt, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie

Jesli funkcja w jest wielomianem n—tego stopnia, o wspotczynnikach catkowitych, n > 1,

a xg jego niewymiernym pierwiastkiem, to istnieje taka stata C' > 0, ze dla dowolnych liczb
c
q_n.
Dowdd jest bardzo prosty i zaraz go pokaze. Wazniejsze od niego jest sformutowanie i za-

catkowitych p, q zachodzi nieréwnosé |xo — §| >

pewne, gdyby nie wiele lat, w czasie ktérych zajmowano sie rozwijaniem liczb w utamki tan-
cuchowe, takie twierdzenie nie przysztoby nikomu do gltowy. Ale najpierw dowdd.

Wielomian w ma co najwyzej n réoznych pierwiastkow, wiec istnieje taka liczba § > 0, ze
przedzial [xy — 0,9 + J] nie zawiera zadnego pierwiastka, oczywiscie poza xo. Zalézmy, ze
Eelrg—6,m9+0], p€Z geN Wtedy w(E) # 0, zatem ¢"w(?) jest liczba calkowita, rozna
od 0. Stad wynika, ze ¢"|w(£)| > 1. Wobec tego mamy

1< g w(®)] = ¢"w(®) - wiw)|
Dla kazdego k € {1,2,...,n} zachodzi nieréwnos¢ (korzystamy z tego, ze 2| < |zo| + 0, co

wynika z nieréwnosci trojkata: [£ — zo| 2 2] — [zo])

4=
o (Jo] + 8

Jesli ag, aq, ..., a, sa kolejnymi wspélczynnikami wielomianu w, czyli gdy dla kazdego x za-

< Jro = 2] (Il ol =2 - 2]+ o2 |22+ .+ 21 <

S’SUO—g

chodzi réwnosé¢ w(z) = ap + a1x + asz® + ... + a,z" dla x € R i gdy

L = |ay| + 2]az|(|zo| + &) + 3|as|(Jxo| + 0)% + . .. + k|ax|(|zo| + §)*,
to 1 < ¢ |w®)| <q¢"-L-|zo—E|, wiec przyjmujac C' = 1

. otrzymujemy teze, dla



g € [xg — 0,20 + 0]. Dla wszystkich g otrzymamy ja zmniejszajac w razie potrzeby te liczbe,

np. przyjmujac, ze C = Lj—l (wtedy C' < % i C<9).
é
Niech 2o = 14 + 1oor + 10 + 1o + - - . = 0,110001 000 000 000 000 000 001 000 ...
— kolejne jedynki pojawiaja sie na miejscach o numerach 1!, 2!, 3!, 4! itd. Wykazemy, ze liczba
Zo nie jest pierwiastkiem zadnego wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych. Zatézmy, ze jest
pierwiastkiem wielomianu stopnia n > 1. Istnieje wtedy taka liczba C' > 0, ze |xg — §| > q%.
Niech ¢ = 10™ i 2 = g + qgor + om0 + - + 1gmr- Wtedy
C P 2
- < _r =
Tonm! S %o q| < 100!
zatem dla kazdego m zachodzi nieréwnosé
10m!(m+1—n) O < 2’

{m+1-n) moga byé dowolnie duze, wystarczy, by

co oczywiscie mozliwe nie jest, bo liczby 10™
liczba m byta ogromna.

Twierdzenie Liouville’a byta wzmacniane kilkakrotnie.

Twierdzenie (Axel Thue, 1909) Jesli z( jest niewymiernym pierwiastkiem wielomianu
stopnia d > 3, o wspotezynnikach catkowitych, € > 0, to istnieje taka liczba ¢ > 0, dla kazdej
liczby naturalnej ¢ i kazdej liczby catkowitej p, zachodzi nieréwnosé |xg — §| > qlﬁﬁ'

Twierdzenie (Carl Siegel, 1920) Jesli xy jest niewymiernym pierwiastkiem wielomianu

stopnia d > 3, o wspotezynnikach catkowitych, € > 0, to istnieje taka liczba ¢ > 0, dla kazdej

C
q2\/g+s °

Twierdzenie (Klaus Roth 1955, medal Fieldsa 1958). Jesli z( jest niewymiernym pier-

liczby naturalnej ¢ i kazdej liczby catkowitej p, zachodzi nier6wnosé |zo — g\ >

wiastkiem wielomianu dodatniego stopnia o wspotczynnikach catkowitych, € > 0, to istnieje
takie ¢ > 0, ze dla kazdej liczby naturalnej q i kazdej liczby catkowitej p, zachodzi nieréwnosé
[zo — £| > . (nieefektywne wzmocnienie twierdzenia Liouville’a z 1851 r.).

Dodajmy, ze rozwazane sa rowniez utamki tancuchowe ,funkcyjne”. Mozna probowaé przed-
stawia¢ funkcje w postaci takich utamkow. Robiono to juz w XVIII w. Doprowadzito to nie-
mieckiego matematyka, J. Lamberta, do dowodu niewymiernosci liczby 7. To twierdzenie jest
rozpowszechniane w szkotach, bo matematycy je lubia, a wynik tych dziatan dydaktycznych jest
(nie tylko w Polsce) raczej $mieszny, bo wiekszosé nieszeze$nikéw zapamietuje, ze liczba % jest
niewymierna. W dodatku zadnego wniosku z tego twierdzenia nie ma w zadnym podreczniku.
Twierdzenie byto i jest interesujace dla matematykéw i niektérych fizykéw (teoretykéw) i nikogo
wiecej nie obchodzi. Jednak w XVIII w. dowdd byt istotnym krokiem w rozwoju matematyki.
Nie przypominal on w niczym rozumowan uzasadniajacych niewymiernosé /2. W jakims bar-
dzo ogdlnym sensie przypominatl dowdd niewymiernosci liczby e, o ktérym tu nie wspominam,
ale jest znacznie tatwiejszy od opisanego nizej dowodu niewymiernosci 7.

Dowo6d Lamberta skrocit, ,wyczyscil” i uwspoétczesnit Miklés Laczkovicz z Budapesztu
(The American Mathematical Monthly, vol. 104, No 5, May 1997, pp. 439-443), a jeszcze wczes-
niej Gauss i inni. Tekst ponizej to w zasadzie ttumaczenie pracy Laczkovicza z nieistotnymi
zmianami, doktadniej jej fragmentow. W rozumowaniu Lamberta nie byto luk, to byt peiny,
poprawny dowdd, ale to zrozumiano po kilkudziesieciu latach, w pierwszej chwili nie zrozumiano
tej pracy do konca, co byto spowodowane gtéwnie tym, ze jeszcze nie byto Scistych definicji
granicy ciagu, funkcji i podobnych pojec.

Zdefiniujemy pomocnicze funkcje:



x? xt 20

fk(x)zl_22-k+24-l<;~(k+1)~2!_26~k;~(k:+1) (i +2) 31 L

(=)™ 2"
_EZWW k(k+1).. (k+n—1) nl’
gdzie k oznacza dowolna liczbe (zespolona) oczywiscie z Wyjatklem 0, — ,—2, e
Sumy nieskonczone nie zawsze maja sens, ale w tym wypadku maja i to dla kazdej liczby

rzeczywistej ( a nawet kazdej zespolonej) x, co wynika z tego, ze

,1)n+1 . 22(n+1) 9
22D (k1) (ktn) (et | ’ T ’ _ 1
(=" z2n o 4
227 k(k+1)...(k+n—1) = n! 4k +n)(n+1) 4
dla n > 1+ |k| + |2?|
Otrzymujemy m. in. wzory
2 4 6
fipa(w) =1 = ng—% + 24-;%-2! - 26-;%3-3! o=
_ X l‘4 Z'G S
=1— 15+ 1321~ 135946 T+ = COST,
a takze
_1_ =z z? o 6 _
fap(@) =1— g5 +sifsy ~wasrg T =
— a? et af _ sinz
=1- 32 T 3524 357246 T = a2 -

Te wzory oczywiscie nie pojawiaja sie w szkotach (z wyjatkiem klas nauczycieli uczacych
w rzeczywisto$ci na poziomie uniwersyteckim, ale nie sa trudne do uzyskania. Wypisywano
w czasach Newtona i Leibniza, a tego, co potrafili robi¢ z takimi sumami nieskonczonymi
Euler czy Gauss, wiekszos¢ konczacych dzis studia matematyczne, nie potrafi. Dowody tych

dwobch wzoréw sg tatwe i studenci matematyki poznaja w pierwszym semestrze.
tgz _ f32(2)
z T fia(z)’
ale niebawem sie okaze, ze chodzi o zapisanie funkcji tangens w postaci utamka tancuchowego.

Mozemy napisa¢ teraz réwnosé co moze wyglada¢ dziwnie w pierwszej chwili,

Kontynuujemy przygotowania:
4

_ 1 1 T 1 1
S (@) = fi(z) = CERT (E o k—-H) T 219l (k(k—i—l) - (k+1)(k+2)> +

0 8

B
2631 \ kD) (h+2)  (htD)(k+2)(k13) 2541 \ k(D) (k+2)(k13) (Rt 1)(k+2)(k+3)(k+4)

_ $2 $2 Z‘4 l‘G _ l‘2 l‘
T 4k(k+1) L= e T 20(k+2)(k+3) 3!(k+2)(k+3)(k+4)> t+-= 74k(k+1)fk+2($)a Czyll
2
x
mfkw(x) = frr1(@) — fi(@). (U1)
Otrzymalismy wzor, ktory uzyjemy w dowodzie niewymiernosci liczby 7 . Zauwazmy jednak
. . . ., . frl@) 2% fria() .
jeszcze, ze mozna go przepisa¢ w postaci 1 — fkil(x) = 4k(k+’f;}2]€+l(x), czyli:
x 1
fenlt) _ (02)
fk(x) 1— 22 fria(z)
4k(k+1) fr11(x)
Korzystajac wiele razy z wzoru (U2) (dla k = 1,3,2,...) otrzymujemy:
f3/2( x) x x x x
tgr = f1/2( ) - 1 x2- f5/o(x) - 1 x2 f5/9(x) - 1 a2 - 1 a2 -
T 113 fy @) T 13 fs0(0) N 22z /3 (@) Y ENeS)
el Fele) 3<17W> 53 f57//22(z)
B x B x B x
el T e Py
2f9/2(@) 2f9/2(@) S
i ( 2@ ) Thr2(@ AR



co wyraznie sugeruje prawdziwos$¢ wzoru

tgx = N — = o U3
e 1 b
S 1——35,
1- 2L

Dla zakonczenia dowodu nalezatoby wykazaé, ze ciag otrzymany przez ,urywanie” utamka na
coraz dalszych miejscach jest zbiezny do tgx, ale tego nie zrobimy, cho¢ trudne nie jest, bo
z tego korzysta¢ nie musimy.

Zauwazmy, ze prawie oczywistym jest

Lemat 1.

Dla kazdej liczby zespolonej x wzor rownosé klim fr(z) = 1.

Dowd6d. Mamy nh_)ngo ‘xf,n = 0, wiec istnieje taka liczba K > 0, ze |$7|jn < K dla
n =1,2,.... Stad wynika, Ze |5 T, Q?anl)n! < kﬁn dla kazdego k > 1 i dowolnego n > 1.
Mozemy wiec oszacowaé hczbe | fi(x) — 1| przez sume szeregu geometrycznego o ilorazie ;.
Otrzymujemy | fx(z) — 1| < k(l R-D) G —>0 czyli teze. m

Lemat 2. (zasadnicza cze$¢ rozumowama)
Jeélix#OixQE(@,tofk();é()lf’““ ¢(@dlak€@\{0—1 T

Dowéd. Niech 7 # 0, 22 € Q i k E Q\{0,—-1,-2,...}. Z wzoru (Ul) wynika, ze jesli

dwa kolejne wyrazy ciagu (frin) sa zerami, to wszystkie nastepne tez — indukcja. To jednak

jest niemozliwe dla x # 0, bo lim fran(x) = 1.

Zalozmy, ze fr(z) = 0 lub I ’;f(lix € Q. Istnieja wtedy takie liczby caltkowite a,b i taka
liczba y # 0, ze fr(x) = ay oraz fr1(x) = by. Nie wykluczamy tego, ze jedna (ale nie dwie!)

z liczb a, b jest zerem.

Niech g > 0 bedzie taka liczbg naturalna, ze f —3 % € Z. Niech Goy(z) = fp(v) oraz
q
G, =
k(k+1)...(k+n—1)
Z rownosci frini1(x) — fran(z) = Wl’iﬂzmﬁ*"“(:p) wynika zwiazek
2" frinia (@) _ (k4 n)q" 2 frnia(z) ¢ fren(2)
dk(k+1)...(k+n)(k+n+1) k(k+1)...(k4+n) k(k+1)...(k+n—1)

Mamy wiec
4k +n 4q? k 2
Gn+2 = M Gn+1 q2 Gn =4 (_g + n%) Gn+1 - 4q_2 Gn .
x2 T T T

Wspbtezynniki przy G,y1 1 G, w ostatnim wzorze sa catkowite, zatem wszystkie wyrazy

n

Jrgn(z) dla n=1,2,....

ciagu (G,,) sa catkowitymi wielokrotnosciami liczby y # 0. Dla dostatecznie duzych n zachodzi
| forr(z) — 1| < 1, wiec frir(x) # 0, zatem G,, # 0. Ciag catkowitych wielokrotnosci liczby y
roznych od 0 nie jest zbiezny do 0, a oczywiscie lim G,, = 0. Doszlidmy do sprzecznosci. Lemat

n—oo

zostal wykazany. m

Whiosek 1. 72 ¢ Q.
Dowéd. Zalézmy, ze 72 € Q. Mamy f, 2(5) = cos § = 0, whrew lematowi 2. Zakonczylismy
dowéd niewymiernodci 7, a nawet 72. m

Whiosek 2. Jesliz € Q\ {0}, to tgz ¢ Q.
Dowéd. Poniewaz 7 jest niewymierne (wniosek 1), wiec cos x # 0. Z lematu 2. zastosowanego
dla k = % wynika, ze liczba % = thm nie jest wymierna, wiec z wymiernosci mianownika

wynika niewymierno$¢ licznika. m



