John von Neumann (1903 — 1957): If people do not be-
lieve that mathematics is stmple, it is only because they

do not realize how complicated life 1s.

1. Niech t bedzie liczba z przedziatu (0, 1). Udowodnié, ze

dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nieréwnosé
2t

Autor zadania: Michal Strzelecki

Rozwigzanie pierwsze

Gdy b = 0, to nieréwnosé Wyglada tak |a| + |a| >

2+t -|al,

i 2—2—+t<2—ﬁ_‘< L.

W dalszym ciagu b # 01 & = 7. Po podzieleniu przez [b|

wiec jest prawdziwa, gdyz 25

nierownos¢ przyjmuje postac
4+ 1+t +|z+1—1] > 2+t |z + 1). (1)
Jesli z > 0, to nieréwnos¢ (1) zmienia sie w nastepujaca

2 +1) > 2242 (x + 1), wiec jest prawdziwa, bo 1 > 2+t

Jedli0 > = > t—1, to nieréwnos¢ (1) ma postaé 2(z+1) >

ﬁt (—z 4+ 1) czyli 4o + 4 + 2tz + 2t > —2tx + 2t, tzn.

4x(1+t) > —4, a ta ostatnia jest prawdziwa, bo x(1+t) >
t—Dt+1)=t?—1>-1.Jedlit—1>a2>—(t+1),
to nier6wnosé (1) wyglada tak 2t > 3 +t(1 — x), a to jest
2+t(1 —r) = 2t12+:§ <2t 2(+t = 2t3+§ < 2.
Ostatni przypadek to —(t+ 1) x. Tym razem mamy
udowodnié, ze —2(x 4+ 1) > #=

. : : ot ) 2t .
rownowazna nierownosci — ( 57) & = 2+ 2 +t, rOWNO

prawda, bo

L(1 — ). Ta nieréwno$¢ jest
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waznej nierownosci —4x > 4 + 4t tozsamej z uczynionym
zatozeniem. RZW.
Inna redakcja.

Gdy b = 0, to nieréwnosé Wyglada tak |a|+]a| > 75-|al,

2+t 2_2_+t<2_2_+1__< L.

W dalszym ciagu b # 01 x = . Po podzieleniu przez |b|

wiec jest prawdziwa, gdyz 2

nierownos¢ przyjmuje postac
e+ 14+t 4+ |z +1—t] > 75 - (Jz| +1). (1)
7 nieréwnosci trojkata (ju +v| < |u| + |v| dla u,v € R)
wynika, ze
lz+1+t|+|z+1—t| 2 |z+1+t+x+1—t] =2+ 1]
oraz
lz+ 1+t +|lz+1—tl=|lz+14+t+]|—z—1+1t >
>le+1+t—o—1+1t =2t
Wobec tego nieréwnosé (1) zachodzi dla tych x, dla ktorych
20z + 1| > 2(Jz| + 1) lub 2t > 2+t(\a:\ + 1) dla wszystkich
t € (0,1). Nieréwnosé 2|z +1| = 3(|z[+1), czy113|x+1\

1

2| + 1 zachodzi, gdy # > —5 oraz x < —2. Jedli |z| <

to 2t > 2=(|z| + 1) dla wszystkich ¢ € (0,1). Niech teraz
—2 < x < —1. Mamy dowies¢, ze |z +1+t| —x — 1+t >

Z(—r+1), eyli o+ 1+t Za+1—t+75(—z+1) =
== (2=t +2+t—1*) =52 (x+1+1).

To prawda, bowiem 0 < == < li|z+1+t| >z +1+1.



Trzecia redakcja (ze sladami geometrii jednowymiarowe;)

Gdy b = 0, to nieréwnosé Wyglada tak |a|+|a| > 22_415 |al,
2+t 2_2_+t < 2_2_+1 3 < L
W dalszym ciagu b # 01 x = 7. Po podzieleniu przez 5]

wiec jest prawdziwa, gdyz =&

nierOwnosé przyjmuje postac
e+ 14+t 4+ |z +1—t] > 75 (Jz| +1). (1)
Liczba |z4+1+t| to odlegtos¢ punktu z od punktu —1—t¢, a
liczba |z + 1 — t| to odlegto$¢ punktu x od punktu —1++¢.
Deﬁniujemy fle) =lz+ 1+t +|x+1—-tigl) =
—=5L - (Jz| + 1). Wobec tego jesli € [-1 — ¢, —1 4],
to f(x) = =14+t — (=1 —1t) = 2t — suma odleglosci
punktu przedzialu od koncow tego przedzialu rowna jest
jego dhugosci. |x| to odleglosé punktu x od punktu 0, zatem
2 =g(—1—t) > glx) > g(-1+1t) =575 (2—1t) < 2.
Wobec tego jesli —1—t < o < —1+¢, to f(z) —g(x) = 0.
Jesli x > —1+t, to
flx)— f(=14+t)=2x—(=1+1t) =2x+1—-1)
oraz
g(x) —g(=1+t) < g5z — (—1+1t) <z — (=1+1t) =
=x+ 11,
zatem
flx) = g(x) = (f(=1+1) —g(=1+1)) >
>2z+1—-t)—(x+1—-t)=x+1—1t>0,
wiee f(z)—g(z) = (f(=1+t)—g(=1+t))+(z+1—1t) > 0.
Podobnie jesli x < —1 — ¢, to
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f(a:)—f(—l—t)—Q( 1 —t—x)oraz

—g(—1—1t) = 575(—1—t — ), wiec

—glw) — (F=1— 1) — g(~1 - 1) >
>2(—1—t—2)—(-1—t—a)=—-1—t—2>0,
zatemf()—g()>O+(—1—t—az)>0,cokoﬁczy
dowod. O

Jak wida¢ ostatnie uzasadnienie tatwiej jest zobaczy¢ niz

??5
Q

zapisac.



Czwarta redakcja (najblizsza szkolnemu spojrzeniu na | |)

Gdy b = 0, to nieréwnosé Wyglada tak |a|+|a| > 22_415 |al,
2+t 2_2_+t < 2_2_+1 — 3 < L
W dalszym ciagu b # 01 x = 7. Po podzieleniu przez 5]

wiec jest prawdziwa, gdyz =&

nierOwnosé przyjmuje postac
z 1+t Flz+1 -1 =55 (Jz] +1). (1)
Ustalamy ¢ € (0,1). Niech
fla)=le+1+t|+ |z +1—t] — 75 (Jz| +1).
Funkcja f jest liniowa na kazdym z przedzialow:
(—oo,—1—1t|, [—1,t,—=1+1t], |-1+1¢0], [0,00).
Mamy

2—t)=1+|—1— 2t|—2—+t (2+t+1) = —22—42:2%7

| —¢)=0+2t—2t =0,

f(=
f(=
F=14+8) =20+0— 2L(2—t) =20 —2t- 2t = 2
£l
f(

0) =14+t+1—t—57- =5

)=241+2—t+ 75 (141) = 8;;4;

Wynika stad, ze

F=2—1) > f(—1—) =0 < f(—1+1) < f(0) < f(1).
Wobec tego funkcja f maleje na potprostej (—oo, —1 — t],
a na kazdym z przedziatow: [—1 — ¢, —1 + t], [-1 + ¢, 0],

0, 00) rosnie. Stad teza wynika od razu. OJ.



Rozurazanie ( uczniowskie z internetu, troche zmienione)
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, bit € (0, 1) zachodza
nierownosci:
(1) la+ (14+t)b|+ |a+ (1 —1)b] >
>la+ (1+t)b+a+ (1 —t)b] =2|a + bl
(2) |la+ (14+t)b| +|a+ (1 —1t)b] =
=la+(1+)b|+|—a—(1—1t)b >
> la+ (1+6)b—a— (1—1t)b| =2t|b|,
(3) lal+1b] = la+b— b+ [b] <
<la+bl+ | —0b]+1b =]a+bl+2]b.
Jedli t|b] > |a + b|, to z nieréwnosci (3) otrzymujemy
la| + 16| < |a+b| 4+ 2]b| < (t + 2)[b], wiec
2L((a]+ o) < 25 - (£ +2)[6] = 2¢[o|.
co w polaczeniu z nieréwnoscia (2) dowodzi prawdziwosci
tezy w tym wypadku.
Zalozmy teraz, ze t|b| < |a + b|. Z nieréwnosci (3) otrzy-
mujemy

4t|b
2t (Ja| + b)) < 25 (Ja + 0] +2]b]) = 2+t|a+ b + 20 <

+b))

2+t|a+b‘ - |2a+t‘ 2la + bl
co w polaczeniu z nieréwnoscia (1) daje teze w tym wy-
padku. [

A teraz " firmowka”



Rozwiazanie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b oraz t € (0,1) za-
chodza nierownosci:
la+ (1+8)b|+ Ja+ (1 —t)b| >

>la+ (1+t)b+a+ (1 —1t)b| =2|a+b| > 2|a| — 2|b]
oraz
la+ (14+t)b] +|a+ (1 —t)b| =

=la+(1+)b|+|—a—(1—-1t)b >
> la+ (1+6)b—a— (1—1t)b| =2t|b|.
Otrzymujemy wobec tego
(1) |a+ (14+t)b| + |a+ (1 —t)b] = 2]a| — 2|b|
oraz
(2) |la+ (1+t)b] +|a+ (1 —1)b| = 2t|b|.
t

Dodajac do nieréwnosci (1) pomnozonej przez 5 nie-
2

rownosé (2) pomnozona przez 2 =

la+(14+1)b|+|a+(1—1)b| >

otrzymujemy
-(2]a] - 2Ibl) 2+t -2t[b] =
= 75 (la] + [0]),

2+t

czyli teze. L]



2. Rozstrzygnac, czy istnieja takie trzy rozne, nieze-
rowe liczby rzeczywiste a, b, c, ze sposrod liczb
a+b b+c c+a
a?+ab+ 0> P+bc+c* A+ ca+a’
pewne dwie sq rowne, a trzecia jest od nich rézna.

Autor zadania: Kamil Rychlewicz

To tatwe zadanie, ale p. Lukasz Bozyk powiedzial mi, ze opublikowane
na stronie OM rozwiazanie nie podoba mu sie, a przede wszystkim nie
podoba sie p. Kamilowi Rychlewiczowi. O ile zrozumiatem podobatoby
si¢ im bardziej cos w rodzaju tekstu ponizej.

Rozwiazanie

a+b _ b+c a?—p2 _ b2 —c2
a?+ab+b? b2 +be+c? as—b3 b3 —¢3

— rozszerzyliSmy oba utamki, a z tej rownosci wynika, ze

a——’_b — a2_b2 — b2—02 — a2_b2+b2_02 — CL2—02 — Cl+C
a’+ab+b? as—b3 b3 —c3 B33 —3 B3 P R——g

wiec jesli dwie sa rowne, to trzecia tez. ,,Po drodze” sko-

7, TOWNOoSci wynika, ze

rzystaliSmy z tego, ze
_y _ why ol
c=t—= o= Jeslix#£0, 2#0, v+ 2z #0. 0
Jeszcze o zadaniu trzecim z tegorocznej OM (choé prof.

W.G. juz o nim mowit).



3. Odcinki AD, BE sa wysokosciami trojkata ostrokatnego
ABC'. Punkt M jest srodkiem odcinka AB. Punkty P, ()
sa symetryczne do punktu M odpowiednio wzgledem pro-
stych AD, BE. Wykazaé, ze srodek odcinka DE lezy na
prostej P(Q).

Autor zadania: Dominik Burek
Rozwiazanie

W rozwigzaniu - oznacza tloczyn skalarny lub iloczyn

liczb.
A M B
Mamy M = (A + B) oraz
(D—=DB)-(D—-4)=0,
(P=3A+B)- (D)~

WP+ A+B) = A+ s(D — A) dla pewnego s € R (bo
drodek odcinka M P lezy na prostej AD). Stad
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(P—3(A+B))-(D—A)=
—AB 4 94+ 25(D — A) — LA+ B)) - (D - A) =
—B+A+2s(D—A))-(D—-A) =
D—B+A—-D+2s(D—-A))-(D—-A)=

—(D — A)? +2s(D — A)?, zatem 2s = 1 i wobec tego
P=-4E1924+4+25(D—-A)=-24E+24+ D - A—

=D+ 4E

Analogicznie () = E + BT_A. Wymnika stad od razu, ze
P+ Q) = 3(D+ E), wiec $rodki odcinkéw PQ i DE
pokrywaja sie.

|
— |

/N 7 N

Udowodnilismy, czego oczekiwano nie korzystajac z tego,
ze trojkat jest ostrokatny. A nawet troche wiecej:
3(P+Q)=35(D+E),
ale to ostatnie zdanie cho¢ prawdziwe, to jednak jest oszu-

stwem. L]
A teraz zadanie 8 z LXVII OM (poprzedni rok)
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4. W trojkacie ABC' punkt [ jest srodkiem okregu wpi-
sanego. Prosta Al przecina odcinek BC' w punkcie D. Sy-
metralna odcinka AD przecina proste Bl oraz C1 odpo-
wiednio w punktach P i (). Dowies¢, ze wysokosci trojkata
PQ)D przecinaja sie w punkcie 1.

Rozwiazanie

Niech S bedzie srodkiem odcinka AD. Poniewaz AD jest

dwusieczna, wiec gg — ié. Stad 1 z nieréwnosci trojkata

wynika, ze BD = éﬁ'ﬁ% < A%gc = AB. 7 twierdzenia

. . . . . DI DB .
o dwusieczne) wynika wiec, ze 75 = S5 < 1, wiec punkt /

lezy miedzy punktami S 1 D. Wobec tego lezy tez miedzy
punktami P i B oraz miedzy punktami () i C'. Oznaczmy

jak zwykle <CAB = a, <ABC = (1 4BCA = ~.

7, twierdzenia o sumie katéw trojkata wynikaja réwnosci
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i nieréwnosci <AIP = 4 DIB = O‘TW < 90°, 9QIA =
=4DIC =% < 90°i 9BIQ = <CIP = 22 < 90°.
Wobec tego symetralna odcinka AD nie jest réwnolegla do
dwusiecznej C'I, wiec () jest jedynym punktem wspoélnym
tych prostych. Podobnie P jest jedynym punktem wspol-
nym prostej BI i symetralnej odcinka AD. Dwusieczna
BI~ przecina okrag opisany na trojkacie ABD w srodku
tego tuku L o koncach AD., ktory nie zawiera punktu B.
Rowniez symetralna cieciwy AD przechodzi przez ten sro-
dek. Stad wynika, ze punkt P jest srodkiem tuku L, zatem
na czworokacie ABD P mozna opisa¢ okrag. Podobnie na
czworokacie AQDC. Wynikastad < DPB = < DAB =
Wobec tego <DPI + <PIC = <DPB + <PIC

=7 + @ = 90°, a stad wynika natychmiast, ze prosta

(8
5

IC (czyli prosta QI) jest prostopadla do prostej PD,
wiec zawiera wysokosé trojkata PQD. Inna wysokoscia
tego trojkata jest odcinek DS, ktory zawiera punkt 1.
Oznacza to, ze wysokosci trojkata PQ)D przechodza przez
punkt 7. []

Uwaga. Trojkat PQD jest ostrokgtny, bo

4DPQ =1 4PQD =% i 4QDP =220

A teraz pokazemy rozwiazanie trygonometryczne. Glow-
nym narzedziem bedzie twierdzenie sinusow, kiedys znane

kazdemu (no moze prawie) maturzyscie.

12



Zalozmy, ze srednica okregu opisanego na trojkacie ABC
jest réwna 1 — to nie wplywa na ogolno$é¢ rozwazan, bo
mozna zastapi¢ dany trojkat podobnym do niego. Oznacz-
my katy trojkata ABC' literami «, (1 . Z twierdzenia
sinuséw wynika, ze AB = siny, BC =sina, CA =sin .
Kat ostry miedzy dwusiecznymi wychodzacym z wierzchot-
kow A 1 B jest réwny O‘TW Mamy tez <ADB = v + 3,
wiec zachodza rOWnNoScl

BD = Suasing

STICRER
AT = S;Iz:jflﬁg _ 2sin %CZOSS%% sing — 924in g “in %7
DJ = sin Vsin% sing 2 sin% cos %sin%-sing _ 2 Sin.%sing.sjn%
sin(y+%)-sin ‘”5 sin(y+95)-cos % sin(y+5) 7
Mamy § < §+7 < 7 —§, wiec sin § < sin(§ + ), zatem

DI < Al i wobec tego
S]:A[_AS:A[_AIJJD:AI—ID:

2 2
. B .~ sin %sfng-sin% o singsin% — a)
= singsin g —— e = ) (sin($ +7) —sing) =
_ _ 2sin g sin? g coS O‘;7 _ 2 sin? g sin’ %
sin(5+7) sin(g+7y)
Zajmiemy sie trojkacikiem 1.SQ) (2sing cos4 = sinvy)
&2 Clg5 = sin(§+4) o

in 2

o ~ o in 2
_ Smﬂjms% — njsiny . M3 _1AD . tg2 =SDtgl.

2 cos 4 sin(5+7) sin(5-+7y)  2cos
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Wobec tego <ISDQ = %, wicc <DIB + <1SDQ =
O‘Tw + 3 = %ﬁﬂ = 90°, zatem BI1DQ, co dowodzi, ze
prosta Bl zawiera wysokos¢ trojkata DP() zaczynajaca
sie w wierzchotku P, wiec I jest punktem wspolnym dwu
wysokosci trojkata PQ) D, wiec jest jego ortocentrum . [

A teraz jeszcze jedno rozwiazanie. Bedziemy dodawac,
odejmowac punkty plaszczyzny (a, b)+(c, d) = (a+c, b+d)
i mnozy¢ je skalarnie: (a,b) - (¢,d) = ac + bd, wiec ilo-
czyn skalarny dwoch punktow traktowanych jako wektory
o poczatku (0, 0) jest liczba.

Wektor (a, b) jest prostopadly do wektora (¢, d) wtedy i
tylko wtedy, gdy (twierdzenie Pitagorasa) a*+b*+c*+d? =
=(a—c)*+ (b—d)* = a* — 2ac+ c* + b* — 2bd + d?, czyli
ady (a,b) - (¢,d) = ac+ bd = 0.

Dla kazdego punktu P prostej BI istnieje dokladnie jedna
taka liczhax e Rize P=14+x(B—1)=xB+(1—x)l.
W dalszym ciagu P oznacza punkt z tresci zadania.

Niech S = %A + %D, czyli S jest srodkiem odcinka AD.
Zmajdziemy taka liczbe z, ze (P — S) - (D — A) = 0,
a potem sprawdzimy, ze (P — D) - (C'— 1) = 0, wiec ze 1
lezy na wysokosci trojkata D P() z wierzchotka P. Punkt
lezy tez na wysokosci tego trojkata z wierzchotka D. Dwie

wysokosci przechodza przez punkt I, wiec trzecia tez.

14



Udowodnimy, Z
(B=A)(C = A)=§(#" +¢ ~a), (4= B)-(C~ B) =
:%(a2 +cf—b), (A-C)-(B-0) = ( + 0% — ).

Mamy a* = (B—-C)-(B—-C)=(B—A+A-C)-
(B—A+A-C)=(B—A)-(B-A)+

+2(B—A)-(A-C)+(A-C)-(A-0C) =
=c*+b*—2(B—-A)-(C — A), wiec otrzymalimy réw-
no§¢ (B — A) - (C — A) = 3(b* + ¢* — a?). Analogicznie
uzasadniamy nastepne dwa wzory.

7, twierdzenia o dwusiecznej wynika od razu, ze
D = =—(bB + c0),

I = (aA+bB +cC) =

(aA+ (b+¢)D).

a-l—b—l—c a—l—b-I—c
Mamy tez:
S =31A+D)= )((b+c)A+bB+cC’),atakZe
P—1I= (B—]) = 4 —(a(B—-A)+c¢B-0)),
D—A=L(bB-A)+cC - A))
[-S = —— (aA+bB+cC’) s (b+c)A+bB+cC) =
b+bc+cafb+c ( B A + C C A))

zatem ma by¢ spelniona rownosé
0= (P=8)-(D~A) = (P—1)~(S—1)) (D~ 4) =

= (P—I)(D—A)+ (I - S)(D — A) =

_ z(a(B=A)+c(B-C)) b(B—A)+c(C—-A) 4
o b+c

a+b+c +
_'_(b+c—a)(b(B—A)+c(C—A)) CW(B-A)+c(C=4)
2(b+c)(a+b+c) b+c

ITe réwnoéci to w zasadzie twierdzenie kosinuséw.
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2
x(achJr%(b2+62—a2)+%(a2+c2—62)—%(a2+b2—02))

(b+c)(a+b+-c)

_|_

4 (b+c—a)(20°+be(VP+P—a?))
2(b+c)2(a+b+c)
cx(2abc+a(b*+c—a?)+b(a?+2 =) —c(a®+b2—c?))
2(b+c)(a+b+c) +

+ be(b+c—a)(2bctb?+c?—a?)

2(b+c)?(a+b+c)
o cx(a(b+c)2—a3—l—(b—c)(a2—bc—b2—bc—02)) be(b+c—a)((b+c)2—a?)
_ 2(b+c)(a+b+c) 2(b-+c)?(a+btc) o

. 2 2 cx(a—(b—c)) be(b4-c—a) .
o <(b + C) —a ) (2(b+c)(a+b+c) + 2(b+c)2(a—l—b—|—c)) -

C C 2—a2
= s (w(b+ o)(a+ = b) + bb+ ¢ — a)),

: . b(b+c—a)
WICC T = — oD uft!

Mamy P—D = xB+(1—x)[—D = x(B—1)+I—D =

_ z((atc)B—aA—cC) 4 (b+c)(aA+bB+cC)—(atbtc)(bB+cC) _

a+b+c (b+c)(a+b+c)
_ z(b+d)[(ate)(B=C)—a(A-C)|+a[(b+c) (A-C)—b(B-C)]
(b+c)(a+b+c)
oraz [ — C = a(A_SEi(CB_m. Wobec tego

(b+c)a+b+c) (P—D)I—-C)=
= (2 + ) [(@+)(B-C) —a(A—C)] +
+a[(b+c)(A—0)—b(B—c)]) (a(A=C)+b(B—C)) =
= z(b+c) [a®b(a+c)—a*b*+1(a*+b*—c?)(alatc)—ab) |+
+alab?(b+c) — a?b? + 5(a* + b* — ) (b(b+¢) —ab)| =
= sza(b+c)(a+c—0b)|2ab+a® + b* — | +
+2ab(b+ ¢ —a)(2ab+ a* + b* — ¢?) =

= La(2ab+a*+b*—?) (z(b+c)(atc—b)+b(b+c—a)) =0
b(b+c—a)
b+c)(a+c—b)’

dla z = — ( co dowodzi twierdzenia. [

2 Zamieniejac b z ¢ i jednoczeénie B z C otrzymujemy y = 7% iQ =yl+ (1-y)C, ale ten

rezultat nie bedzie nam potrzebny.
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Ostatni dowod jest diugawy, ale z drugiej strony do-
sy¢ bezmysiny, wiec mozliwy do przeprowadzenia w domu.
W czasie zawodow w ograniczonym czasie dostepny tylko
dla tych, ktorzy potrafia swoje obliczenia sensownie or-
ganizowac. Moze jednak warto uczyc mitodych ludzi sen-
sownego zapisywania swych mysl. Rozwigzanie trygo-
nometryczne jest krotsze, tez bez pomystow, ale wy-
maga nieco lepszej znajomosci trygonometrii. Najkrot-
sze, pierwsze rozwigzanie jest oparte na pomysle, ktory
w miare tatwo przychodzi do gtowy tym, ktorzy zajmujq
sie intensywnie geometriq elementarng w wydaniu kla-

sycznym, ale trudnym dla innych o0sob.
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I co$ na zakonczenie. Jak wszyscy obecni wiedza prawdo-

podobienstwo wyrzucenia doktadnie 5000 ortow w 10000

10000 1
5000! -5 000! ~ 210000

Wie to tez spora czes¢ miodziezy, ktorej udalto sie wejs¢ w

rzutOw symetryczna moneta rowne jest

posiadanie zaswiadczenia dokumentujacego wiedze pozwa-
lajaca rozpoczac studiowanie w celu osiagniecia w przyszio-
sci zarobkow pozwalajacych na tzw. godne zycie. Mozna
zapytac¢ takiego obywatela ile w przyblizeniu to prawdo-
podobienstwo jest rowne. Standardowa odpowiedz to albo
okoto % albo — rzadziej — okoto 1, choé¢ zdarzaja sie odpo-
wiedzi typu mate. To w zasadzie dowodzi bezsensownosci
nauki RP w szkotach, ale przeciez nikt takimi drobiazgami
przejmowac sie nie bedzie. Ot6z mozna ich sprobowaé prze-
konac, ze ta liczba nie jest taka, jak im sie wydaje (oczy-

wiscie nie uzywajac wzoru Stirlinga).

_ 100000 1 1 3.5 9997 9999
P = 500050000 * 210000 — 2 "2 "6 - 9998 ~ 1000
zatem
2 1,23 4. 5.6, 9997 9998 9999 10000 _ _1
p 2 3 4 5°6 7 9998 9999 10000 ~ 10001 — 10001’
1
wiee p* < 5007 < o005 Zatem p < -
Mamy tez
2o 1.1.2.3. 4.5 999 9997 9998 9999 _ 1
p 2 2 3 4°5°6 """ 9997 "~ 9998 ~ 9999 ~ 10000 — 20000’
1 1
wiec p? > 20000, zatem p > 0073 > 15
Oba oszacowania, gérne i dolne, moga byé poprawionej
C 1 1 _ 1
ale warto zauwazy¢, ze 15 — T = 00 < Ti1%6 = T
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