Olimpiada Matematyczna — kilka zadan i komentarzy
Nauczyciel nie musi umiec¢ rozwigza¢ zadan olimpijskich — czes¢ z nich jest trudna, niektore
moga by¢ bardzo trudne. Nie trzeba tez umie¢ natychmiast odpowiedzie¢ na kazde uczniowskie
pytanie. Oczywiscie lepiej, gdy potrafimy odpowiedzie¢, ale to nikt z nas nie umie odpowiedzie¢
na wszystkie mozliwe pytania. Lepiej i to znacznie jest odpowiedzie¢ ,nie wiem” niz udawac,
ze si¢ wie i udajac opowiadaé¢ nieprawde. To mtodziez moze wyczué szybko, a wtedy jest to,
a przynajmniej moze by¢, poczatek utraty autorytetu.

1. Niech f(x) i g(x) beda takimi funkcjami kwadratowymi, ze nier6wnosé |f(x)| = |g(x)]
zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x. Ay jest wyréznikiem funkceji f, a Ay, — wyrdznikiem
funkcji g. Udowodni¢, ze |Af| > |Ay|. (biezaca OM — wrzesien)

Rozwigzanie (nieco inne niz na stronie OM, a na pewno inaczej zapisane)
Niech f(z) = Az?+ Bz +C' i g(z) = az®+ bz + c. Najpierw wykazemy, ze bez straty ogélnosci
rozwazan mozna zatozy¢, ze A =1, 0 < a < 1 i B = 0. Poniewaz w zalozeniach wystepuja
jedynie wartosci bezwzgledne wartosci funkeji f i g, wiec mozemy je (lub jedna z nich) zastapié
funkcja przeciwna. Bez straty ogdélnosci rozwazan bedziemy dalej zaktadaé, ze A > 01 a > 0.

Wobec tego istnieje taka liczba M > 0, ze jesli |x| > M, to zachodza obie nieréwnosci
Az? 4+ Bx +C > 01 ax? + bx + ¢ > 0, zatem zalozenie przybiera postaé

A’ + Br+C > az? +br+c, tzn. (A—a)2> + (B—-bz+C —c>0

dla kazdej liczby rzeczywistej x > M i kazdej liczby rzeczywistej x < —M. Wobec tego
A > a > 0. Jesli pomnozymy funkcje kwadratowa przez liczbe t # 0, to jej wyrdznik zostanie
pomnozony przez liczbe t2 > 0. Mozemy wiec obie funkcje f i ¢ pomnozyé przez dowolna
liczbe rzeczywista t # 0 — nie zmieni to ani zalozenia ani tezy. Pomnézmy przez t = %.
Zalozenie przyjmuje postaé¢ |x? + %m + %| > %xQ + %x + 4| dla kazdego z. Przyjmujemy
dalej, ze A = 1, nie tracac ogdlnosci rozumowania. Wtedy 0 < a < 1. Podstawienie x = u + p
prowadzi do wzoru 22 + Bz + C = u? 4+ Bu + C, gdzie B,C sa odpowiednio dobranymi
liczhami (B = 2p + B, C' = ...). Oczywidcie najmniejsza wartos¢ wyrazenia x> + Bx + C
jest réwna najmniejszej wartosci wyrazenia u? + Bu + C. Z powszechnie znanego wzoru na
wspolrzedne wierzcholka paraboli wynika od razu, ze B2 —4C = B? —4C. Bez straty ogélnosci
rozumowania przyjmujemy, ze B = 0, czyli ze osia symetrii pierwszej paraboli jest pionowa o$
uktadu wspotrzednych.

Po tych uwagach zatozenie przyjmuje postaé

|f(x)] = |22 + C| > |g()] = |az?® + bz + ¢| dla kazdego =,
a teza 4|C| = | — 4C| > |b* — 4ac|.
Nieréwnos¢ |f(x)| = |g(z)| jest réwnowazna nieréwnosci
0< (F(2)? — (9(@)? = (F(z) — 9(a) (F(@) + 9(a)) =
=(1-a)2? —br+C—c)((1+a)z? +br+C+c).
Poniewaz ta nierownos¢ ma miejsce dla wszystkich rzeczywistych liczb x, wiec rzeczywiste
pierwiastki wielomianu
(1=a)2*—br+C—c)((1+a)z? +bx+C+c)
maja parzyste krotnosci. Sa dwie mozliwosci:
1° f —gi f+ g maja te same pierwiastki i wtedy réwniez wielomiany
f=5(f-9)+(f+g) oraz g=3(—(f —9) + (f +9))

maja te same pierwiastki, zatem g = af, wiec |Ay| = a®|Af| < |Af;

2° krotnosci pierwiastkow kazdego z wielomianow f — g, f + g sa parzyste, zatem



P —4(1-a)(C—¢c) <0 i ¥*+4(1+a)(C+¢)<0
(gdy a = 1, wielomian f — g nie jest kwadratowy, wiec musi by¢ stala nieujemna, czyli b = 0
i C —c >0, zatem réwniez w tym wypadku b? — 4(1 — a)(C' —¢) < 0).
Nieréwnosé b — 4(1 — a)(C — ¢) < 0 jest réwnowazna nieréwnosci b* — 4ac < 4(C' — ¢ — aC),
a nieréwnos¢ b* — 4(1 + a)(C + ¢) < 0 — nieréwnosci b* — 4ac < 4(C' + ¢ + aC'). Wobec tego
b —4ac < 3-4(C—c—aC+C+c+aC)=4C < 4|C].
Wiemy tez, ze |C| = |f(0)| = |g(0)] = |c|. Wobec tego 4ac — b* < 4ac < 4alc| < 4|C|. Mamy

wiec |b? — dac| = max(b* — dac, dac — b*) < 4]|C|, co nalezato dowies¢. [J

2. Udowodni¢ wzory Viete’a dla réwnania ax® +bx? +cz+d = 0, gdzie a # 0, wiec réwnania
trzeciego stopnia, czyli: jesli rownanie to ma trzy, niekoniecznie rézne, pierwiastki x, zo, x3, to
zachodzg réwnoéci x1 + T9 + 3 = —%, Ty Ty + Xo T3+ T3 T =T OrAZ Ty Ty Tz = —g.
Rozwigzanie. Mamy ax® 4+ bx? + cz +d = a(x — z1)(x — xq)(z — 13) =
= ax® — a(xy + To + x3)2% + b(21 - T9 + Ty - T3+ T3 - )T — axy - Ty - 3. Ta 16WNOSE zZachodzi
dla kazdej liczby x € R. Wobec tego wspotczynniki przy tych samych potegach zmiennej x po
obu stronach rownosci sa identyczne, a to dowodzi prawdziwosci wzoréow Viete'a. [

Komentarz. Nie skorzystaliSmy z wzoréw na pierwiastki rownania trzeciego stopnia, bo ich
uzycie utrudnitoby dowéd. Co wiecej, przedstawiony dowod dziata dla réwnan dowolnego stop-
nia (réwniez kwadratowych), choé¢ wzoréw na pierwiastki réwnania stopnia piatego i wyzszych

nie ma.

3. Udowodnié, ze jesli o1, x5 sa pierwiastkami réwnania ax? + bx + ¢ = 0, to

a*(z1 — x9)? = b* — 4ac. O

4. Udowodnié, ze jedli o1, x, 73 sa pierwiastkami réwnania 2 + px + ¢ = 0, to
(21 — 22)* (w2 — 23)* (w3 — 21)* = —108 < + 2?;)
Rozwigzanie. Z wzoréw Vite’a wynika |, ze x, + ©2 + x5 = 0, czyli 23 = —(z1 + x2). Wynika
tez, ze x1T9 + o3 + X311 = p oraz Ty - To - r3 = —q. Wobec tego
—108 ( 2?) = 27232323 — 4(@1@9 + Toxz + 1371)° =
T+ 22)? — 42122 — (21 + x2)2)3 —
3((z1 — m2)? + da132) — 4( — 3122 — (71 — :102)2)3 =
— —27351:102 (21 — 22)2 + 42125) + 4 (30120 + (1 — 23)?)° =
= —27z}ad(v1 — 22)% + 4(272f23(v1 — 22)% + 92122(21 — T2)* + (21 — 12)° =
= (21 — 22)*(81ladad 4 36z 22 (21 — 32)* + 4(z1 — 22)*) =
= (21 — x2)2(9x1x2 +2(x; — x2)2)2 = (z1 — 19)? (21‘% + bx129 + 2x§)2 =
= (11 — 22)%(221 + 12)% (71 + 222)? = (21 — @2)?* (21 — 23)* (22 — 73)*%.

Wzér zostat dowiedziony U

/\

= —27x3 x2
= —27x3x

/'\A/—\

Komentarz. Wyrazenie - . 1207 = — 105 (21 — @2)} (w2 — x3)* (23 — x1)? zZwane jest wyréznikiem
wielomianu trzeciego stopnia. Latwo mozna zauwazy¢, ze jest ono ujemne, gdy wielomian ma
trzy rézne pierwiastki rzeczywiste, zeruje sie, gdy wieloman ma pierwiastek podwdjny (lub
potréjny). Gdy wielomian trzeciego stopnia o wspétezynnikach rzeczywistych ma jeden pier-
wiastek rzeczywisty (pojedynczy), to ma tez dwa pierwiastki nierzeczywiste sprzezone i wtedy
wyroznik jest dodatni. Ten fakt byl przez dtugi czas uwazany za powazny mankament wzo-
row Cardano. Jednak mozna udowodnié, ze nie istnieja wzory na pierwiastki réwnania trze-

ciego stopnia, w ktorych wystapityby jedynie cztery dziatania arytmetyczne i pierwiastkowania



(kazde skoniczona liczbe razy) bez pierwiastka kwadratowego z liczby ujemnej. Dowdd nie jest
trudny, ani dlugi, jednak wymaga pewnej wiedzy — elementéw teorii Galois (Birkhof, McLane
»Przeglad algebry wspotczesnej”).

W dowodzie wzoréw Vite'a skorzystalismy z tego, ze wielomian wyznacza swoje wspotezyn-
niki jednoznacznie. To tez w zasadzie kiedys nalezaloby udowodnié¢, a co najmniej sformutowac
twierdzenie, o ktéorym w ,normalnej” klasie trudno méwi¢. Przypomne
Twierdzenie o jednoznacznosci zapisu wielomianu
Niech g < 1 < 29 < -+ < xp_1 < T, 1 ag,a1,02,...,0,_1,0, beda dowolnymi liczbami
rzeczywistymi. Jesli

4
—1
ap + a1zo + asxi + ...+ ap_1xy " + azzh =0,

2 -1
ap + a1y + asx] + ... + ap127 " + ax} =0,
-1
ap + a1zo + asxi + ...+ ap_ 125 + a,ah = 0,

2 -1
ap + a1Tp—1 +aex, 1+ ...+ a2, +ax)_ =0,

L a0 + a1y + agxl + ..+ anazn T+ apay =0,
toay=a1 =ay=---=ap1=0a, =0.
A teraz troche mocniejsza wersja
Twierdzenie o wyznaczeniu wspolczynnikéw wielomianu
Niech g < 71 < @9 < -+ < Ty_1 < Ty 1 by, b1, b2,...,0,-1,b, beda dowolnymi liczbami
rzeczywistymi. Istnieje wtedy doktadnie jeden taki zestaw liczb ag,ay, aso, ..., a,, ze
(CLO + ay1xg + CLQZ’% + ...+ anflngl + a,xf = by,
ap+ ar1xy + ax? + .. F a2V anat = by,
ap + a129 + CLQZU% +...+ an_lxg_l + apry = bs,

2 n—1 _
ap + a1Tp—1 +aoz;,_; + ...+ ap17,_ 1+ apx_; = by,

(a0 + a1z, + agxi + .o a2+ ax = b,

To twierdzenie uogélnia dobrze znane stwierdzenie (czasem twierdzenie, a czasem pewnik)
mowigce, ze przez dwa punkty przechodzi doktadnie jedna prosta.

Bedziemy dowodzi¢ przez indukcje wzgledem n. Zaczniemy od n = 1. Jesli g < 2z oraz

ag + a1xg = b() i ag + a1x1 = bl, to al(xl - l’()) = b1 - bo, zatem a; = % 1 ag = bo —

b1—bo T
T1—Zxo

Pierwsze rownanie jest spetnione w oczywisty sposob. Drugie tez, bo réznica pierwszego i dru-
giego jest spetiona.
Zaloézmy teraz, ze twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej liczby naturalnej n oraz ze
T <X < Ty <+ < Tp1 <Tp < Tpyy 1 bg,by,bay... by_1,0,,0,401 €R.

Udowodnimy, ze istnieje doktadnie jeden (n + 2)—elementowy taki ciag ag, a1, ..., an, a1, 2€



)
-1 1
ap + a1 + AT + ...+ ap 17y A+ T + apxy = by,

2 n—1 n+l
ap + 1Ty + a2x; 1+ ...+ 12, Fapxn |+ a1, ] = bp_1,

ag + a1 Ty + @ 4+ .o+ a1 2+ @™ + a2 = by,

2 n—1 n+l __
(@0 + @1Zpp1 + Qo5 yy + o+ 1T+ AT F QT = b,

Odejmimy pierwsze rownanie od drugiego i wynik podzielmy przez x; — xq:
ay + ag(zy + 20) + as(x? + wywg + 22) + o F A (272 2 P a2t ) +
an (@ 2V P+ 2y Pk 4 2T + a2 + 2y g+ a2t Pk 4 ) = i’i%f:%? co
mozna zapisa¢ w postaci
(ay + aswo + ...+ ap170 2+ anxf "+ a2l +

+ (ag + azro + ... + anxf 2+ app1 20 D+ (G F Qa1 20) T F G2t = %.
Potem to samo robimy z kolejnymi réwnaniami: odejmujemy od kazdego z nich pierwsze i
dzielimy wynik kolejno przez xy — xg, 3 — g, ... , Tpr1 — To. Otrzymujemy réwnania:
(ay + aswo + ...+ ap 170 2+ anxf "+ a2l +

+ (ag + aszo + ... + a0 2+ ap1h Dro 4+ o A (G F App120) Ty F a0y = 270
(a1 + apo + ...+ ap12) 2+ anzy "t ap2f) +

+ (ag + azzo + ... + @l 2+ a1 7h s+ oA (G + App120)TE T+ a1 = B

—2 —1
(ay + agxo+ ...+ ap1xy ° + apxy + ap1xy) +

n—2 n—1 n—1 n _ bat1—bo
+(ag+aszo+ ...+ a2y "+ Q1T )Tngr oo A (Qn F Q1 To) Ty F Ana T = p——
7, zatozenia indukcyjnego wynika, ze istnieje doktadnie jeden takin zestaw liczb ¢, cq, ..., cp,
ze
(
2 n—1 n _ bi—bo
Co+cry +exy+ ...ty oy = e
Co+ 1o+ cord 4+ . Fcpat 4 cpal = 2=
0 142 249 n—149 N2 T po—xp)
2 n—1 n __ bg*bo
Co+ 1Tz +coxs+ ... +Cp1T3  +CTy = pr—
Co+ c1xn + 2+ . 4 cpz H cpalt = sl
0 14n 24 n—1+4n nvn T g,—xz0’
2 n—1 n _ bnt1-bo
L Co +C1Tpt1 +CTp g+ F Cp1 T+ CrT g = T —z0"
Powinny wiec by¢ spetnione rownosci
-2 -1
a1 + Gy + ...+ A1y "+ a2+ a1y = Co,
-2 -1
ag + asTo + ... + a2y "+ api1ry = C1,
ap + Gp11T0 = Cp—1,
Ap4+1 = Cp.
7 zatozenia indukcyjnego wynika, istnieje doktadnie jeden taki zestaw liczb ay, as, ..., a1, Ze

te rownosci zachodza. Liczba ag = 0 tez jest jednoznacznie wyznaczona. Twierdzenie zostato
udowodnione. Dowdd nie jest trudny, jak widaé. Nie jest tez dtugi. Jednak poprawne napisanie

go przez ucznia jest wyzwaniem — nie jest on szkolny. W istocie rzeczy autor tego tekstu



mial przed oczami wyznacznik Vandermonde’a i zapisat cze$é¢ obliczen tam wystepujacych nie
wspominajac o wyznacznikach w ogéle. Zadanie mozna dawaé tez w wersji z pochodnymi:
trzeba natozy¢ tyle warunkow, ile jest wspotezynnikéw, np. wspotezynniki wielomianu n—tego
stopnia sa jednoznacznie wyznaczone przez jego warto$¢ w n — 2 punktach i pierwsze pochodne

w dwdbch z nich, albo przez pierwsza i druga w jednym z nich.



