Olimpiada Matematyczna — kilka zadan

1. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb a, b, ¢ zachodzi nieréwnoéé a? + b + ¢ > ab + be + ca.
Uwaga Zadanie pojawito sie w I Olimpiadzie Matematycznej (1949 r.) na poziomie B
(wtedy byly dwa poziomy zadan), z czego péiniej zrezygnowano. B byl tatwiejszy. Po-
tem to zadanie pojawito sie albo na jakiejs probnej maturze, albo na maturze — nie
pamzietam.

Rozwigzanie 1. a* + b* + ¢ — (ab+ bc + ca) = 3((a — b)? + (b — ¢)* + (c — a)?) = 0, bo
kwadraty liczb rzeczywistych sa nieujemne.].

Rozwigzanie 2. Wyrazenie a® + b* + ¢ — (ab + bc + ca) = a®> — (b + ¢)a + b* + ¢* — be
mozna potraktowaé jako wielomian kwadratowy zmiennej a. Jego wyrdznik to A, =
(b+¢c)? —4(b* + ¢ — be) = —3b* 4 6bc — 3¢ = —3(b — ¢)* < 0, bo kwadrat liczby

rzeczywistej jest nieujemny.

2. Wykaz, bez uzycia kalkulatora i tablic, ze VoV2+T—V5V2 -7 jest liczba catkowita.
(matura 2005, zadanie 17),
a to jest zadanie z I stopnia X OM:

(1) V204 14v2 + /20 — 14V/2 = 4.

Rozwigzanie 1. Zachodza réwnosci (1 + \/5)3 =143vV24+3-242-vV2="7+5V2 oraz
(—1+v2)3=-143v2-3-2+2-v/2=—7+ 52, zatem
VEV2+T—v5V2-T=1+v2—(-1++2) =20
Rozwiazanie 2. Zachodzi réwnosé (a+b)® = a® + 3a*b+ 3ab* 4+ b* = a® + b + 3ab(a +b).
7 tego wzoru wnioskujemy, ze jesli x = VEV2 47— /52— 7, to

= (T+5V2) = (52 —=T7) =352+ 7-V/5v2 -T2 = =14 — 3zYT> — 52 . 2 =
14 — 3z. Interesujaca nas liczba z jest wiec pierwiastkiem (rzeczywistym) réwnania
0=a343r—14 = (x —2)(2* + 22+ 7), a poniewaz 2> + 20+ 7 = (v + 1)2 + 6 > 6,

wiec rownanie to ma doktadnie jeden pierwiastek, r = 2. [J

Wykazaé, ze

Komentarz. Druga metoda jest bardzo naturalna z punktu widzenia oséb, ktore juz to
rozumowanie widziaty, a do tych naleza ci wszyscy, ktorzy kiedys zostali zapoznani z
wzorami Cardano na pierwiastki réwnania trzeciego stopnia: 23 + px + ¢ = 0. Szukamy
mianowicie pierwiastka tego réwnania w postaci xr = u 4+ v. Ma wiec zachodzi¢ réwnosé
0=2’+pr+q=(ut+v)’+plutv)+q=(u+v°+q) + Buv+p)lu+wv), wiec

wystarczy, aby byly spehlione réwnosci v 4+ v3 = —q oraz wv = —~2. Druga jest row-
nowazna réwnosci u3v3 . Oznacza to, ze liczby u? i v sa pierwiastkami réwnania
kwadratowego t2 4 qt — & = O (Wzory Viete’a). Stad natychmiast otrzymujemy réwnosci

u3:—§+\/1+2 iud = \/ zktorychwymka ze
x = i/—% + \/% - ’2’—2 + f/—% — % + ’2’—7. Innymi stowy zadanie olimpijskie umiesz-

czone na maturze daje mozliwos¢ omowienia czegos np. na kotku. Tu mozna zatrzymac

sie nad kwestia pojawiania sie¢ w naturalny sposob liczb zespolonych w matematyce.

Jesli zechcemy skorzystacé z tych wzoréw w celu rozwigzania réwnania 2® — 7z + 6 = 0,

343 100
27

ze trzeba bylo zaczaé uzywac plerwiastkéw kwadratowych z liczb ujemnych i juz po

to natkniemy sie na liczbe . Ta drobna nieprzyjemnos¢ powoduje,



okoto 200 latach matematycy zdotali umiesci¢ liczby zespolone na ptaszczyznie i w ten
sposob usprawiedliwi¢ ich istnienie. Jesli zaczynamy moéwic¢ o liczbach zespolonych, to
pierwiastki kazdego stopnia wiekszego od 1 przestaja mie¢ jednoznaczna wartos$é i na to
rady nie ma. Mozna wiec zadaé¢ pytanie uczniom: na ,zdrowy chtopski rozum” powinno
tych pierwiastkéw réwnania 22 + pxr + ¢ = 0 pojawié¢ sie na ogét 3-2-3 -2 = 36, a sa
najwyzej trzy. Co sie dzieje? Chodzi oczywiscie o to, ze cze$¢ wynikan nie jest jednak
rownowaznosciami i nie kazdy wybor pierwiastkow zespolonych prowadzi do pierwiastka

réwnania z3 + pr + q.

. Udowodni¢ wzory Viete’a dla réwnania az® + bz* + cz +d = 0, gdzie a # 0, wiec réwna-
nia trzeciego stopnia, czyli: jesli réwnanie to ma trzy, niekoniecznie rézne, pierwiastki

T1, Ty, T3, to zachodza réwnosci zq + z9 + x5 = —2

a’

Ty Ty + Ty T3+ T3 T = T oraz
lL‘l'ZEQ'I'g:—g.
Rozwigzanie. Mamy ax® + bx? + cz +d = a(z — x1)(x — x2) (v — 23) =
= ar® — a(ry + 1o + 23)2? + b(wy - X9 + X9 - T3 + T3 - T1)T — axy - To - 3. Ta rOWNOSE
zachodzi dla kazdej liczby « € R. Wobec tego wspoétczynniki przy tych samych potegach
zmiennej x po obu stronach rownosci sa identyczne, a to dowodzi prawdziwosci wzorow
Viete’a. [

. Komentarz. Nie skorzystaliSmy z wzorow na pierwiastki rownania trzeciego stopnia, bo
z ich uzyciem bytoby trudniej udowodnié¢ te réwnosci. Co wigcej ten dowod dziata dla
réwnan dowolnego stopnia (nie wykluczajac kwadratowych), choé wzoréw na pierwiastki

rOwnania stopnia piatego i wyzszych nie ma.

. Udowodnié¢, ze jedli o1, x2 sa pierwiastkami réwnania ax?® + bx + ¢ = 0, to

a*(zy — 12)* = b* — dac. O

. Udowodnié, ze jesli a1, xo, x5 sa pierwiastkami réwnania 2° + px + ¢ = 0, to
2 3
(ZL’l — 5(72)2(1’2 — I3)2([E3 — 3171)2 = —108 (qI + 12)_7>
Rozwiqzanie. 7 wzoréw Vite'a wynika | ze 1 + xo + x3 = 0, czyli 3 = —(21 + 22).
Wynika tez, ze x5 + xox3 + 301 = p oraz xy - x5 - x3 = —q. Wobec tego

—108 (% + g—i) = —27a%22x2 — A(z179 + ox3 + T371)% =

3
= 27235 (21 4 x2)? — 42120 — (21 + 12)?)" =

= —27x%x%((x1 — X9)? + 4w 179) — 4( — 3z — (27 — x2)2)3 —
((wl — T9)? + 4z1715) + 4(3x1x2 + (1 — x2)2)3 =

= 27225} (x1 — @2)? 4+ 4(27T2223 (21 — 22)2 + Iz122(21 — T2)* + (21 — 22)° =

= (21 — 32)*(81lafad 4 36z 22 (21 — 32)* + 4(21 — 22)*) =

= (21 — 32)* (92122 + 2(21 — x2)2)2 = (21 — 22)?(22% + Bayz2 + 2953)2 =

= (21 — 12)*(221 + 22)* (71 + 279)? = (21 — x2)* (21 — x3)* (22 — x3)%.

Wzor zostal dowiedziony. [

q2

. . 3
Komentarz. Wyrazenie I + 12’—7

roznikiem wielomianu trzeciego stopnia. Latwo mozna zauwazyc¢, ze jest ono ujemne,

= — g (r1 — 22)? (22 — x3)* (23 — 1) zwane jest wy-

gdy wielomian ma trzy rézne pierwiastki rzeczywiste, zeruje sie, gdy wieloman ma pier-
wiastek podwojny (lub potréjny). Gdy wielomian trzeciego stopnia o wspoétczynnikach
rzeczywistych ma jeden pierwiastek rzeczywisty (pojedynczy), to ma tez dwa pierwiastki
nierzeczywiste sprzezone i wtedy wyroznik jest dodatni. Ten fakt byt przez dtugi czas

uwazany za powazny mankament wzoréw Cardano. Jednak mozna udowodnié, ze nie
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istnieja wzory na pierwiastki rownania trzeciego stopnia, w ktérych wystapityby jedy-
nie cztery dziatania arytmetyczne i pierwiastkowania (kazde skonczona liczbe razy) bez
pierwiastka kwadratowego z liczby ujemnej. Dowod nie jest trudny, ani dtugi, jednak wy-
maga pewnej wiedzy — teorii Galois w pewnym zakresie. (Birkhof, McLane ,Przeglad

algebry wspotczesnej”)

Niech f(x) i g(x) beda takimi funkcjami kwadratowymi, ze nier6wnosé |f(x)| = |g(z)|
zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x. Ay jest wyréznikiem funkcji f, a A, — wy-
roznikiem funkeji g. Udowodnié, ze |Ay| > |Ay]. (biezaca OM — wrzesien)
Rozwiaqzanie (nieco inne niz na stronie OM, a na pewno inaczej zapisane)
Niech f(z) = Az? + Bz + C i g(x) = az® + bx + c. Najpierw wykazemy, ze bez straty
ogoblnosci rozwazan mozna zatozyé, ze A = 1,0 < a < 11 B = 0. Poniewaz w zaloze-
niach wystepuja jedynie wartosci bezwzgledne wartosci funkcji f i g, wiec mozemy je
(lub jedna z nich) zastapi¢ funkcja przeciwna. Bez straty ogélnosci rozwazan bedziemy
dalej zaktadac¢, ze A > 01ia > 0.
Wobec tego istnieje taka liczba M > 0, ze jesli |x| > M, to zachodza nieréwnosci
Az? + Bx +C > 01 az?® + bx + ¢ > 0, zatem zalozenie przybiera postaé
A’ + Br+C > ar? +br+c, tzn. (A—a)2> +(B—-bz+C —c>0
dla kazdej liczby rzeczywistej x > M i kazdej liczby rzeczywistej x < —M. Wobec tego
A > a > 0. Jesli pomnozymy funkcje kwadratowa przez liczbe t # 0, to jej wyrdznik zo-
stanie pomnozony przez liczbe t? > 0. Mozemy wiec obie funkcje f i ¢ pomnozy¢ przez
dowolna liczbe rzeczywista ¢t # 0 — nie zmieni to ani zalozenia ani tezy. Pomn6zmy
przez t = +. Zalozenie przyjmuje posta¢ |22 + Bz + €| > |%22 + Lo + £ dla kazdego z.
Przyjmujemy dalej, ze A = 1, nie tracac ogdlnoséci rozumowania. Wtedy 0 < a < 1.
Podstawienie z = u + p prowadzi do wzoru 22 + Bz + C = u? + Bu + C, gdzie B,C
sa odpowiednio dobranymi liczbami (B =2+ B,C = ...). Oczywiscie najmniejsza
warto$¢ wyrazenia 2+ Bz + C jest réwna najmniejszej wartoéci wyrazenia u2 + Bu+C.
7, powszechnie znanego wzoru na wspotrzedne wierzchotka paraboli wynika od razu, ze
B% —4C = B? —4C. Bez straty ogdlnoci rozumowania przyjmujemy, ze B = 0, czyli ze
osia symetrii pierwszej paraboli jest pionowa o$ uktadu wspétrzednych.
Po tych uwagach zatozenie przyjmuje postaé
|f(x)] = |22 + C| = |g(z)] = |az?® + bz + ¢| dla kazdego =,
a teza 4|C| = | — 4C| > |b*® — 4ac|.
Nieréwnosé |f(x)| = |g(x)| jest réwnowazna nieréwnosci
0< (f(@))? — (9(x))? = (f(2) - g()) (f(2) + g(x)) =
=((1-a)z?—br+C—c)((1+a)z®+br+C+c).
Poniewaz ta nieré6wno$¢ ma miejsce dla wszystkich rzeczywistych liczb z, wiec rzeczy-
wiste pierwiastki wielomianu
(1—a)z*—bz+C—c)((1+a)z® +bx+C+c)
maja parzyste krotnosci. Sa dwie mozliwoéci:
1° f —gi f+ g maja te same pierwiastki i wtedy réwniez wielomiany
f=5((f=9)+(f+9) oraz g=5(~(f = 9) + (f +9))
maja te same pierwiastki, zatem g = af, wiec |A,| = a®|Af| < |Ayl;
2° krotnosci pierwiastkow kazdego z wielomiandéw f — g, f + ¢ sa parzyste, zatem
V¥ —4(1—a)(C —¢c) <0ib?*+4(1+a)(C +c) <0 (gdy a = 1, wielomian f — g
nie jest kwadratowy, wiec musi by¢ stala nieujemna, czyli b = 01 C — ¢ > 0, zatem



rowniez w tym wypadku b* — 4(1 — a)(C — ¢) < 0).
Nier6wnosé¢ b> —4(1—a)(C'—c) < 0 jest rtéwnowazna nieréwnosci b*> —4ac < 4(C—c—aC),
a nieréwnos¢ b* —4(1 + a)(C + ¢) < 0 — nieréwnosci b* — 4ac < 4(C + ¢+ aC'). Stad
wynika, ze

b —dac < 1 -4(C —c—aC+ C +c+aC) =4C < 4|C].
Wiemy tez, ze |C| = |f(0)| = |g(0)] = |c|. Wobec tego 4ac — b* < dac < <4alc| < 4]C.

Mamy wiec [b? — dac| = max(b? — 4ac, 4ac — b*) < 4|C|, co nalezalo dowies¢. [

Wielomian f, ktérego fragment wykresu przedstawiono na ponizszym rysunku spetnia
warunek f(0) = 90. Wielomian g dany jest wzorem g(z) = z* — 142% + 63z — 90. Wykaz,
ze g(x) = —f(—z) dla z € R. (matura 2008, zadanie 1).

Tego zadania rozwiazywa¢ nie bede, bo kazano dowies¢ prawdziwosci fatszywego
stwierdzenia opusciwszy zalozenie, ze stopniem wielomianu f jest liczba 3. A warto
o nim powiedzie¢ uczniom, bo ,przy okazji” mozna zleci¢ znalezienie jakiegos wielomianu
wysokiego stopnia, ktéry np. w kazdym punkcie przedziatu [—20,20] rézni sie od f

o mniej niz 0,01 (wiec wykreséw na tym przedziale odréznié¢ nie mozna).

Dowiesé, ze jezeli (a + b+ ¢)? = 3(ab + bc + ac — x* — y* — 2?), gdzie a, b, ¢, @, y, 2
oznaczaja liczby rzeczywiste, to a =b=coraz x =y =2 = 0. (IX OM, II st.)

Rozwigzanie. Mamy —x?—y?—2? = (a+b+c)?*—3(ab+bc+ca) = a*+b*+c*—ab—bc—ca =
= 3((a—1)*+ (b—c¢)*+ (c — a)?). Lewa strona jest liczba niedodatnia, a prawa —
nieujemna. 7Z ich réwnosci wynika, ze obie sa rowne 0, zatem z = y = 2z = 0 oraz

a=b=c OO

. Rozwigzaé¢ uklad réwnan
r+y+z=1
Y+ =1
w liczbach rzeczywistych z,y, 2.
Rozwigzanie 1. Kazda z tréjek postaci (¢, —t,1), (¢,1,—t), (1,t, —t) jest rozwiazaniem
uktadu réwnan. Zatézmy teraz, ze trojka (x,y, z) jest rozwiazaniem. Ze wzgledu na sy-
metrie uktadu mozemy zatozy¢, ze z < 1 oraz x > y. Wtedy x+y = 1 —2z > 0. Zaltézmy,
ze dla pewnego r > 0 réwniez trojka (z + r,y — r, z) jest rozwiazaniem ukladu. Wtedy
1—2=(x+r)P°+@y—r)=
=25 4+ 9y° + 5r(zt — y*) + 10r%(2® + 33) + 1013 (22 — y?) + 5ri(z +y) =
=1-2+5r(z —y)(z +y)(@® + y*) + 10r?(z + y) (2 — 2y + v*) +
+10r3(x — y)(x + y) + 5ri(z + y) =

=1-2"+5r(z —y)(z +y)(2° +y°) + 5% (z + y)((z —y)* + 2° + ¢?) +

+10r3(x —y)(x+y) +5ri(z+y) 21— 2°
przy czym ostatnia nieréwno$é staje sie rownosciag wtedy i tylko wtedy, gdy x 4+ y = 0,
czyli gdy z = 1, ale wtedy y = —x. Wobec tego dla kazdego z < 1 istnieje co najwyzej
jedna taka para (x,y), ze © > y i tréjka (z,vy, z) jest rozwiazaniem badanego ukladu
rownan. WykazaliSmy tym samym, ze rozwiazan réznych od podanych na wstepie nie
ma.
Rozwiazanie drugie Jesli tréjka (z,vy,z) jest rozwiazaniem danego uktadu réwnan, to
O=(z+y+2)P°—a2°—y° =2 =5@+y)(y+2)(z+z)(@*+y*+ 22 +ay+yz+z2x) =
=3z +y)(y+2)(z+z)((z+y)?+ (y+2)?+ (2 + 2)?), zatem ta réwnos¢ zachodzi
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wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi co najmniej jedna z réwnosci x+y =0, y+ 2z = 0 lub
z+x = 0. Z pierwsze] z nich wynika, ze z = 1, z drugiej — x = 1, a z trzecie] — y = 1.
Uwaga. Niech w(z,y, 2) = (z+y+2)° —2°—y°—2°. Mamy w(—y, y, 2) = =0. Wobec tego
jesli potraktujemy wielomian w zmiennych z,y, z jako wielomian zmiennej x, ktorego
wspotczynnikami sa wielomiany zmiennych y, z, to jest on podzielny przez wielomian
r — (—y) = x +y. Wynik jest wielomianem trzech zmiennych (lub zmiennej x, ktérego
wspolezynnikami sa wielomiany zmiennych y, z). Poniewaz w(x, —z, z) = 0, wiec jest on
(jako wielomian zmiennej y) podzielny przez wielomian y — (—z) = y + 2. Wynik dzie-
lenia potraktowany jako wielomian zmiennej 2z jest podzielny przez z + x. Wobec tego
istnieje wielomian taki v zmiennych z,y, z, ze w(z,y, 2) = (r+y)(y+2)(z +x)v(z, y, 2).
Poniewaz wielomiany w oraz (z + y)(y + z)(z + x) sa symetryczne, wiec réwniez wielo-
mian v jest symetryczny. Poniewaz w(tx, ty,tz) = tPw(x,y, 2) i (tx + ty)(ty + t2)(tz +
tr) = t3(x + y)(y + 2)(z + x) dla ,razu, ze istnieja takie liczby a,b, ze v(z,y,2) =

ax?® +ay® + az? + by + +byz + bzx dla dowolnych liczb z,y, 2. Mamy % =15
w(2,1,0 . .
oraz m = 35, wiec 15 =v(1,1,0) = 2a+b135 = v(2,1,0) = =ba+ 2b, zatem

a = 5a+2b—2(2a+b) =35—30 =5, wiec b =15 —2-5 = 5. Stad wynika rownos¢
(r4+y+20°—2°—y =2 ==5x+y)(y+2)(z+a)(@*+y*+ 2 + 2y + yz + 22) dla
wszystkich tréjek (z,y, 2).

Wreszcie mozna ten uktad rozwiazac traktujac np. z jako parametr i wyznaczy¢ x iy w
zaleznosci od z, ale tego juz robi¢ nie bedziemy.

Jeszcze jedna uwaga. Kazdy wielomian symetryczny dwu zmiennych w, wiec spet-
niajacy warunek w(z,y) = W(y, z) dla kazdej pary liczb x,y mozna zapisa¢ jako wielo-
mian zmiennych u = x4y i v = xy. Dowdd tego twierdzenia trudny nie jest i nadaje sie
dla licealistéw zainteresowanych matematyka. W wypadku trzech zmiennych zatozeniem
jest rownos$¢ w(zx,y, z) = w(x, z,y) = w(y,z,2) = w(y,z,z) = w(z,x,y) = w(z,y,x),
a teza tez wymaga drobnej zmiany: mozna go zapisa¢ jako wielomian zmiennych u; =
r+y+x, u =y +xz+yziug = xyz. Mozna je tez da¢ jako zadanie, trudniejsze
od poprzedniego, ale ,do zrobienia”. Twierdzenie jest tez prawdziwe dla wielomianow
n zmiennych, dowéd w zasadzie nie jest trudniejszy niz dla trzech zmiennych, jednak
w zapisie jest na tyle nieprzyjemny, ze w wiekszosci ksiazek, z ktorymi miatem do czy-
nienia twierdzenie jest bez dowodu, ktéry jednak da sie znalez¢ w literaturze, np. w
ksiazce Mostowskiego i Starka ,Elementy algebry wyzszej”. Oczywiscie drugi sposob
to zastosowanie twierdzenia do wielomianu symetrycznego (x + vy + 2)° — a° — y° — 2°.
Dodam jeszcze, ze zadanie zostalo zgloszone jako uktad trzech réownan, ale réwnanie
3+ y3 + 2% = 1 ($rodkowe) usuneli$my jako zbedne — w koncu zadanie trafialo na
final OM, wiec szto o rozréznienie najlepszych uczniow. I jeszcze jedno. To, ze np. y + 2
jest dzielnikiem wielomianu (z + y + 2)° — 2° — y° — 2° wynika od razu z tego, ze po
podstawieniu z = —y otrzymujemy 0 — traktujemy calto$é¢ jako wielomian zmiennej z i

stosujemy twierdzenie Bézout.

Rozlozy¢ na czynniki wielomian 23 + y3 + 23 — 3zyz. O
Nie rozwiazuje, zostawiam jako ¢wiczenie.

Warto przed zdefiniowaniem wielomianu (funkcji wielomianowej) zrobi¢ zadanie,
dzieki ktoremu definicja stopnia wielomianu i zreszta samego wielomianu staje sie sen-
sowna (a w kazdym razie przestaje budzi¢ ewentualne watpliwosci logiczne). Chodzi o

jednoznaczno$¢ zapisu w postaci sumy. Przypomne



Twierdzenie o jednoznacznosci zapisu wielomianu

Niech zg < 21 < w9 < -+ < xp_1 < X, 1ag,a1,0a2,...,0,_1,a, beda dowolnymi liczbami
rzeczywistymi. Jesli

ap + a1xo + agxf + ... + anflxg’l + apzy =0,

ap + a1z, + ax? + .+ ap_ 12V anal =0,

ag + ai1xre + CLQI% +...+ an_lxg_l + apxy =0,

—1
ao + a1,—1 + (121‘721_1 + ...+ an_lfpz_l —+ angjz’_l =0,

(a0 + a1z, + agxﬁ +...+ an_1x2*1 + apx;, =0,
toagy=a1=ay=---=a,_1 =a, =0.

Niestety nie mozna na razie skorzysta¢ z twierdzenia o liczbie pierwiastkow wielo-
mianu danego stopnia, bo przed wykazaniem tego twierdzenia w zasadzie nie da sie
zdefiniowa¢ stopnia wielomianu, wiec tez dzielenia z reszta itd. Na studiach na ogoét
korzysta sie z wlasno$ci wyznacznika Vandermonde’a, ale nie jest to konieczne. Mozna
rzecz zatatwi¢ za pomoca indukcji wzgledem n. Zaczniemy od n = 1. Udowodnimy;,
ze jesli xg < x1 1 ag + ayxg = 0 oraz ag + ajxy = 0, to ap = a; = 0. Jest tak, bo
po odjeciu danych réwnosci otrzymujemy ai(x; — z9) = 0, z czego wynika, ze a; = 0
(mozna podzieli¢ przez x1 — xg, bo x1 # x¢). Mamy wiec 0 = ag+a1x9 = ag+0-1 = aop.
Udowodniliémy wiec twierdzenie dla n = 1. Zalézmy teraz, ze twierdzenie jest praw-
dziwe dla pewnej liczby naturalnej n oraz ze rg < 11 < 19 < -+ < Tp_1 < T < Tpit
i ag,ay,as,...,0, 1,0, 0,1 S takimi liczbami, ze

.
-1 1
ap+ a1zo + asTi + ...+ ap 17y 4 anTh + appxg =0,

2 -1 +1
ap + a1y + asx] + ...+ ap_12] " + a2} + apx]T =0,
2 n—1 n n+l 0
ap + a1y + x5 + ...+ Ap_1Ty  + apTy + Apyp1Ty 0 =0,
2 n—1 n n+1 __ 0
ap + A1 Tp—1 + a2, 1+ ... +ap12,_] + a2, 1 + @pt12, 7 = U,

ap + a1y + a2 + .+ a1+ ™ + a2 =0,

(@0 + 1T 41 + U0y + o An 1Ty + ATy + anpan =0,
Odejmimy pierwsze rownanie od drugiego i wynik podzielmy przez x; — xq:
ay + ag(x1 +20) Faz(x? +xi120+22) + . an (2722 By T e L 2l +
an (27 2" 2wy F 222 4 o) - apg (27 + 2 g 2222 4+ 4 al) = 0,
co mozna zapisa¢ w postaci
(ay + aowo + ... + @p 1702 + anzy "t apizl) +

+ (ag + aszo + ... + @l 2+ ap17d T+ A (O A1 70) T+ a2 = 0.
Potem to samo robimy z kolejnymi réwnaniami: odejmujemy od kazdego z nich pierwsze
i dzielimy wynik kolejno przez xy — g, 3 — g, ... , Tpni1 — To. Otrzymujemy rownania:
(ay + agwo + ... + @p 1702 + anzy "+ anp1zl) +

+ (ag + aszo + . .. + aptd 2+ ap17d Do+ oA (G App120)Ty T F a7y =0,
(ay + aswo + ...+ ap120 2+ an2f a2l +

+ (ag + azro + ... + anxy 2+ an1 2] Dz + .o A (an F G 20)TE T 4 apyi2y =0,
(ay + aswo + ... + ap 170 2+ anxf + a7l +

+(ag +asro+ ...+t 2 4 Gpp1 70 D Tpsr + ..+ (A + an+1x0)xﬁﬁ +app17, = 0.

7 zatozenia indukcyjnego wynika, ze wspotezynniki przy kolejnych potegach liczb x, <
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To < ...< Ty < Tpyp Sa zerami:

a; + asxo + ...+ an_lxg*2 + anngl + apizy =0,

a9 + aszxo + ...+ an$8_2 + an+1x8_1 =0,

(p, + Ap41T0,

ani1 = 0.

Stad juz (znéw indukcja) wynika od razu, ze a, = a,—1 = ... = a; = ag = 0. Twierdze-
nie zostato udowodnione. Dowdd nie jest trudny, jak widac¢. Nie jest tez dtugi. Jednak
poprawne napisanie go przez ucznia jest wyzwaniem — nie jest on szkolny. W istocie
rzeczy autor tego tekstu miatl przed oczami wyznacznik Vandermonde’a i zapisat ob-
liczenia tam wystepujace nie wspominajac o wyznacznikach w ogole. Zadanie mozna
dawac tez w wersji z pochodnymi: trzeba natozy¢ tyle warunkow, ile jest wspotczynni-
kow, np. wspotezynniki wielomianu n—tego stopnia sa jednoznacznie wyznaczone przez
jego warto$¢ w n — 2 punktach i pierwsze pochodne w dwoch z nich, albo przez pierwsza

i druga w jednym z nich.

Dowiesé, ze funkcje %, Jx, ngﬂ oraz 2° wielomianami nie sa, a funkcja (2% + 27%)% —

(2* — 27%)? jest wielomianem. OJ

Dana jest prosta d réwnolegla do osi OX i punkt F' lezacy poza d. Udowodnié, ze zbidr

ztozony z punktéow rownoodlegtych od F'i d jest wykresem funkcji kwadratowej. [

Dane sa liczby A # 0, B,C,p. Znalez¢ takie rownanie postaci y = ax + b, ze uktad
rownan
Yy =ax +b,
y= Ar?>+ Bx +C
ma doktadnie jedno rozwiazanie, ktérym jest punkt (p, Ap? + Bp + C).
Ta prosta zwana jest styczna do paraboli y = Ax*+ Bx+C w punkcie (p, Ap*+ Bp+C).00

Dane sa liczby A # 0, B, C,p. Dowieéé, ze styczna do paraboli y = Ax? + Bx + C
w punkcie P = (p, Ap? + Bp + C) jest dwusieczna kata miedzy prostymi F'P iz = p. [J

Dane sa liczby a > b > 0. Dowies¢, ze zbiér ztozony ze wszystkich punktéw P = (x,y),
ktérych suma odlegtosci od punktow Fy = (—v/a? — b2,0) i Fy = (vVa? — b?,0) to zbiér

. , : 2 2 , . . . - :
opisany réwnaniem Z; + ¥ = 1. (réwnanie kanoniczne elipsy, F, ', — jej ogniska) [J

T

Dane sa liczby a > b > 0. Punkt P = (p,q) lezy na elipsie o réwnaniu a—; + Z—j = 1.
Znalez¢ takie liczby A, B,C, ze punkt P jest jedynym punktem wspolnym prostej o

rownaniu Az + By + C i elipsy o réwnaniu i—; Z—z = 1. (styczna do elipsy) O

Dowies¢, ze katy miedzy styczna do elipsy w punkcie P i potprostymi PF; i PF; sa
rowne, a dla wszystkich punktéw X # P lezacych na tej stycznej zachodzi nieréwnosé
XF,+ XF, > PF| + PF;, oraz ze suma X F; + X F; rosnie, gdy punkt X oddala sie
od P.J
Twierdzenie Gaussa o rozkltadzie wielomianu o wspélczynnikach catkowitych
Jedli liczby ag, aq,...,a, sa caltkowite, k,l > 1, liczby by, b1, ..., bk, co,C1,...,C sa Wy-
mierne i

W(z) =ag+ a1z + - apa" = [bo + biz + - - - bpz¥] - [co + 1z + - - - qa'] = u(z) - v(2)



dla kazdej liczby z, to istnieje taka liczba wymierna «, ze wszystkie liczby

L

oY

abg, abq, ..., aby, éco, écl, e
sa caltkowite.
W dowodzie — dla uproszczenia zapisu — przyjmiemy, ze 0 = bgy1 = bpio = bpaz =
.oraz 0 = ¢4 = ¢y9 = 03 = . ... Kazda liczba catkowita jest dzielnikiem liczby 0,
bowiem 0 = p - 0.
Niech by = ﬁo , b = ﬂl , by = ﬁQ o by = ﬂ’“ przy czym liczby G, B1, B2, ..., Pr sa
catkowite, ich naJW1ekszym wspélnym dmelmklem jest 1, m € N. Liczby vo, 71, 72, -- -,

v, sa rowniez catkowite, ich najwiekszym wspélnym dzielnikiem jest 1, M € Ni¢y = 18

M
61:’]}\},02 :]\%""’Clzf\%'

Zaloézmy, ze liczba pierwsza p jest dzielnikiem liczby m. Nie jest ona dzielnikiem
wszystkich liczb Gy, 61, Bo, ..., Bk. Istnieje wiec taki numer ¢, ze p jest dzielnikiem liczb
Bo, B, - - -, Bi—1, ale nie jest dzielnikiem [;, nie wykluczamy tego, ze ¢ = 0 (czyli [y nie
dzieli sie przez p). Zachodza réwnosci:

Po v _
m M 0
Bo v, Br
- . + —_ — = a17
m M m M
Bo 2 B B0
m M m M m M
@ l+& Ji—1 _+_..._|_ﬁi_1 £+@ ﬁ:ai
m M m M m M m M
@ Jit1 _|_& l+...+ﬁi_1 .2_’_@.l+ﬁ’+l ﬁ_ai_’_l
m M m M m M m M m M

BovitB1vi—1++B8i—
mM

liczba mM jest podzielna przez p, wiec rowniez liczba Gy y;+0617—1+ - -+ Bi—171+ 870 jest

Liczba a; jest calkowita, wiec liczba 0% g jest calkowita. Poniewas
podzielna przez liczbe pierwsza p. Poniewaz liczby Bovi, G17vi-1, - - -, Bi—171 sa podzielne
przez p, zatem rowniez liczba [3;vy dzieli sie przez p. Liczba ; przez liczbe pierwsza p
nie dzieli si¢, zatem vy musi sie¢ dzieli¢ przez p.

Spojrzmy na nastepna rownosé. Wynika z niej, ze liczba Byyio1+B1vi+- - -+ Bic1y2 +
Giv1 + Bir170 jest podzielna przez p. Wobec tego ze sktadniki Govii1, G17%is - -5 Bic17e,
Bi+170 sa podzielne przez p, liczba (3;7; tez jest przez p podzielna, ale stad wynika, ze
liczba pierwsza p jest dzielnikiem liczby ;.

W taki sam sposob wykazujemy, ze nastepne liczby 7o, 73, ...,y sa podzielne przez
p. Mozemy wiec pomnozy¢ wielomian by + bz + - - - bpat = %(ﬁo + Gz + - -ﬁk:ck)
przez p dzielac jednoczesnie wielomian ¢y + ¢z + - - - ! = ﬁ (70 + v+ ylxl) przez
te liczbe.

Powtarzajac opisana procedure z jakimkolwiek czynnikiem pierwszym liczby catko-
witej % zmniejszamy powtornie ten mianownik. W koncu doprowadzimy do usuniecia
wszystkich czynnikéw pierwszych liczby m, a to oznaczaé bedzie, ze w mianowniku po-
jawi sie liczba 1.

Nastepnie rozkltadamy na czynniki pierwsze liczbe M i wykazujemy, ze jej czynniki
pierwsze sa wspolnymi dzielnikami liczb 3y, 31, ..., Ok, co pozwala na pomnozenie dru-
giego czynnika iloczynu przez M i jednoczesne podzielenie pierwszego czynnika przez M.

Mozna wiec przyjac, ze a = 3;. U
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Ten dowod zostal napisany drobiazgowo, ale w istocie rzeczy najtrudniejsza rzecza

jest zdanie sobie sprawy z prawdziwosci twierdzenia, potem dowdd nie jest problemem.

Udowodnié, ze jesli wielomian w(z) = ag+ a1z + . . . + a,2™ ma catkowite wspotezynniki
i istnieje taka liczba pierwsza p, ze p | ag, p | a1, .. , P | an_1, P 1 an i p* 1 ag, to wielo-
mian w nie da sie napisa¢ w postaci iloczynu dwéch wielomianéw stopnia dodatniego o

wspotezynnikach catkowitych.

Udowodni¢, ze jesli ramiona BC' i DA trapezu ABCD leza na prostych prostopadtych,
to AC? + BD? = AB? + BD?. (zadanie z jakiejs prébnej matury)

Rozwiqzanie. Zatézmy, ze AB > CD i oznaczmy punkt przeciecia prostych AD i BC
przez E. Mamy wiec

AC?+BD?* = AE?*+ EC?+ BE?+ED? = (AE*+ BE?*)+ (EC?+ ED?) = AB*>+CD?.
Zadanie rozwiazane. I co dalej zrobit Henryk Pawtowski w czasie lekcji, ktorej czesé
poswiecit temu zadaniu? Ano zapytat swych uczniéw, w ktéorym miejsc u skorzystali z
rownolegtosci bokéw AB i C'D. Poniewaz nie skorzystali w zadnym miejscu, wiec okazato
sie, ze twierdzenie jest prawdziwe dla kazdego czworokata. I to jeszcze nie byt koniec.
Padto pytanie o odwrécenie twierdzenia. Okazalto sie, ze mozna odwroci¢. Pisze o tym,
bo bardzo mi sie to podejscie do zadania podoba. Ale i tak zadalem (po jakims$ czasie)
pytanie: a gdzie korzysta sie z tego, ze punkty A, B,C, D leza w jednej plaszczyznie.
Niby korzysta sie méwiac o przecieciu prostych AD i BC'. No dobrze, ale po co? Przeciez
mozna napisaé, ze proste AD i BC' sa prostopadte (cho¢ by¢ moze sa skosne) wtedy i
tylko wtedy, gdy (A — D) - (B — C) = 0, kropka oznacza iloczyn skalarny. Te réwnosé
mozna przepisa¢ w postaci A-B+C-D = B-D+ A-C. Rownos¢, ktora nalezato dowiesé
ma posta¢ (A—C)*+(B—D)* = (A— B)?*+ (B — D)?, podnoszenie do kwadratu polega
na mnozeniu skalarnym wektora przez siebie. Ostatnia réowno$¢ jest réwnowazna temu,
e A-C+B-D=A-B+ B-D, wiec otrzymanej poprzednio z zatozenia. Co wiecej, w
ostatniej wersji dowdd geometryczny zaczyna juz czegos od ucznia wymagac. Tu algebra

jest rzeczywiscie pomocna.



