Pochodne

Postaram si€ uzupelnié ten tekst w najblizszych dniach.

Do szkét wracaja” pochodne. Kiedys$ byly w programach, wczesniej ich nie byto. Potem
znéw nie byto i teraz beda. Przynajmniej przez jakis czas. Skad wziety sie owe obiekty. Otéz pe-
wien Francuz, Pierre de Fermat (1601 — 1665), zajmowal sie m. in. znajdowaniem najwiekszych
i najmniejszych wartosci funkcji, np. wielomianow trzeciego, czwartego stopnia. Zajmowal sie
tez stycznymi do krzywych, ktore lezaly po jednej stronie stycznej. Wtedy szukanie punktu
stycznosci to tez szukanie minimum, np. réznicy wspoétrzednych punktu na wykresie funkeji
i na prostej. René Descartes (Kartezjusz, 1596 — 1650) patrzyl na styczna jak na granice
(wtedy jeszcze granicami nie zajmowano sie) prostych przechodzacych przez dwa punkty krzy-
wej, jeden byt ustalony, a drugi do niego zblizat sie. Uscislenia pojawity sie dtugo po ich $mierci.
Pokaze na przyktadach, jak znajdowano wtedy warto$ci najwieksze i najmniejsze.

Powiedzmy, ze interesuje nas najmniejsza i najwieksza warto$é wielomianu 3 — 922 + 15z
na przedziatach [0,6] i [-2,6]. Niech f(x) := 23 — 922 + 15z. Zalézmy, ze f(p) jest najmniejsza
wartoscia funkcji f w punkcie p. Wtedy dla wszystkich = z interesujacego nas przedziatu za-
chodzi nieréwnosé

f(x) =% —92% + 152 > p* — 9p* + 15p = f(p), czyli
0 < a®—92% + 15z — (p* — 9p* + 15p) = (z — p) (2 + zp + p* — 9z + p) + 15).
Oznacza to, ze dla kazdego x < p zachodzi nieréwnosé¢ z% + xp + p? — 9(z + p) + 15 < 0, a dla
x> p — nieréwno$é¢ z2 + xp + p? — 9(x + p) + 15 > 0. Stad plynie wniosek:

0=p*4+p-p+p"—9p+p) +15=3p> =18 +15=3(p* — 6p+5) =3(p — 1)(p — 5),
zatem najmniejsza warto$¢ funkcja f moze przyjmowaé jedynie w punktach 1, 5 lub w koncu
przedziatu. Rozumowanie opierajace si¢ na rozpatrywaniu znaku dtugiego wyrazenia po obu
stronach punktu p nie moze przeciez dotyczy¢ konca przedziatu.

W wypadku przedziatu [0, 6] w gre wchodza wiec liczby 0, 7, —25 1 —18. Najmniejsza z nich
to f(5) = —25, zatem to jest najmniejsza warto$¢ funkcji z® — 922 + 15z na przedziale [0, 6].
Uwaga: jesli ten wielomian na tym przedziale ma najmniejsza wartos¢. Podane rozumowanie
— dobre w XVII wielu — dzis budzi drobny niedosyt. Trzeba je uzupemié. Mozna powotac sie
na twierdzenie Weierstrassa o osiaganiu kreséw przez funkcje ciagta na domknietym przedziale.
To nie jest jedyna metoda. Pokazemy inna, bo w szkole twierdzenia o osiaganiu kreséw nie ma:
w podstawie programowej ciag liter ciqgl wystepuje tylko raz, co oznacza, ze ciagtoscia funkcji
uczniowie nie musza sie zajmowaé. Na razie mozemy sformutowaé hipoteze

23 — 92% + 152 > —(—25) i udowodni¢ ja:

0<2®—922+15x > —(—25) = (x—5)(2z* =4z —5) = (z—5)(x+ 1)(z —5) = (z+ 1)(x — 5)?,
co koriczy dowdd, bo na przedziale [0, 6] zachodza nieréwnosci z +1 > 01 (z — 5)* > 0.
Znalezlismy najmniejsza wartosé funkeji na przedziale [0, 1].

To samo rozumowanie, z niewielka zmiana, przekonuje nas o tym, ze najwicksza wartoscia
funkcji 2* — 922 4 15z na przedziale [0, 6] jest liczba 7. Zmiana przedzialu na [—2, 6] nie zmienia
rozumowania poza koncowka. Teraz najmniejsza wartoscia staje sie f(—2) = —74, a najwieksza
pozostaje f(1) = 7. W rzeczywistosci Fermat postepowal nieco inaczej: pisal p + h zamiast x,
otrzymywal wiec réwnosé f(x) = f(p+h) = p>—9p? + 15p+ (3p® — 18p+ 15)h+ (3p— 9)h? + h3,
a potem stwierdzal, ze h? i h® sa w zasadzie tak male, ze mozna je zlekcewazy¢, co prowadzito
do wniosku, ze 3p? — 18p + 15 = 0, bo inaczej po réznych stronach punktu p czyli dla h
o réznych znakach, liczby f(p + h) — f(p) mialyby rézne znaki. Bylo wiec to rozumowanie
lokalne. W zasadzie prowadzito do wzoru Taylora (1685 — 1731), ale oczywiscie dopiero po
kilkudziesieciu latach.



Rozwiazemy nastepny bardzo znany problem. Dane sa punkty P i () na plaszczyzinie lezace
po tej samej stronie prostej £ w odlegtosciach a > 0 i b > 0 od niej. Odlegtos$¢ ich rzutow
prostopadtych na prostq ¢ jest rowna ¢ > 0. ZnaleZé na tej prostej punkt X, dla ktérego suma
odlegtosci X P + X @Q jest najmniejsza.

Jasne jest, ze X lezy na odcinku, ktérego konicami sa rzuty prostopadie P’ i Q' punktéw P i
Q na prosta (. Zalézmy, ze punkt X lezy w odlegtosci x > 0 od punktu P’, wiec w odlegtosci
c—x >0 od punktu Q. Wtedy X P + XQ = va? + 22+ /0% + (c — z)2. Zmieniamy z o wiel-
kos¢ h € [—x, ¢ — x]. Suma odleglosci zmienita si¢ wiec o wielkosé

Va2 +(@+h)?2+ /B2 +(c—xz—h?2—Va2+22— /24 (c—z)2 =

2xh+-h? —2(c—x)h+h? .
= + =
\/a2+(m+h)2+\/a2+a}2 \/b2+(c—m—h)2+\/b2+(c—a:)2

2x+h —2(c—x)+h

=h \/a2+(m+h)2+\/m T \/b2+(c—m—h)2+\/b2+(c—z)2 '
Aby w punkcie z € (0,¢) funkcja Va2 + 22 + /b2 + (c — x)? miata najmniejsza warto$¢ wyra-

zenie w nawiasie musi zerowaé si¢ dla h = 0, czyli musi by¢ speliona réwnos¢

2z —2(c—x) _ : x _ c—x
VaZ+a2+va2+a? T V0P (e—2)2 /b2 (c—x)2 0 czyli Va2+a? | 24 (ca)? |

Okazalo sie, ze kosinusy katow <P’ X P i <Q'X(Q sa rowne, wiec te katy (ostre!) tez sa réwne.

To zadanie ma sens fizyczny. Wedle zasady Fermata $wiatto porusza sie z punktu P do
punktu () po takiej trajektorii, po ktorej ruch trwa najkrécej. Jesli prosta ¢ peli role lustra,
to promien swiatta odbija sie od tego lustra w taki sposob, ze kat padania jest rowny katow:
odbicia. Dotyczy to nie tylko zwierciadta plaskiego, ale tez zwierciadta, ktorego ksztatt opisaé
mozna jako wykres funkcji rozniczkowalnej. Kat to kat miedzy styczna do wykresu, a raczej —
tak wola fizycy — miedzy normalna (czyli prostopadta do stycznej), a promieniem $wiatta.

Podobne zadanie brzmi tak:
znaleZé punkt, w ktorym promien Swiatla wypuszczony z punktu P leZqcego po jednej stronie
prostej £ przechodzi przez punkt QQ znajdujgcy sie po przeciwnej stronie prostej £ wiedzqgc, Ze:

odlegtosé punktu P od prostej { rowna jest a, a odlegtos¢ punktu Q) od niej — b oraz zZe

predkosc swiatta w polplaszczyinie zawierajacej punkt P jest rowna v, a w potplaszczyinie
zawierajqgcej punkt QQ — w,

swiatto porusza sie z punktu P do punktu @ po takiej trajektorii, po ktorej ruch trwa
najkroce;.

Jasne jest, ze promien przetnie prosta ¢ pomiedzy punktami P’ i )’ — rzutami prostopad-
lymi punktéw P i @ na prosta £. Oznaczmy odleglo$¢ punktéw P’ i Q' przez c. Zaldzmy, ze
Swiatto przechodzi przez punkt X znajdujacy sie w odlegtosci x € [0, c| od punktu P’, wiec
w odleglodcei ¢ — x od punktu @'. Czas zuzyty na przemieszczenie sie z punktu P do punktu
Q jest rowny T(x) = 1va? + 2% 4+ =/b? + (¢ — x)?. Rachujac jak poprzednio otrzymujemy
roOwnosé

204-h —2(c—x)+h
T@+h)-T(x)=h (v(\/au(ﬁh;wm) + w(\/b2+(c—x—(h)24)r\/b2+(c—x)2))'
Wynika stad, ze aby warto$¢ funkcji 7' w punkcie x byla najmniejsza, musi zachodzi¢ réwnosé

T — C—XT
vva2+z? w\/b2+(cfz)2 :
Jedlia = § — «<P’XP1if =45 — Q' XQ, to warunek mozna zapisa¢ w postaci:

e 2
Wzér jest znany prawo zalamania swiatta (Snelliusa czyli Snella, 1580 — 1626), podane wy-
prowadzenie pochodzi od Fermata. Znane byto jednak wczesniej w nieco innym sformutowaniu

Persowi zwacemu sie Ibn Sahl (940 — 1000), czasem Europa troche spéznia sie.
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7 pierwszego zadania geometrycznego wynika w szczegolnosci, ze jesli wsrod trojkatow wpi-
sanych w dany trojkat, istnieje trojkat o najmniejszym obwodzie, to jego boki tworza rowne
katy z bokami danego trojkata. Jesli tym minimalnym tréjkatem wpisanym w trojkat ABC
jest trojkat K LM, przy czym punkt K lezy na boku BC', L — na boku C'A, M — na boku
AB, to XAML = ¥xBMK, xBKM = <CKL i <CLK = <ALM. Wynika stad rownosci
JAML = ¥BMK = ¥BCA, ¥xBKM = <CK <CAB i <CLK = XALM = <ABC. Z nich
z kolei mozna wywnioskowad, ze AMBK ~ ACBA, AKCL ~ AACB oraz ALAM ~ ABAC.
Teraz bez trudu mozna wyznaczy¢ odcinki AM, BK i C'L w zalezno$ci od bokéw wyjsciowego
trojkata. Przy okazji trojkat minimalny K LM istnieje, gdy trojkat ABC' jest ostrokatny. Wi-
da¢ wiec, ze zadanie mozna rozwiaza¢ w miare krotko nawet, gdy nie jest sie matematykiem
klasy Fejéra, Schwarza lub Fermata.

Podobnie jest z poszukiwaniem punktu X w danym tréjkacie ABC, ktorego suma odlegtosci
AX 4+ BX + CX od wierzchotkéw danego tréjkata jest najmniejsza (to zadanie pochodzace od
Fermata rozwiazal Torricelli, 1608 — 1647). Zalézmy, ze X jest wtasnie takim punktem i ze
lezy wewnatrz trojkata ABC. Oznaczmy jego odleglosci od wierzchotkéw A, B, C przez k, £, m.
Niech « = 1—xAXC, = 71— <«<BXC. Zastapmy punkt X punktem X’ lezacym na prostej C' X
w odlegtosci m + = od wierzchotka C jesli x > 0, odsuwamy sie od C', a jesli x < 0 zblizamy
sie do C. W obu przypadkach, przy zalozeniu, ze |z| jest na tyle mata liczba dodatnia, ze
punkt X’ jest wewnatrz tréjkata ABC, mozemy napisaé¢: AX’ = v/k? + 22 — 2kxcos o, BX' =
V2 + 22 — 20z cosa i CX' = m+x. Oznacza to, ze AX'+ BX'+CX' — (AX +BX +CX) =

x2—2kx cos 22 —20x cos 3
VE2+22—2kx cos a+k \/€2+x272£m cos B+¢

z—2k cos o x—2£cos 3
Vk2+22—2kz cos a+k \/£2+:1:272€x cos B+

Aby wyrazenie to przyjmowato swa najmniejsza dla x = 0, zawarto$¢ nawiasu dla z = 0 musi

zerowaé sie, czyli 0 = _j%cfka + ?/%—Cfif +1 = —cosa —cos( + 1, czyli cosa + cos 3 = 1.

Jesli v = m — ¥XBXA, to analogiczna analiza polegajaca na przesuwaniu punktu X wzdluz

=T

prostej AX, a potem — wzdtuz prostej BX prowadzi do wniosku, ze réwniez cosy + cosa = 1
oraz cosvy + cos 3 = 1. Rozwiazujac tatwy uklad 3 réwnan liniowych otrzymujemy rownosci
cosa = cos B = cosy = % Oznacza to, ze a = = v = §. Wykazalismy, ze jedynym punktem
wewnetrznym trojkata, w ktéry suma odlegtosci od wierzchotkéw tréjkata ABC moze mieé

2r
3

(czyli 120°). Jest to punkt przeciecia trzech okregdéw, wiec mozna spodziewadé sie, ze jest tylko

najmniejsza wartos¢ jest punkt, z ktorego wida¢ kazdy z trzech bokéw trojkata pod katem

jeden taki punkt, ale tego nie wykazaliSmy: ani istnienia (latwe) ani jedynosci (tez nietrudne).
Co gorsza to jedyny kandydat, ale dlaczego minimum ma w ogble byé¢ osiagane? Ten sam
problem dotyczy poprzednich dwbéch rozumowan.

Problem istnienia minimum mozna rozwiazac¢ albo w oparciu o wspomniane juz tw. Weier-
strassa, ale w szczegdlnie w ostatnich przyktadach moze to wymagaé jego ,wielowymiarowe;j
wersji”. Mozna tez postepowac nieco inaczej, ale wymaga to jeszcze jednego twierdzenia.

Twierdzenie 1. Jedli funkcja f: P — R jest ciagta w kazdym punkcie przedziatu P, ma
pochodna w kazdym jego punkcie wewnetrznym i jest niemalejaca, to pochodna jest nieujemna
w kazdym punkcie int(P).

Dowéd. f'(z) = ;llli% w, a poniewaz funkcja f jest niemalejaca, wiec w >0
dla dowolnych x,z+ h € P, jedli tylko h # 0. Granica funkcji nieujemnme;j jest nieujemna (jesli
tylko istnieje). OJ

Wazne jest odwrocenie tego twierdzenia, ale jego dowdd zwykle jest poza programem szkol-
nym, bo wymaga uzycia twierdzenia o wartosci sredniej. To ostatnie twierdzenie zazwyczaj
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wnioskowane jest z twierdzenia Rolle’a, a to z kolei z twierdzenia Weierstrassa o osiaganiu
kresow.

Sformutujmy najpierw twierdzenie, ktére pozwala stwierdza¢ monotonicznos¢ funkeji w opar-
ciu o wtasnosci jej pochodne;j.

Twierdzenie 2. Jedli funkcja f: P — R jest ciaglta w kazdym punkcie przedzialu P i ma
pochodna w kazdym jego punkcie wewnetrznym, to

jesli f'(z) > 0 dla kazdego x € int(P), to funkcja f jest niemalejaca na przedziale P;
jesli f'(x) > 0 dla kazdego x € int(P), to funkcja f jest Scisle rosnaca;

jesli f'(x) > 0 dla kazdego = € int(P) i dla dowolnych, réznych punktéow zi,zo € P
istnieje taki punkt x lezacy miedzy 1 i 2, ze f'(x) > 0, to funkcja f jest Scisle rosnaca.

Widag¢, ze trzecia cze$¢ twierdzenia zawiera druga. Tym nie mniej zaczniemy od uzasadnienia
drugiej czesci tezy. Niech z € int(P). Poniewaz f’(z) > 0, wiec istnieje taka liczba 6 > 0, ze
jesli 0 < |h| < 4, to LEHRIE@ g zatem jesli 0 < h < 6, to f(z + h) — f(z) > 0, czyli
fl@+h)> f(z).

Niech ¢, € PN (x,00) bedzie najwieksza taka liczba, ze jedli t € (z,¢c,] NP, to f(t) > f(x).
Jedli ¢, jest prawym koncem przedziatlu P, to dla kazdego t € P z nieréwnosci t > x wynika,
ze f(t) > x. Zalbézmy, ze ¢, € int(P). Wtedy f'(¢;) > 0, wiec istnieje taka liczba 7, ze jesli
0 < |h| <m, to0 < 3(f(cz +h) — f(c)). Stad wynika, ze jesli np. s € (2,¢,), ¢z —s <7
oraz ¢, < t < ¢ + 1, to f(z) < f(s) < f(e.) < f(t), a to oznacza, ze liczbe ¢, nalezy
powigkszy¢ przynajmniej o 7, whrew zalozeniu, ze jej powickszy¢ sie juz nie da. Oznacza to,
ze ¢, jest prawym koncem przedziatu P, wiec dla kazdego t € (x,00) N P zachodzi nieréwnosé
flx) < f(b).

Jesli prawy koniec b przedziatu P jest elementem przedzialtu P, to poniewaz f jest funkcja
ciagta w punkcie b, wiec f(b) = lim;_,+ 1z nieréwnosci x < s < t, wynika, ze f(z) < f(s) < f(1),
zatem f(b) = limy_;, f(t) > f(s) > f(x). Wobec tego dla kazdego ¢t € P z nieréwnosci t > x
wynika, ze f(t) > f(x). Podobnie uzasadniamy, ze jesli a jest lewy konicem P i a € P, to
f(x) < f(x) dla kazdego x € P N (a,00), co koniczy dowdd drugiej czesei tezy.

Pierwsza cze$¢ tezy wywnioskowa¢ mozna z drugiej, juz udowodnionej. Jesli ¢ > 0, to
(f(x)+ex) = f'(x)+e >¢e>0. Wobec tego funkcja x — f(x) + ex jest $cisle rosnaca, zatem
jezeli &1 < 9, to f(x1) +exy < f(x2) + exa, wiec —e(xy — x1) < f(22) — f(21), a poniewaz ta
nieréwnos¢ zachodzi dla kazdej dodatniej liczby €, wiec f(x9)— f(x1) > lir(g(—@(@—xl)) =0.

Zostata trzecia czes¢ tezy. Tu juz jest tatwo. Z juz udowodnione;j czegci twierdzenia wynika,
ze jeSli 1 < xo dla x1,29 € P, to f(z1) < f(x2). Z zalozenia wynika, ze istnieje taki punkt
x € (x1,12), ze f'(x) > 0. Wobec tego istnieje taka liczba 6 > 0, ze jesli 0 < |t — x| < 0, to
f=f@) - g, Wybierajac punkty t1,1s tak, ze 1 < t; < x < ty < x5 otrzymujemy

Fle) < f(t) < f(x) < f(ts) < flas),

a stad nieréwnosé¢ f(z1) < f(z2) wynika natychmiast. [J

Uwaga 3. Jedli funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie przedziatu P i rézniczkowalna w kaz-
dym jego punkcie wewnetrznym, to jest Scidle rosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy gdy jej pochodna
jest nieujemna a miedzy kazdymi dwoma punktami przedziatu P znajduje sie punkt, w ktorym
ta pochodna jest dodatnia — to stwierdzenie wynika natychmiast z udowodnionych twierdzen.

! Uzylismy tu pewnika ciaglosci w zakamuflowany sposéb. Mianowicie zdefiniowaliémy c, jako najwieksza
liczbe .... Jej istnienie wynika wladnie z pewnika ciaglosci, ale trudno spodziewaé sie pytania o jej
istnienie od zwyklego ucznia.



Przyktad 4. Niech
0 dla =z =0,
2¢ +2?sin 35 dla x # 0.

o) ={

Z definicji pochodnej i z nieréwnosci 2% sin 25| < x? wynika od razu, ze f/'(0) = 0. Mamy tez

f'(z) = 2+ 2zsin & — 2 cos 5 — na podstawie znanych wzoréw (w wickszosci nieobecnych

w szkole). Niech z,, = \/; Wtedy f'(z,) =2 —2v2n < 0dlan =1,2,.... Funkcja f ma
wiec dodatnia pochodna w punkcie 0, ale nie jest rosnaca w zadnym otoczeniu tego punktu:
w kazdym przedziale znajduje sie¢ punkt, w ktorym jej pochodna jest ujemna. Przy okazji:
pochodna tej funkcji nie jest ciagta w punkcie 0. [J

Przyktad 5. Niech a > b > 0 beda liczbami rzeczywistymi. P niech oznacza prostokat, kto-
rego jeden bok ma dtugos¢ a, a drugi — b. Z prostokata P wycinamy cztery kwadraty o boku
T € (0, 2) zawierajace cztery wierzcholki P tak, Ze pole P zmniejsza sie o 4x2. Nastepnie zagi-
namy ,wystajace” czesci powstalego dwunastokata (niewypuklego) tak, by powstato pudetko o
wymiarach a —2x, b—2x, x. Dla jakiego x pojemno$¢ otrzymanego pudetka bedzie najwieksza?

Rozwigzanie. Niech V(z) = xz(a — 2x)(b — 2x) bedzie pojemnoscia pudelka. V' jest funkcja
ciagla, a nawet rozniczkowalna w kazdym punkcie swej dziedziny. Z punktu widzenia pojem-
noéci pudetka dziedzina funkcji V' jest przedziat (0, 2), ale mozna te funkcje rozpatrywac¢ na
przedziale domknietym [O, 2] Na przedziale [O, 2} funkcja V', jako ciagta, przyjmuje wartosc
najmniejsza oraz warto$¢ najwieksza (pdzniej okaze sie, ze mozna obej$¢ aie bez twierdzenia
Weierstrassa).

Poniewaz V' (0) = V(g) =0iV(zr)>0dlaze (O, %), wiec najmniejsza warto$¢ przyjmo-

wana jest w koncach przedziatu [O, g

}, za$ najwigksza — w pewnym punkcie wewnetrznym x
tego przedziatu.

Poniewaz funkcja V' jest rézniczkowalna w punkcie zg, wiec V'(xy) = 0. Wystarczy zatem
znalez¢ punkty w przedziale (07 2) w ktorych pochodna funkeji V' przyjmuje wartos¢ 0 i stwier-
dzi¢, w ktérym z nich V' ma najwieksza wartos¢. Takie punkty sa co najwyzej dwa, bo V jest
wielomianem trzeciego stopnia, wiec V' jest wielomianem kwadratowym.

V'(z) = 1222 — 4(a + b)x + ab. Wiemy, ze ten wielomian ma co najmniej jeden pierwiastek

b
g 2
7 istnienia x(!).2 Mozemy teraz zastosowaé¢ to samo rozumowanie do badania funkcji V' na

w przedziale (0 ) (nie ma potrzeby sprawdzaé, ze jego wyrdznik jest dodatni, bo to wynika

5 2} Wewnatrz tego przedziatu funkcja V' przyjmuje wartosci ujemne, zeruje sie

w jego koncach. Wobec tego swa najmniejsza warto$é¢ na [

przedziale [
5 2] funkcja V' przyjmuje wewnatrz
przedziatu i wobec tego jej pochodna V' przyjmuje warto$¢ 0 w co najmniej jednym punkcie
tego przedziatu.

7 tego rozumowania wynika, ze w kazdym z przedziatow (O, g), (2, 2) pochodna V' funkcji
V ma co najmniej jeden pierwiastek, a poniewaz V' ma dokladnie dwa pierwiastki, wiec w
kazdym z wymienionych przedzialéw ma doktadnie jeden pierwiastek. Tak sie dzieje, gdy a > b.
Jezeli a = b, to sytuacja jest nieco inna: V' (%) = 0, co sprawdzamy bezposrednim rachunkiem
(ogolnie: jesli liczba x; jest podwéjnym pierwiastkiem funkcji f, tzn. f(z) = (z — z1)%g(2)
dla pewnej funkcji g rézniczkowalnej w zy, to f(z1) = 0 = f'(z1)) i wobec tego réwniez
w tym przypadku w przedziale (0, 2) funkcja V' moze mieé¢ co najwyzej jeden pierwiastek,
wiec ma doktadnie jeden. UdowodniliSmy w ten sposob, ze w przedziale (O, 2) funkcja V' ma

doktadnie jeden pierwiastek xg, ktorym jest mniejszy z dwoch pierwiastkéw tej funkceji, a liczba

2 Drugl pierwiastek wielomianu v’ tez jest dodatni, bo iloczyn pierwiastkéw tego wielomianu jest réwny
ab jest wiec dodatni, zatem oba pierwiastki maja ten sam znak, ale z tego korzysta¢ nie bedziemy.



V(xo) jest najwieksza wartoscia funkeji V' przyjmowana na przedziale (O, g) Oczywiscie xy =
A(atb)—+/[A(a+b)]>—4-12ab _ 41p /2102 —ab
— . .

2-12

Uwaga 6. Nie zajmowaliSmy sie znakiem pochodnej V', bo nie bylo potrzeby ustalaé¢ na
jakich przedziatach funkcja V' rosnie, a na jakich maleje. Oczywiscie mozna byto postapic¢
inaczej, w szkole wrecz nalezato stwierdzié, ze na przedziale (0, x¢) pochodna V' funkcji V' jest
dodatnia, wiec V na tym przedziale rosnie, a na przedziale (xo, g) pochodna V' jest ujemna,
wiec na tym przedziale funkcja V' maleje. Z przedstawionego rozumowania to tez wynika, bo na
przedziale (0, zy) pochodna V' nie przyjmuje wartosci 0 , ma zatem ten sam znak we wszystkich
punktach tego przedziatu, zatem funkcja V' jest na tym przedziale $cisle monotoniczna, nie moze
by¢ malejaca, bo V' (zg) > 0 = V(0), wiec jest Scisle rosnaca, wiec jej niezerujaca sie pochodna
jest dodatnia. [

Przyklad 7. Znalez¢ maksimum objetosci bryt powstatych w wyniku obrotu trojkata pro-
stokatnego o obwodzie 1 wokot jego przeciwprostokatne;j.

Rozwiqzanie: Niech a, b, c oznaczaja boki trojkata, przy czym c to przeciwprostokatna. Bryta
powstata w wyniku obrotu trojkata wokot boku ¢ to dwa stozki ztaczone podstawami. Promien
tej wspoélnej podstawy to wysokosé trojkata prostopadta do przeciwprostokatnej. Wysokosé h..,
prostopadta do boku ¢, jest rowna %b, bo pole trojkata jest rowne %ab = %chc. Suma wysokosci
T (a_b)2 . ¢ — mab)?

tych stozkoéw jest rowna c. Wobec tego suma ich objetosci jest rowna V = £ - (£ =
Wiemy, ze a® + b? = ¢? (tw. Pitagorasa) i a + b+ ¢ = 1 (dany obwdd tréjkata). Wobec tego
2ab = (a+b)? — (a2 +b0*) = (1—¢)’ =2 =1-2c.

Zachodza wiec wzory V = V(c) = W(ll_QiC)Q = Z(1—4+4c)iV'(c) = & (5 +4). Wobec
tego V'(c) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = :I:%, zatem kandydatami na punkt, w ktérym
funkcja V' przyjmuje swa najwieksza wartosé, sa % oraz —%. Poniewaz ¢ jest dtugoscia boku

trojkata, wiec ¢ > 0 > —%. Liczba % tez nie wchodzi w gre, bo wtedy bytaby spetniona rownosé
a+b=1- % = % = ¢, wbhrew temu, ze: suma dwdch bokow trojkata jest wieksza od trzeciego.
Oznacza to, ze funkcja V' jest Scisle monotoniczna na kazdym przedziale zawartym w swej
dziedzinie. Kresy sa warto$ciami funkcji w koncach przedziatu, jesli konce sa w dziedzinie.
Musimy wiec znalez¢ dziedzine funkcji V.

Liczby a, b, c maja by¢ bokami tréjkata prostokatnego o obwodzie 1. Musza wiec by¢ do-
datnimi rozwiazaniami uktadu réwnan: a® + > = ¢?, a +b = 1 — c¢. Warunek ten jest tez
dostateczny: jesli a,b,c > 01 a® +b* = 2, to (a +b)? > a®> + b*> = %, zatem a + b > ¢ i oczy-
wiscie a + ¢ > ¢ > b oraz b+ ¢ > ¢ > a. Oznacza to, ze z odcinkow o dtugosciach a, b, ¢ mozna
zbudowaé tréjkat, oczywiscie prostokatny. Ten uktad rownan rownowazny jest nastepujacemu:

a+b=1-—c, abz%z%—c.
Liczby a i b sa wiec pierwiastkami réwnania kwadratowego ¢2 — (1 —¢)t + % —c = 0. Warunkiem
koniecznym i dostatecznym na to, by to réwnanie to miato dodatnie pierwiastki dla dodatniej
wartos$ci parametru c, jest 0 < ¢ < % oraz
0<A=(1-¢?—4(3-c)=—1+2c+F=(c+1)>-2

czyliv2—1<c< % Poniewaz V' (%) = (, wiec najwieksza wartoscia funkcji V' jest V' (\/§ = 1)
— oczywiscie maksymalna na przedziale [\/§ -1, %) Latwo zauwazy¢, ze dla ¢ = v/2 — 1
otrzymujemy trojkat réwnoramienny (bo A = 0, wiec pierwiastki réwnania kwadratowego
1> — (1 —c)x+ 5 —c=0, czyli liczby a i b sa réwne).

Komentarz: Ten przyktad powinien przekona¢ uczniéw o koniecznosci zwracania uwagi na
dziedzine funkcji. W tym zadaniu to nie tylko rytual. Omawiatem to zadanie wielokrotnie na

¢wiczeniach, jeszcze sie nie zdarzylto, by studenci chcieli, aby objetos¢ V' potraktowaé jako np.
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a?(1—2a)?
6(1—a)(1—2a+2a?)
osiagane bytoby w punkcie wewnetrznym dziedziny funkcji V', czyli przedziatu (0, %), mianowi-
2-/2
2
z dziedzing funkcji, za to wiecej z obliczeniami. Czesto studenci nie potrafili stwierdzi¢, ze ponie-

funkcje zmiennej a. Korzystaliby$my wtedy z wzoru V = V(a) = . Maksimum

cie w punkcie , zatem w punkcie zerowania sie pochodnej funkcji V. Bytoby mniej ktopotu
waz funkcja ma niezerowa pochodna na przedziale, to jest na nim monotoniczna. Wydawato im
sie, ze w obliczeniach byt btad, bo skoro w jakim$ punkcie ma by¢ maksimum, to pochodna musi
sie tam zerowac¢ zapominajac, ze to twierdzenie méwi o punktach wewnetrznych dziedziny. [J

Przyklad 8. Znalez¢ najkrotszy z odcinkow, ktore dziela pole trojkata ABC o bokach a =
BC=4,b=CA=5,¢c=AB =6 na polowy.

Naturalnym pomystem jest zatozenie, ze np. na bokach CA i AB wybrano punkty ) i P
odpowiednio. Oznaczmy y = AQ, x = AP. Pole tréjkata PQA jest polowa pola trojkata BC'A
wtedy 1 tylko wtedy, gdy yx = 2bc. Kwadrat dhugosci odcinka PQ jest réwny (tw. kosinuséw)

PQQ — 22 4 y Qxbe—&-c — 22 + y2 _ b2+c2—a2 _ (:)3 + y)2 ab — 172—4-022—112
Chodzi wiec o zminimalizowanie sumy = + y przy Zalozenlu ze xy = b—c i oczywiscie x,y > 0.

Mamy =5 Y _ Ty = 2 (vVz—/y)* > 0, przy czym réwnos¢ zachodzi Wtedy i tylko wtedy, gdy x =
y. Wtedy oczywiscie v = y = \/% . Oczywiscie jest to mozliwe wytacznie wtedy gdy %C <bi

be . . s ..
5 < ¢ czyli gdy ¢ <2b1b < 2¢, co akurat w wypadku rozpatrywanego trojkata ma miejsce.

Mamy wtedy PQ? = (\/E \/E> — Preedd _ pe  Pacea? 12— (h—¢)?). Jasne

jest, ze wybierajac punkty na innych parach bokow otrzymamy liczby %(b2 — (¢ —a)?) oraz
%(02 — (a — b)?). Podstawiwszy odpowiednie liczby otrzymamy %, % i % Wobec to dtugosé

najkrotszezgo odcinka to %

Uwaga 9. Zadanie mozna zmienia¢ manipulujac dtugosciami bokéw trojkata np. w taki spo-
sOb, by nie byto mozliwe wybranie odcinkéw rownej dtugosci na ramionach kata. Troche to
skomplikuje analize. [

Mozna udowodni¢ w szkole:

Twierdzenie 10. Jesli pierwsza pochodna funkcji jest Scile rosnaca, to wykres funkcji lezy
nad styczna do siebie w kazdym punkcie.

/!
Mozna, bo dowdd wyglada tak (f(x) — (f'(p)(z — p) + f(p))) = f'(z) — f'(p), wiec ta
pochodna jest dodatnia dla x > p, za$ dla z < p — jest ujemna. Wobec tego najmniejsza

wartoscia funkcji = — f(z) — (f'(p)(I —p)+ f(P)) jest f(p) — (f’(P)(p —p)+ f(p)) =0.0

7 tego twierdzenia wynika tatwo

Twierdzenie 11. Jesli pierwsza pochodna funkcji f jest Scisle rosnaca, to dla kazdego y z

dziedziny funkcji f, przeksztalcenie x — %‘Z(y) jest rosnace.

Dla dowodu nalezy zrézniczkowaé iloraz Q,(x) = ! ("2 y( v)

/
z)— "(z)(z—y)—(f(z)— x)+
(Q,(x)) = f( x)ii(y) _ ['@)( ?(;x)ﬂ(j)‘g )—f@) _ f@)-('(= Ex)(z) )+ (@)
Na mocy poprzedniego twierdzenia licznik jest dodatni, wiec funkcja @, rosnie. No w zasadzie

Mamy

koniec, ale:  jaka jest warto$¢ funkcji @, dla z = y?

No kazdy uczen wie, ze przez 0 nie wolno dzieli¢. Niektorzy nawet potrafia analizowaé¢ funkcje
postaci 7 i twierdzi¢ (moze nawet stusznie z formalnego punktu widzenia), ze ta funkcja w
punkcie 0 nie jest zdefiniowana. Jasne jest, ze nalezy uzupelnié¢ definicje przyjmujac Q,(y) =
lim %jj(y) = f'(y). Otrzymamy funkcje ciagta réwniez w punkcie y. OJ.

r—y
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W szkole, skoro juz nauczyciel mowi o pochodnych, o wykresach funkcji i temu podobnych
rzeczach, powinno sie tez znalezé troche czasu na wypuktosé. Mozna ja zdefiniowaé¢ mowiac, ze
wykres wypuktej funkcji rézniczkowalnej lezy ,nad styczna” w dowolnym punkcie. Mozna tez
zdefiniowa¢ funkcje wypukta jako funkcje spetniajaca warunek:

dla kazdej liczby t € (0,1) i dla dowolnych punktow x,y z dziedziny funkcji f zachodzi
nierownosc:

flte+ (1= t)yy) < f(2)+ (1= D) f ().
Ta nieréwnos$¢ méwi, ze wykres funkcji wypuklej lezy ,nad” odcinkiem taczacym dwa dowolne
punkty tego wykresu. Z tego, co udowodnilismy wcze$niej wynika nieomal natychmiast, ze
funkcja rozniczkowalna jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest niemalejaca.
Pokazalismy jak to zrobi¢ bez uzycia twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej. Tematu tego
jednak tu rozwija¢ nie bede.
3/7x2—3

Chcialtbym zwréci¢ jeszcze uwage Panstwa na funkcje {/ 57— zdefiniowana dla x # j:%.

Otéz f'(x) = Z(7x* — 3)7#3(9z* — 4)~*/3, wicc jest pewien problem z istnieniem pochodnej
w punktach :I:\/g . Mozna skorzysta¢ z definicji pochodnej w punkcie, by przekonaé sie o tym,
ze f'(£/3/7) = Foo. Wynika stad, ze styczna do wykresu funkcji w punkcie (1/3/7,0) jest
prosta (pionowa) o réwnaniu z = 1/3/7. Prébujac narysowaé ten wykres szybko przekonujemy

sie 0 tym, ze miedzy punktami \/g ~ 0,655 i % ~ 0,666 . ... Ale to oznacza, ze odlegtos¢ miedzy

punktem przegiecia i kazda z liczb \/g, % jest mniejsza od % — \/g ~ 0,011. Nie koncze tego

przyktadu, bo chodzi mi tu tylko o to, ze czasem niekoniecznie ,od razu” wiadaé¢ z wykresu
rozne rzeczy bez obliczen, a tego rodzaju teorie sa szerzone w szkotach, co osmielam sie uwazac
za szkodzenie. W matematyce jednak doktadne uzasadnienia sa wazne.

Na koniec opowiem o rozwiazaniu pewnego zadania z biezacej OM, ktorego ocene przyszto
mi doktadnie przedyskutowaé z kolegami.

Przyktad 12. Zadanie z drugiego stopnia biezacej OM.
Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 wyznaczyé najmniejszq wartosé wielomianu
wp(x) = 22" + 22"+ 322" 2 + ...+ (2n — 1)2% + 2na.
Przedstawie rozwiazanie mtodej kobiety, ktora zostata finalistka 65 OM. Pani Alicja napisala,
ze dla n > 2 zachodzi réwnosé

wy(7) = 2%w,, + (2n — 1)2* + 2nx

co sprawdzajacy zaakceptowali wyrazajac jednak poglad, ze nalezatoby to uzasadni¢ jakos.
Nastepnie p. Alicja dowodzi, ze w,(—1) = —n. Moglaby zrobié¢ to indukcyjnie, ale wylicza
jakie$ sumy — pamietajmy, ze czas miata ograniczony. Dalej chce dowies¢, ze dla kazdego x
i kazdego n zachodzi nier6wnosé w,(z) > —n, co jest réwnowazne temu, ze wy,(z) +n > 0.
Sprawdza dla n = 1: wy(z) + 1 = 22 + 22 + 1 = (x + 1)* > 0. Potem zaklada, ze dla pewnego
k nier6wnosé wg(z) + k > 0 zachodzi dla kazdego x i pisze

w1 (z) + (k+1) = 2*(wp(2) + 2k + 1) + 2k + D+ k+ 1.

Kontynuuje
A=4k+1)? —4(wp(x) + 2k + D(k+1) =4k + 1)(k+ 1 —wi(z) — 2k — 1) =

=4k +1)(=k —wi(z)) = =4k + 1) (wp(z) + k) <0
— ostatnia nieréwnos¢ wynika z zatozenia indukcyjnego. Poniewaz wyrdznik jest niedodatni,
wiec wielomian wy1 ma staty znak.



No i co Panstwo sadza o tym tekscie?

Chce podkresli¢, ze to, co zdecydowana wiekszo$é¢ nauczycieli rowniez akademickich miataby
ochote oznajmié¢: to nie wielomian kwadratowy, wiec jaki znow wyrdznik, nie jest najlepszym
komentarzem. Nie jest bo w rozumowaniu:

2 2
ax2+bx+c:a(:v+%)2+c—b— :a(m—l—i)2+%,
nie jest wazne to, czy a, b, ¢ sa staltymi, czy tez funkcjami zmiennej x. Musimy jedynie wiedzie¢,
ze a # 0. Rozwiazanie p. Alicji w koncu zostato ocenione na 5 punktéw, przypomne, ze w OM
mozliwymi ocenami sa jedynie 0, 2, 5 lub 6. Punkt stracita za to, ze nie napisata a # 0, nawet
stowem o tej kwestii nie wspomniata.

Inny mtody cztowiek napisat, ze
we(z) = (@ + 22" P+ o+ 4+ (@ 4+ (@ o) +
oo (@) o=y gt an) =

x2n 2n—1

—x T —T x3—x z2—x 1
I :—(

x—1 r—1 r—1 x—1 rz—1 r—1

:(151)2 (x2n+2 — 2% — 2711‘(1} - 1)) = (mjl)z (5(72n+2 - (2n + 1):1;2 + an),

a potem, niestety juz w odwotaniu, twierdzil, ze byt o krok od rozwiazania, bo wystarczyto

dowies¢, ze zachodzi nieréwnosé 0 < wy,(z) +n = (q;—11)2 (222 — (2n + 1)2* + 2nz) +n =
(x_11)2 (2272 — (2n + 1)2® + 2nx + n(z — 1)) = @;—;1)2(5”21%2 — (n+ 1)2? + n), wiec wystarczy
wykazaé, ze £?"*2 — (n + 1)z? + n > 0. Ostatnia nier6wno$¢ wynika natychmiast, z tego, ze
(22— (n+ 122 +n) =2(n+1Dz(z? —1) = 2(n+1)z(z" — 1) (2" + 1), wiec ta pochodna jest
ujemna w zbiorze (—oo, —1) U (0,1), a w zbiorze (—1,0) U (1, 00) jest dodatnia. Stad wynika,

7ze najmniejsza wartoscia funkcji (parzystej!) 22" — (n + 1)z + n jest jej warto$¢ w punkcie
—1 lub w punkcie 1, czyli liczba 0.

Przyktad 13. Dowiedé, ze jezeli liczba rzeczywista x, spetnia réwnanie x° + 2px +q = 0
(p,q — dane liczby rzeczywiste),to x1q < p? — to zadanie z XVII OM (1965/66).
Jedno z rozwiazan autorstwa S. Straszewicza wyglada tak: skoro liczba x; spelnia réwnanie
v +pr+q=0,to0 <A =4p?— 4x,q, a to oznacza, ze x1q < p*. Gdy z; = 0 nieréwnoéé
jest tez prawdziwa, bo kwadraty liczb rzeczywistych sa nieujemne.

Jestem pewien, ze osoby, ktore rozwiazywaly wtedy to zadanie nagrodono masymalna ocena.



