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21 wrzesnia 1899 r. we Lwowie urodzit sie Juliusz Schauder. Zamordowali go we
wrzesniu lub na poczatku pazdziernika 1943 r. Niemcy. Podobnie jak w wypadku
wielu innych oséb zydowskiego pochodzenia nie jest znana dokladna data Smierci.
Doktoryzowal sie¢ we Lwowie, promotorem byl Hugo Steinhaus. Uogélnil twierdze-
nie Brouwera o punkcie stalym na przypadek nieskonczenie wymiarowy, a pdzniej
wspolnie z J.Lerayem rozwinal teorie indeksu zwanego dzi$ indeksem Leray—Schau-
dera. Teoria pozwala m. in.na dowodzenie istnienia rozwigzan réwnan rézniczkowych.
Uzyskatl tez wiele innych wynikéw. Jest jednym z najbardziej znanych na swiecie ma-
tematykdéw polskich, cho¢ np. ja nie wiedzialem przez czas pewien, ze on pochodzi ze
Lwowa, a twierdzenie o punkcie stalym znatem, oczywiscie wraz z dowodem. Wydaje
sie, ze jego nazwisko pozostanie w matematyce na trwale.

Ponizej jest pewna liczba zadan. Kazde z nich jest opatrzone szkicem rzowiazania
lub pelnym rozwiazaniem. Niektére rozwiazania zostaly skopiowane z broszur na-
pisanych przez profesora dr Stefana Straszewicza — faktycznego twérce Olimpiady
Matematycznej. To dotyczy pierwszych dwudziestu Olimpiad. Kilka rozwiazan zadan
z nastepnych Olimpiad, XXI XXII pochodzi z tekstow autorstwa prof. dr Jerze-
go Browkina. W nielicznych przypadkach zredagowalem rozwiazanie nieco inaczej, z
réznych przyczyn.

Tekst zostanie jeszcze poszerzony o rysunki, ktérych na razie nie mialem kiedy
wykonaé. Bede go jeszcze sprawdzac, co moze doprowadzi¢ do usuniecia btedéw, ktére
w zasadzie zawsze sie pojawiaja wbrew mej woli. Osobom, ktére zauwazylyby
jakies bledy i poinformowaly mnie o tym bede bardzo wdzieczny.

Cze$¢ zadan jest za trudna dla gimnazjalistow nawet tych, ktorzy aktywnie
uczestnicza, w dodatkowych zajeciach, np. kotkach. Jednak uznatem, ze warto je za-
miesci¢. Na ogdt dlatego, ze mi sie podobaja. Poza tym prowadzacy kétko moze cza-
sem z jednego zadania zrobi¢ dwa lub trzy tatwiejsze, a czasem zadanie za trudne do
samodzielnego rozwigzania w domu mozna rozwiazac zespolowo podsuwajac miodzie-
zy pewne pomysty albo krytykujac ich podejscie, co tez moze naprowadzi¢ uczniéw
na wlasciwy trop.

1. Skonstruowac tréjkat o danych wysokosciach ha, hp i he.

Szkic rozwiqzania. Konstruujemy tréojkat podobny do poszukiwanego — mamy

dane stosunki bokéw, bo boki sa odwrotnie proporcjonalne do wysokosci.

2. Skonstruowaé tréjkat o danych srodkowych ma, mp i me.
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Szkic rozwiqzania. W trojkacie ktérego bokami sa odcinki o dlugosciach %m A,

%mB i %mc srodkowymi sa polowki bokéw poszukiwanego trojkata. Jesli S
jest srodkiem ciezkosci tréjkata ABC, C; jest takim punktem , ze $rodkiem
odcinka C'Cy jest S, to AS = %MA, SCi = %MC i ACq = %MB.

Uwaga: Konstrukcja trojkata o danych dwusiecznych jest niewykonalna.

Dany jest kat wypukly < A; BC7 i punkt X lezacy wewnatrz kata < A1 BC .
Skonstruowac tréjkat ABC', ktorego wierzchotek A lezy na pdtprostej BA;,
wierzchotek C' — na pdlprostej BC , ktérego srodkiem ciezkosci jest punkt X .
Szkic rozwigqzania. Znajdujemy najpierw srodek M, boku AC korzystajac
z tego, ze X dzieli srodkowa w stosunku 2 : 1. Przez punkt M; prowadzimy
réwnolegle do ramion kata. W przecieciu z ramionami sa $rodki M, i M. szu-

kanych bokéw.

Wewnatrz kata wypuklego < M;ON; znajduja sie punkty A i B. Skonstruowadé
rownolegtobok AM BN | ktérego przekatna jest odcinek AB a wierzchotki M, N
leza na pétprostych OM; i ON; odpowiednio.

Rozwigzanie. Srodek odcinka AB jest tez srodkiem odcinka M N . Znajdujemy
punkty M i N jak w poprzednim zadaniu.

Dany jest kat wypukly < A; BC7 i punkt X lezacy wewnatrz kata < A1 BC .
Skonstruowaé trojkat ABC', ktorego wierzchotek A lezy na polprostej BA;,
wierzchotek C' — na poétprostej BC , ktérego ortocentrum (punkt wspdlny wy-
sokosci) jest punkt X .

Rozwigzanie. Przez punkt X proadzimy proste prostopadie do bokéw tréjkata.

W przecieciu otrzymujemy wierzchotki szukanego trojkata.

Pole trojkata T jest rowne S. Wyznaczy¢ pole trojkata, ktérego bokami sa
srodkowe tréojkata T'.

Rozwigzanie. Niech M, oznacza $rodek boku BC trojkata ABC, a M
— jego $rodek ciezkosci. Niech A’ oznacza punkt symetryczny do M wzgledem
punktu M, . Czworokat CMBA’ jest réwnoleglobokiem, bo jego przekatne
potowia, sie wzajemnie. Pole tréjkata M BA’ jest réwne polu trojkata CMB,
a to pole jest réwne jednej trzeciej pola tréjkata ABC . Bokami tréjkata M BA’
sg, odcinki réwne dwém trzecim odpowiednich srodkowych tréjkata ABC, wiec
jego pole to 2 pola tréjkata utworzonego ze érodkowych. Wobec tego pole
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trojkata utworzonego ze srodkowych to % pola tréjkata wyjsciowego.

W dany kwadrat wpisa¢ taki kwadrat, ktérego jeden bok lub jego przedtuzenie
przechodzi przez dany punkt K . (IT OM).



Szkic rozwiqzania. Wierzchotki kwadratu M N P(Q wpisanego w dany kwa-
drat ABCD leza na réznych jego bokach: M na boku AB, N na boku BC
itd. Nietrudno zauwazy¢, ze odciete trojkaciki MBN, NCP, PDQ i QAM
sa podobne (bo katy w kwadracie M N PQ sa proste) i maja réwne przeciw-
prostokatne, zatem sa przystajace. Stad wynika, ze srodki obu kwadratéw po-
krywaja sie. Obracajac kwadraty wokol wspolnego srodka o 90° otrzymujemy
wyjsciowe kwadraty. Punkt K przy obrocie przechodzi na punkt L. Jesli punkt
K lezy na prostej M N , ktora po obrocie trafia na prosta NP, to L lezy na
NP.Kat LNK jest prosty, wiec punkt N lezy na okregu o srednicy LK , wiec
jest punktem wspdlnym prostej BC' i okregu o $rednicy KL .

Szczegoly pozostawiamy Czytelnikom. W tym uzasadnienie tego, ze kon-
strukcja jest wykonalna, gdy punkt K nie lezy wewnatrz okregu wpisanego

w kwadrat, ktorego wierzchotkami sg srodki bokéw czworokata ABCD .

Zbudowaé czworokat ABCD majac dane dlugosci bokow AB i CD oraz katy
czworokata. (III OM)
Szkic rozwigzania. Jesli czworokat jest rownoleglobokiem, to istnieje nieskoncze-
nie czworokatéw spehiajacych nalozone warunki lub zaden (np. jesli katy wyzna-
czaja rownolegtobok, ale AB # CD. Konstrukcja rownolegloboku jest bardzo
prosta: wybieramy odcinek AB na jednej prostej réwnoleglej, z jego koncéw pro-
wadzimy pod odpowiednimi katami dwie proste, ktére przecinaja réwnolegla do
danej (dowolnie wybrana) wyznaczajac na niej odcinek CD. Jesli AB # CD,
to proste AC' i BD maja punkt wspolny E. Mozemy skonstruowadé tréjkaty
ABE i DEC (znamy jeden bok i wszystkie katy), a potem — majac dlugosci
odcinkéw AF, BE, CE i DFE umiesci¢ oba tréjkaty na jednym rysunku.

Dowies¢, ze jesli w czworokacie wypuklym odcinek taczacy srodki przeciwleglych
bokow jest Srednig arytmetyczna dwoch pozostatych bokéw, to czworokat jest
trapezem.

Rozwigzanie. Niech kolejnymi wierzcholkami czworokata beda punkty A, B,
C i D. Niech P oznacza srodek boku BC', a Q — boku DA oraz niech
PQ = 1(AB + CD). Niech E oznacza taki punkt plaszczyzny, ze EA || DC
i FA = DC, przy czym czworokat FADC' jest réwnoleglobokiem, a odcinek
AD jego przekatna. Wtedy srodkem odcinka FEC jest punkt @, przekatne
rownolegtoboku potowia jedna druga. Wobec tego odcinek QP taczacy srodki
bokéw CE i CB trojkata EBC' jest réwnolegly do podstawy EB i zacho-
dzi wzér PQ = %EB z drugiej strony EB < FA 4+ AB przy czym rownosé
ma miejsce wtedy 1 tylko wtedy, gdy punkt A lezy ma odcinku EB, a wtedy
AB || DC.
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Dowies¢ ze jesli suma obu odcinkéw taczacych srodki przeciwlegltych bokdow
czworokata wypuklego jest polowa jego obwodu, to czworokat jest réwnolegto-
bokiem.

Rozwigzanie. Kazdy z tych odcinkéw jest mniejszy lu rowny od polowy sumy
bokéw, z krérymi nie ma punktéw wspdlnych — wynika to z rozumowania z roz-
wiazania poprzedniego zadania. Wobec tego ich suma jest zawsze mniejsza lub
réwna od potowy obwodu. Z réwnosci wynika, ze kazdy z nich jest potowa sumy
bokéw z nim roziacznych, a to oznacza, ze czworokat jest trapezem na dwa

sposoby, zatem jest réwnoleglobokiem.

Czy prawdziwe sa twierdzenia:

a) jezeli cztery wierzcholki prostokata leza na czterech bokach rombu, to boki
prostokata sa réwnolegle do przekatnych rombu;

b) jezeli cztery wierzcholki kwadratu leza na czterech bokach rombu, ktéry nie
jest kwadratem, to boki kwadratu sa réwnolegle do przekatnych rombu.(III OM)
Rozwigzanie. a) Pierwsze twierdzenie nie jest prawdziwe; aby to wykazaé, wy-
starczy da¢ kontrprzyklad, czyli pokazac¢ figure zaprzeczajaca twierdzeniu.

Ze $srodka O rombu ABCD zatoczmy okrag o promieniu wiekszym niz od-
leglosé¢ srodka rombu od jego boku, a mniejszym niz polowa krétszej przekatnej
rombu.

Cala figura jest symetryczna wzgledem kazdej z prostych AC' i BD , a takze
wzgledem punktu O. Nakredlony okrag przecina kazdy bok rombu w dwdéch
punktach. Niech M bedzie jednym z punktéw przeciecia boku AB z okregiem,
a N niech bedzie tym punktem przeciecia boku BC' z okregiem, ktéry nie jest
symetryczny do punktu M wzgledem prostej BD. Niech nastepnie P i @
beda, punktami symetrycznymi do punktéow M i N wzgledem punktu O, od-
cinki MP i N(@ sa zatem Srednicami okregu; wobec symetrii figury wzgledem
punktu O punkty P i ) sa punktami przeciecia bokow C'D i DA z okregiem.

Czworokat M N P(Q) jest prostokatem, gdyz kazdy jego kat jest katem wpi-
sanym w nakreslony okrag i opartym na jego srednicy (np. kat M NP opiera
sie na $rednicy M P). Bok M N tego prostokata nie jest prostopadly do proste;
BD, gdyz prosta M N nie przechodzi przez punkt symetryczny do punktu M
wzgledem prostej BD ; tym samym bok M N nie jest rownolegly do przekatnej
AC'. Bok M N nie jest tez rownolegly do przekatnej BD, gdyz laczy punkty
M i N lezace po przeciwnych stronach prostej BD . Wierzchotki M, N, P,
prostokata M N PQ leza odpowiednio na bokach AB, BC, CD, DA rombu,
ale boki tego prostokata nie sa réwnoleglte do przekatnych rombu. Prostokat
MNPQ stanowi zatem kontrprzyktad obalajacy twierdzenie a).
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b) Wykazemy, ze drugie twierdzenie jest prawdziwe.

Niech M N PQ bedzie kwadratem wpisanym w romb ABCD , przy czym
wierzchotki M, N, P, (Q kwadratu leza odpowiednio na bokach AB, BC,
CD, DA rombu.

Udowodnimy najpierw, ze $rodek O kwadratu jest jednoczesnie srodkiem
rombu. Obréémy caty figure dookota punktu O o 180°. Wierzchotek M kwadra-
tu znajdzie sie po obrocie w przeciwleglym wierzchotku P, prosta AB da po
obrocie prosta przechodzaca przez punkt P réwnolegle do prostej AB, tzn. po-
kryje sie z prosta C'D . Poniewaz takie samo rozumowanie stosuje sie do kazdego
boku rombu, wiec wynika stad, ze po obrocie romb nalozy sie sam na siebie,
a to oznacza, ze srodek obrotu O jest srodkiem symetrii rombu.

Obréoémy teraz cala figure dookota punktu O o 90° tak, aby pdiprosta
OA pokryta poétprosta OB . Po obrocie kwadrat M N P(Q przejdzie w kwad-
rat NPQM , tzn. nalozy sie sam na siebie; romb ABCD przejdzie w romb
A'B'C' D', nie pokrywajacy sie z rombem ABCD, gdyz wedlug zalozenia romb
ten nie jest kwadratem. Jeslinp. OA > OB to OA’ > OB,a OD' = 0D < OA;
zatem odcinki D’A’ i AB przecinaja sie. Punktem przeciecia tych odcinkéw jest
wierzcholek M kwadratu, gdyz na ten punkt upadnie po obrocie punkt ) od-
cinka AD. Analogicznie odcinki BC i A’B’ przecinaja siec w wierzchotku N
kwadratu.

Figura zlozona z obu rombdéw jest symetryczna wzgledem prostej BD;
w tej symetrii punktowi M odpowiada punkt N . Prosta M N jest wiec prosto-
padia do osi symetrii BD, czyli jest réwnolegla do prostej AC', czego nalezato
dowies¢.

Uwaga. Gdybysmy odrzucili zalozenie, ze romb ABC'D nie jest kwadratem,
twierdzenie nie byloby prawdziwe, w kwadrat bowiem mozna wpisa¢ nieskoncze-
nie wiele kwadratow, z ktorych tylko jeden ma boki réwnolegte do przekatnych
kwadratu danego.

Z dowiedzionego twierdzenia b) wynika, ze w romb nie bedacy kwadratem
mozna wpisa¢ tylko jeden kwadrat, w ten sposob, zeby na kazdym boku rombu
lezal ktorys wierzchotek kwadratu. Mozna dowies¢ twierdzenia mocniejszego: ist-
nieje tylko jeden kwadrat, ktorego wierzchotki leza na obwodzie rombu ABCD
nie bedacego kwadratem. Wystarczy w tym celu dowiesé, ze nie istnieje kwadrat,
ktorego dwa wierzcholki leza na tym samym boku rombu, a pozostale wierzchotki

na innych bokach rombu. Pozostawiamy to jako ¢wiczenie.

(dosy¢ popularne) Po réznych stronach kanatu o réwnoleglych, prostoliniowych

brzegach znajduja sie domy A i B. W ktérym miejscu nalezy zbudowaé¢ most
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14.
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przez kanal, prostopadly do brzegéow kanatu, by droga z z domu A do domu B
byta najkrétsza. Do mostu mozna i$¢ na przelaj przez take i od mostu do domu
tez.

Szkic rozwigzania. Dhugosé drogi przez kanal jest niezalezna od umiejscowienia
mostu, zatem zadanie sprowadza sie do tego, ze trzeba znalez¢ najkrotsza droge
z punktu A; otrzymanego przez przesuniecie punktu A w kierunku kanatu
(prostopadle do kanatu) o szeroko$é kanalu. Nalezy wiec potaczyé punkty A;
i B odcinkiem prostej. Punkt przeciecia tej prostej z brzegiem po stronie B

wyznacza miejsce, w ktéorym powinien pojawi¢ sie most.

Na plaszczyznie dana jest prosta m oraz punkty A i B lezace po przeciwnych
stronach prostej m . Znalez¢ na prostej m taki punkt M , zeby réznica odlegtosci
tego punktu od punktéw A i B byla jak najwieksza. (VI OM)
Rozwigzanie. Niech B; bedzie obrazem B w symetrii wzgledem prostej m.
Roéznice |BM — AM| i |B1M — AM| sa réwne. Z nieréwnosci tréjkata (réznica
dwéch bokéw jest mniejsza od trzeciego) wynika, ze punkt M powinien lezeé
na prostej ABj. Jedli prosta AB; jest rownolegla do prostej m, to punktu M

o zadanej wlasnosci nie ma.

Wewnatrz boku AB trojkata ABC wybrano punkt M. Obiekt M rozpoczy-
na ruch z punktu M, poruszajac sie najpierw rownolegle do boku BC' do chwili
trafienia w bok AC' w punkcie M; . Nastepnie porusza sie réwnolegle do boku
AB az do trafienia w bok BC' w punkcie Ms. Potem porusza sie réwnolegle
do boku AC', a gdy trafi w punkt M3 boku AB zmienia kierunek ruchu na
rownoleglty do boku BC' itd. Dowie$¢, ze w pewnej chwili trafi w punkt M, .

Rozwigzanie. Czworokaty MoMiMsB i AMyMyMs sa rownoleglobokami, co
wynika od razu z konstrukcji punktéw My, Mo, M3, . ... Poniewaz MsM, ||
M>C', wiec odpowiednie katy w trojkatach AM3M, i M M>C' sa rowne, za-
tem te trojkaty sa podobne, a poniewaz MMy, = AMs3 , wiec nawet przystajace.
Przystaje do nich tez trojkat MgBM;5 , bo czworokaty MgMsMyA i BMs M4 Msy
sa rownolegltobokami. Stad wynika, ze MgB = AMs = MM, = MyB . Widzimy

wiec, ze Mg = My, co dowodzi tezy.

a) Dane sa punkty A, B, C nie lezace na prostej. Wyznaczy¢ takie trzy proste
wzajemnie rownolegte i przechodzace odpowiednio przez punkty A, B, C', zeby
odstepy miedzy sasiednimi prostymi réwnolegtymi byty réwne.

b) Dane sa punkty A, B, C', D nie lezace na plaszczyznie. Wyznaczy¢ ta-

kie cztery plaszczyzny wzajemnie rownolegle i przechodzace odpowiednio przez
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punkty A, B, C', D, zeby odstepy miedzy sasiednimi plaszczyznami réwnoleg-
tymi byty réwne. (IIT OM)
Rozwigzanie. a) Przypus$émy, ze proste a, b, ¢ przechodzace odpowiednio przez
punkty A, B, C i wzajemnie rownolegle czynia zados¢ warunkowi zadania, to
znaczy, ze odstepy miedzy sasiednimi rownolegltymi sa rowne. Wéwcezas ta z pros-
tych a, b, c, ktéra lezy miedzy dwiema pozostatymi, jest od nich réwno odlegta.
Niech ta prosta bedzie, np. prosta b. W takim razie punkty A i C' sa réwno
odlegte od prostej b i leza po jej stronach przeciwnych; zatem prosta b przecina
odcinek AC' w jego srodku M . Z tego, ze punkty A, B, C nie leza na prostej,
wynika, ze punkt M jest rézny od punktu B.

Stad konstrukcja: prowadzimy prosta b przez punkt B i przez srodek
M odcinka AC', a nastepnie prowadzimy przez punkty A i C proste a i ¢
rownolegte do prostej b. Wyznaczone w ten sposob proste réwnolegte a, b, ¢
daja rozwiazanie zadania, gdyz punkty A i C', a zatem i proste a i ¢ sa réwno
odlegte od prostej b i leza po przeciwnych stronach tej prostej.

Rozwiazanie powyzsze znalezliSmy zalozywszy o szukanych prostych a, b,
c, ze prosta b lezy miedzy prostymi a i c¢; poniewaz owsq prosta ,,wewnetrzna”’
moze by¢ rownie dobrze a lub ¢, wiec zadanie ma trzy rozwiazania.

b) Przypusémy, ze plaszczyzny o, (3, v, J, przechodzace odpowiednio
przez punkty A, B, C, D i wzajemnie réwnolegle, czynia zado$¢ warunkowi
zadania, to znaczy, ze odstepy miedzy sasiednimi ptaszczyznami sa rowne. Niech
plaszczyzny te leza w kolejnosci o, B, v, d. Chcemy przez to powiedzieé, ze
plaszczyzna [ jest réwno odlegla od plaszczyzn o i v, a plaszczyzna ~ jest
rowno odlegla od plaszczyzn 61 9.

W takim razie punkty A i C' sa réwno odlegle od plaszczyzny [ i leza
po jej stronach przeciwnych, zatem plaszczyzna [ przechodzi przez srodek M
odcinka, AC'. Podobnie plaszczyzna v przechodzi przez srodek N odcinka BD .
7 tego, ze punkty A, B, C', D nie leza na plaszczyznie, wynika, ze punkt M
jest rozny od punktu B, a punkt N jest rézny od punktu C'.

Wysnuwamy stad nastepujaca konstrukcje. Laczymy punkt B ze srodkiem
M odcinka AC', a punkt C ze srodkiem N odcinka BD . Proste BM i CN sa
skosne; Gdyby bowiem lezaly w jednej plaszczyznie, to w tej samej plaszczyznie
lezatyby - wbrew zalozeniu - punkty A, B, C, D. Wiemy ze stereometrii,
ze przez dwie proste skosne BM i C'N mozna poprowadzi¢ dwie i tylko dwie
plaszczyzny wzajemnie réwnolegle 1 .

W tym celu prowadzimy przez punkt M prosta m rownolegla do prostej
CN , a przez punkt N prosta n réwnolegla do prostej BM ; ptaszczyzna 3 jest

wowczas wyznaczona przez proste m i BM , a plaszczyzna ~ — przez proste
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Wreszcie przez punkty A i D prowadzimy plaszczyzny o i § réwnolegle
do plaszczyzn (i ~v; mozemy je wyznaczy¢, prowadzac przez kazdy z punktow
A i D proste rownolegte do prostych BM i C'N .

Wyznaczone w ten sposob plaszczyzny «, (B, v, 6 daja rozwigzanie za-
dania, gdyz punkty A i C, a zatem i plaszczyzny « i v sa réwno odlegle
od plaszczyzny [ i leza po przeciwnych stronach plaszczyzny 3 — i tak samo
plaszczyzny 3 i 6 sa réwno odlegte od plaszczyzny ~ i leza po przeciwnych
stronach tej plaszczyzny.

Rozwiazanie powyzsze znalezliSmy zalozywszy o szukanych plaszczyznach,
ze leza, w kolejnosci o, B, v, 0. Dla innych kolejnosci szukanych plaszczyzn
znajdziemy w ten sam sposéb inne rozwigzania zadania. Liczba wszystkich moz-
liwych kolejnosci, czyli jak sie inaczej méwi, permutacyj liter oo, G, v, d wynosi
4!, tj. 24. Zauwazmy jednak, ze dwie permutacje ,odwrotne” jak np. a, G, v, ¢
oraz 0, v, B, a daja to samo rozwigzanie. Wobec tego zadanie ma 5 = 12
rozwiazan odpowiadajacych permutacjom: «aBvd, afdy, ayBd, avdés, adfy,
adyB, Bayd, Bady, Byad, Boay, yaBd, vBad.

Dowiesé, ze jezeli figura ptaska ma dwie i tylko dwie osie symetrii, to te osie sa
prostopadte. (IV OM)
Rozwigqzanie. Niech proste ¢ i m beda osiami symetrii danej figury F'. Niech n
oznacza prosta symetryczna do m wzgledem ¢. Udowodnimy, ze n tez jest osia
symetrii danej figury. Jesli rézne proste m i ¢ nie sa prostopadte, to m #n # £,
wbrew temu, ze F' ma dokladnie dwie osie symetrii.

Jezeli do figury F' nalezy jaki$ punkt A, to nalezy do niej réwniez punkt

B symetryczny do punktu A wzgledem osi ¢, nastepnie punkt C' symetryczny
do punktu B wzgledem osi m, a dalej punkt D symetryczny do punktu C'
wzgledem osi ¢. Zauwazmy, ze odcinek AD jest symetryczny do odcinka BC
wzgledem osi ¢, gdyz punkty A i D sa odpowiednio symetryczne do punktéow B
i C wzgledem tejze osi. W takim razie symetralna odcinka AD jest symetryczna
do symetralnej odcinka BC' (tj. do prostej m ) wzgledem osi £, tzn. symetralna,
odcinka AD jest prosta n. DowiedliSmy, ze jezeli do figury F' nalezy jakis punkt
A, to nalezy do niej rowniez punkt D, symetryczny do punktu A wzgledem
prostej n, czyli ze n jest osig symetrii figury F'.

Dowdd polega na wykazaniu, Ze ztozZenie trzech symetrii: wzgledem osi £, wzgle-

dem osi m i znow wzgledem osi £, jest symetriq wzgledem osi n .

Dowiesé, ze jezeli figura plaska ma dwa rézne érodki symetrii, to ma ich nie-
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18.

skoniczenie wiele. (XX OM)
Rozwigzanie. Wykazemy, ze punkt symetryczny do srodka symetrii wzgledem in-
nego srodka symetrii jest nastepnym srodkiem symetrii. Stad wynika, ze jesli fi-
gura ma dwa srodki symetrii, to ma ich niesko¢zenie wiele: z dwoch otrzymujemy
cztery (na prostej wyznaczonej przez dwa pierwsze), z czterech nastepnych sze$é
(w symetriach wzgledem konicow odcinka wyznaczonego przez pierwsze cztery),
wie w sumie dziesie¢ srodkéw symetrii. Z nich nastepnych osiemnascie (symetrie
wzgledem koncoéw odcinka wyznaczonego przez dziesie¢ pierwszych srodkéw sy-
metrii), wiec mamy juz dwadziescia osiem $rodkéw symetrii itd.

Niech O; i O2 beda réznymi srodkami symetrii figury F'. Niech O3 bedzie
punktem symetrycznym do O; wzgledem Os. Niech A bedzie dowolnym punk-
tem figury F, a B — punktem symetrycznym do punktu A wzgledem punk-
tu Oz. Udowodnimy, ze B jest punktem figury F'. Niech C' bedzie punktem
symetrycznym do A wzgledem punktu Os. Poniewaz O jest $rodkiem syme-
trii F', wiec C' € F'. Niech D bedzie punktem symetrycznym do C' wzgledem
punktu O;. Poniewaz O; jest srodkiem symetrii F', wiec D € F. Wreszcie
niech E bedzie obrazem D w symetrii wzgledem Os. Oczywiscie EF € F'. Po-
niewaz punkty C, 01, D leza na jednej prostej i O; jest srodkiem odcinka CD,
wiec ich obrazy w symetrii wzgledem punktu Os, czyli punkty A, Oz, E tez leza
na jednej prostej i Os jest srodkiem odcinka AFE . Z okreslenia punktu B wy-
nika, ze Oz jest $rodkiem odcinka AB. Stad wynika ze B = FE, wiec B € F'.
Uwaga. W rozuigzaniu tego zadania powtorzone zostato rozumowanie z poprzed-
niego zadania. W istocie rzeczy udowodnilismy, ze jesli izometria I przeksztat-
ca figure F' na siebie, to obrazem Srodka symetrii F jest Srodek symetrii F .
W zadaniu poprzednim: obrazem osi symetrii jest os symetrii. W tym zadaniu
izometrig byta symetria wzgledem O, a w poprzednim — symetria osiowa.

I jeszcze jedno: mozna uczniow zapytaé, czy figura, ktéra ma dwa (co naj-
mniej) $rodki symetrii moze byé ograniczona, nawet nie po tym zadaniu, a przed
nim, po zadaniu z osiami symetrii to pytanie moze miec¢ zaskakujgcq, bo inng

niz w wypadku osi symetrii, odpowiedZ.

Dowiesé, ze jezeli figura plaska o rozmiarach skonczonych ma $rodek symetrii
O i o$ symetrii s, to punkt O lezy na prostej s. (IX OM)
Rozwigzanie. Skorzystamy z uwagi do poprzedniego zadania. Obrazem punktu
O w symetrii wzgledem prostej s jest srodek symetrii O’ danej figury. Figura ta
jest ograniczona, wiec nie moze mieé¢ nieskonczenie wielu sSrodkéw symetrii (por.
zadanie poprzednie), wiec nie moze mieé¢ ich dwéch. Oznacza to, ze O = Oy, a

to jest mozliwe tylko wtedy, gdy punkt O lezy na prostej s.
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19.

20.

Dowiesé, ze jezeli punkt P porusza sie w plaszczyznie trojkata ABC', to tréjkat
5155953 , ktérego wierzchotkami sa $rodki ciezkosci Sy, So i S3 tréjkatow PBC,

PCA i PAB nic zmienia ksztaltu ani wielkosci. (X OM)
Rozwiqzanie. Niech M i N beda srodkami odcinkéw PA i PB. Wtedy 32& =
% = }q\}g, zatem odcinek S5S57 jest réwnolegly do odcinka M N i % = %

Oczywiscie MN || AB i MN = %AB. Stad wynika, ze
S281=%-MN=2%-1-AB=:-AB i 55| AB.
Analogicznie dowodzimy, ze zachodza wzory S35, = - BC i S35, | BC

3
oraz 8183 = % -CA i 8153 || CA.

Dany trojkat ABC podzieli¢ prosta réwnolegla do danej prostej p na dwie
czesci o réwnych polach. (XIV OM)
Rozwigzanie. Poprowadzmy przez punkty A, B, C proste a, b, ¢ réwnolegte
do prostej p. Przypusémy, ze sa to trzy rdézne proste; wéwcezas jedna z nich
lezy w pasie ograniczonym dwiema innymi. Niech to bedzie prosta a; przecina
ona bok BC' w pewnym punkcie D. Jesli BD = DC', poszukiwana prosta, jest
AD; przypusémy, ze BD < DC'; w przypadku, gdy BD > DC', rozwiazanie
jest analogiczne.

Pole trojkata ABD jest mniejsze od pola tréjkata ADC', wiec poszukiwana
prosta (o ile istnieje) przecina odcinek AC w pewnym punkcie M , a odcinek
DC w pewnym punkcie N . Tréjkaty MNC i ADC sa podobne, zatem pola

ich sa proporcjonalne do kwadratéw odpowiednich bokéw:

1) poleMNC  CN?
poleADC ~ CD?’

Pola trojkatow ADC i ABC majacych wspdlna wysoko$¢, sa proporcjonalne
do ich podstaw:
@) poleADC  CD
poleABC ~ CB’

Mnozac powyzsze réwnosci i uwzgledniajac, ze

1
poleMNC = §poleABC,

otrzymujemy

(3) CN?= %CB -CD.

Odcinek CN jest zatem $rednia geometryczna odcinkéw %C’B i CD. Mozemy
go zbudowaé w znany sposob, budujac trojkat prostokatny, w ktérym rzutami

prostopadlymi z wierzchotka kata prostego na przeciwprostokatna %CB i CD.
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21.

Prowadzac MN || AD, otrzymujemy zadany podzial tréjkata, albowiem spel-
nione sa wéwcezas réwnosei (1), (2), (3), a z nich wynika tatwo, ze
poleCMN = %poleABC’.

Gdy dwie z prostych a, b, ¢ pokrywaja sie, zachodzi przypadek graniczny,
w ktorym mozemy jednak zastosowacé to samo rozumowanie co poprzednio. Jezeli
np. prosta a pokrywa sie z prosta b, to punkt D pokrywa sie z B ; wnioskowanie
poprzednie pozostaje stuszne i otrzymujemy

cN? = tope,
2

Uwaga. Warunek: pole M NC' = — %poleAB C mozemy zastapi¢ warunkiem ogdl-
niejszym: pole M NC = k-poleABC', gdzie k oznacza dowolng liczbe wymierna.

Zadanie rozwiazuje sie tak samo. Szukany odcinek CN jest $rednia geome-

tryczng odcinkéw k- CB i CD.

Na stole bilardowym w ksztalcie kwadratu znajduje sie kula. Kula pchnieto tak,

ze odbila sie od bandy (kat padania réwna sie katowi odbicia) pod katem «.
Dowies¢, ze kula bedzie sie poruszac¢ po tamanej zamknietej wtedy i tylko wtedy,
gdy tan a jest liczba wymierna. Sile tarcia i wymiary kuli pomijamy. (XXI OM)
Rozwigzanie. Zalézmy dla uproszczenia, ze stét bilardowy jest kwadratem o
wierzchotkach w punktach A(0,0), B(1,0), C(1,1), D(0,1). Niech w chwili
poczatkowej kula znajduje sie w punkcie P(a,b), gdzie 0 <a <1, 0<b< 1.

Oznaczmy przez v predkosé, z jaka sie ona porusza w chwili poczatkowej,
a przez o — kat, jaki tworzy kierunek jej ruchu z osia x. Bez zmniejszenia
ogo6lnosci mozemy zalozy¢, ze 0° < a < 90°. Jesli a = 0° lub a = 90°, to
kula porusza sie po odcinku réwnoleglym do osi x lub y. Zalézmy wiec, ze
0° < a<90°.

Rozpatrzmy rzuty P, = P,(t) i P, = P,(t) odpowiednio na o§ z i y
punktu, w ktorym znajduje sie kula w chwili ¢. Z warunkéw zadania wynika,
ze punkt P, porusza sie ruchem jednostajnym z predkoscia vy = wcosa po
odcinku (0, 1) na osi = z tym, ze po kazdym odbiciu kuli od boku BC lub

AD kierunek ruchu punktu P, zostaje zmieniony na przeciwny. Zatem w chwili

2 2
th = — = punkt P, po dwukrotnym obiegu odcinka (0, 1) na osi z
vy v COS (v

znajdzie sie w punkcie poczatkowym i kierunek jego ruchu bedzie taki sam, jak

na poczatku.
2n

v COS (v
znajdowal w punkcie poczatkowym i kierunek jego ruchu bedzie taki sam, jak

Ogolnie, w chwili ¢, = , gdzie n = 1,2,..., punkt P, bedzie sie

na poczatku.
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2m 2m

Analogicznie dowodzimy, ze w momencie t,, = — = —, gdzie
V1 vsin a
m =1,2,..., punkt P,, znajdzie si¢ w punkcie poczatkowym i kierunek jego

ruchu bedzie taki sam, jak na poczatku.

Wobec tego kula powréci do punktu poczatkowego i kierunek jej ruchu
bedzie taki sam, jak w chwili poczatkowej wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taka chwila t, ze zaréwno punkt P,, jaki P, beda w tej chwili znajdowaly si¢
w polozeniu poczatkowym i kierunek ich ruchu bedzie taki sam, jak na poczatku.
Jest to réwnowazne temu, ze istnieja takie liczby naturalne n i m, ze t =1t, i
t=t , tzn.

2n 2m

(1) =

V COS (v v sin o

m
Stad tga = — jest liczba wymierna,
n
Na odwroét, gdy tga = P jest liczba wymierna, to wystarczy przyja¢ n = p
q

i m = q i wtedy warunek (1) bedzie spetniony.

Na stole bilardowym w ksztalcie trojkata, ktérego miary katow sa wspéimierne,
pchnieto kule z pewnego punktu wewnetrznego. Kula odbija sie od Scian zgodnie
z prawem ,kat padania rowny katowi odbicia”. Udowodni¢, ze liczba kierunkow,
w jakich moze sie porusza¢ kula, jest skoniczona. (Zakladamy, ze kula nie trafia
w wierzcholek tréjkata). (XXIT OM)
Rozwigzanie. Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat. Po dwukrotnym odbiciu kuli kolejno od bokéw CA i AB tréjkata
ABC kierunek ruchu kuli zmienia sie o kat 24 BAC'.

Dowd6d. Rozpatrzmy obraz AB'C tréjkata ABC w symetrii wzgledem
prostej AC oraz obraz AB'C’ tréjkata AB’'C' w symetrii wzgledem prostej
AB’. Oznaczmy przez k, |, m kolejne wektory obrazujace ruch kuli, przez [,
m’ — obrazy wektoréw [, m w pierwszej symetrii, a przez m’ — obraz wektora,
m’ w drugiej symetrii.

Z prawa ,kat padania réwny jest katowi odbicia” wynika, ze wektory k,
I, m” maja ten sam kierunek. Poniewaz zlozenie rozwazanych symetrii jest
obrotem wokét punktu A o kat 2 BAC, wiec tréjkat AB’C’ jest obrazem
tréjkata ABC' przy tym obrocie, a wektor m’” — obrazem wektora m . Wynika
stad, ze kierunki wektoréw k i m roznia sie o kat 2 x BAC'.

Przystapimy teraz do rozwiazania zadania. Poniewaz miary katow tréojkata
ABC' sa wspolmierne, wiec istnieje taka liczba A i liczby naturalne r, s, t, ze
XBAC =r\, <ABC = s\, XACB =t\. Stad A(r + s+t) = 7. Oznaczajac

7r
n =14+ s+t otrzymujemy, ze A = —.
n
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24.

Zatem na mocy lematu po parzystej liczbie odbi¢ kierunek ruchu kuli zmie-
nia sie o kat, ktorego miara jest parzysta wielokrotnoscia liczby A\ = T , a wiec
jedna z liczb 2X,; 4\ 6\, ...,2n\ = 2. Zatem po parzystej liczbie ogbié ruch
kuli moze sie odbywa¢ po jednym z n kierunkéw. Podobnie po nieparzystej
liczbie odbi¢ ruch kuli moze sie odbywaé¢ po jednym z n kierunkéw. Laczna
liczba kierunkow, po ktorych porusza sie kula, jest wiec nie wieksza od 2n.

Uwaga. Analogicznie mozna udowodnié, ze jezeli w zadaniu tréjkat zastapic
dowolnym wielokatem, ktorego miary katéw sa wspotlmierne, to réwniez liczba

kierunkow, po jakich moze sie poruszac kula w takim wielokacie, jest skoniczona.

W danym kacie wypuklym na plaszczyznie biegnie promien swiatta odbijajac
sie od ramion kata zgodnie z zasada, ze kat padania rowna sie katowi odbicia.
Promien, ktéry trafi w wierzcholek kata, zostaje pochtoniety. Udowodnié, ze ist-
nieje taka liczba naturalna n, ze kazdy promien moze odbi¢ sie¢ od ramion kata
CO najwyzej n razy.

Rozwigzanie. Jezeli promien $wiatla wychodzac z punktu C' odbija sie od jed-
nego z ramion danego kata w punkcie P, a nastepnie od, drugiego ramienia
w punkcie @), to dokonujac symetrii ¢ wzgledem prostej OP, gdzie O jest
wierzchotkiem danego kata, stwierdzamy, ze punkty C, P i ¢(Q) sa wspdl-
liniowe. Wynika to z réwnosci katéw < CPA = XQPO = < ¢(Q)PO . Wobec
tego zadanie sprowadza sie do nastepujacego: Z punktu O prowadzimy polproste
M1, M2y« .y Mg, MEt1, - .. tak, ze X(my,m;y1) =6 dla i =1,2,.... Nalezy udo-
wodni¢, ze istnieje liczba naturalna n o tej wlasnoéci, ze kazda polprosta m prze-
chodzaca przez pewien punkt potozony wewnatrz kata <(mq,ms) i przecinajaca
polprosta meo przecina kolejno nie wiecej niz n z narysowanych péiprostych.
By to udowodnié, wystarczy tak obraé¢ k, by (k—2)8 < 7w < (k —1)6.
Wtedy <(mso,mpi1) = (k—1)8 > 7 i pélprosta m przecinajac pdlprosta, mo
nie przetnie juz péiprostej mg41, poniewaz pélproste ms i myy1 nie leza w tej
samej polptaszczyznie otwartej wyznaczonej przez prosta zawierajaca polprosta
mo . Tak wiec pdéilprosta m przetnie co najwyzej k£ — 1 danych pdéiprostych

T 0
mao,m3,...,mg, gdzie k — 2 < rE to znaczy k —1 < 2 + 1. Zatem promien

T
Swiatta odbije sie od ramion danego kata mniej niz 2 + 1 razy. Wystarczy wiec

przyja¢ n = [%} +1.

Udowodni¢, ze jesli sSrodkowa i dwusieczna wychodzace z wierzchotka B trojkata
ABC pokrywaja sie, to tréjkat AB = BC'.

Rozwiqzanie. Niech B; oznacza punkt symetryczny do punktu B wzgledem

srodka boku ABC'. Wtedy czworokat AB1CB jest rownolegobokiem, w ktérym
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25.

26.

27.

przekatna BB; dzieli kat < CBA na polowy, wiec dzieli tez kat < CB;A
na polowy. Stad natychmiast wynika, ze cztery katy przy podstawach BB;
tréjkatéw BB1C i BB1A sa réwne, wiec te tréjkaty sa rownoramienne.

Dwaj chiopcy ktada na prostokatnym stole monety pieciogroszowe przy czym
moneta nie moze by¢ polozona na drugiej nawet czeSciowo. Przegrywa ten, ktory
nie moze dotozy¢ monety. Wykazaé, ze rozpoczynajacy gracz moze zapewnic
sobie wygrana, w tej grze.

Szkic rozwigzania. Pierwszy zaczyna od polozenia monety na $rodku stotu, a po-
tem kladzie monety symetrycznie wzgledem srodka stotu do potozonych przez

przeciwnika. Pierwszy wygra.

Skonstruowaé czworokat ABC'D majac dane boki AB, BC, CD i DA wie-
dzac, ze polprosta AC jest dwusieczng kata BAD .

Szkic rozwigzania. Zalézmy, ze AD < AB i ze <{DAB < 180°. Niech D’
oznacza punkt symetryczny do D wzgledem prostej AC'. Wtedy CD’ = CD,
D'B = AB — AD, co oznacza, ze znane nam sa wszystkie boki tréjkata D'BC'.

Mozemy go wiec skonstruowaé, nastepnie przedtuzajac bok BD’ otrzymaé punkt
A itd.

Ile osi symetrii moze mie¢ czworokat, niekoniecznie wypuktly?

Szkic rozwiqzania. Jasne jest, ze moze mie¢ dokladnie jedna o$ symetrii. Moze
to by¢ deltoid, ktéry nie jest rombem, niektérzy uwazaja, ze deltoid nie musi
by¢ wypukly i tak wlasnie zakladam w tym rozwiazaniu (na ogdt jednak przyj-
muje, ze zgodnie z tradycja deltoidy sa wypukle). Jedna os symetrii ma tez
trapez réwnoramienny, jesli nie jest rownoleglobokiem. Chodzi o to, ze obrazami
wierzchotkéw czworokata w symetrii przeksztatcajacej go na siebie musza, by¢
wierzchotki, bokéw — boki, katéw — katy, przekatnych przekatne itp. Jesli na
osi symetrii lezy jeden wierzchotek , to musi lezeé¢ jeszcze jeden, bo liczba tych
poza osiag musi by¢ parzysta. Wobec tego na osi symetrii moze nie leze¢ zaden
wierzchotek lub moga, leze¢ dwa wierzchotki czworokata.

Czworokat moze mie¢ dwie osie symetrii. Jesli obie zawieraja wierzchotki,
mamy do czynienia z rombem, jesli zaden wierzchotek nie lezy na osi symetrii
— z prostokatem. Jesli na jednej osi symetrii lezg wierzcholki, a na drugiej ich
nie ma, to wszystkie boki sa réwne: jesli wierzcholek A lezy na osi symetrii to
boki wychodzace z A sa réwne, jesli wierzcholki A, B nie leza na osi symetrii,
to albo 0§ symetrii jest symetralng boku AB, albo bok CD jest symetryczny
do boku AB wzgledem tej osi i wtedy AB = C'D . Jednak wtedy czworokat jest
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rombem symetrycznym, wzgledem prostej przechodzacej przez $rodki przeciw-
leglych bokdéw, wiec jest kwadratem, zatem ma cztery osie symetrii.

Stad juz tatwo wynika, ze doktadnie trzech osi symetrii czworokat mie¢ nie
moze, bo musiataby wéréd nich znalez¢ sie o§ zawierajaca przekatna (takie sa co
najwyzej dwie) oraz o$ przechodzaca przez $rodki dwéch przeciwleglych bokéw
(takie tez sa co najwyzej dwie), a jesli sa osi obu rodzajéw, to czworokat jest

kwadratem.
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Lublin, 21 wrzesnia 2013: réwnania i uklady réwnan

Twierdzenie 1 (o wielomianach symetrycznych)

Jesli f jest wielomianem symetrycznym zmiennych z i y, to istnieje taki wielo-
mian g zmiennych u i v, ze réwnosé g(z+y,xy) = f(x,y) ma miejsce dla dowolnej
pary liczb rzeczywistych (x,y).

Dowdéd. Wykazemy to twierdzenie przez indukcje wzgledem stopnia wielomianu f .
Jesli stopien jest réwny 1, to f(z,y) = ax + by + ¢. Poniewaz a + ¢ = f(1,0) =
=f(0,1) = b+ ¢, wiec a = b. Wobec tego f(z,y) = a(z + y) + ¢, wiec wystar-
czy przyja¢ g(u,v) = u + ¢, by przekonaé sie, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
wielomianéw stopnia pierwszego.

Zalt6zmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wielomianéw stopnia nie wiekszego
niz k i ze f jest wielomianem stopnia k + 1. Z twierdzenia o jednoznacznosci
wspoétezynnikow wynika, ze jesli w zapisie wielomianu f wystepuje sktadnik az"y?,
to wystepuje tez sktadnik ax®y”. Wystarczy wiec teze indukcyjna wykazaé jedynie
dla wielomianéw postaci az"y® 4+ ax®y”. Jedli 0 < r < s, to azx"y® + azx’y” =
=a(xy)"(y*~" + x5 "), zatem wystarczy w zadanej postaci przedstawi¢ wielomian
Yy~ + 2%, co jest mozliwe dzieki zalozeniu indukcyjnemu. Pozostaje jedynie roz-
patrzeé, ze wielomian z**! 4 y**1 . Mamy teraz
gl bl = gkl gk gk gkl (R g kel =

= (@ +y) " +y") -2yt + 457,
a ten wielomian mozna przedstawi¢ w zadanej postaci na mocy zalozenia indukcyj-
nego. i

Taki dowdd jest oczywiscie zbyt abstrakcyjny dla gimnazjalistéw, ale mozna
poéwiczy¢ na przykladach. A samo sformutowanie twierdzenia méwiacego, ze jesli
dwa wielomiany przyjmuja te same wartosci dla wszystkich liczb rzeczywistych, to
maja réwne wspolczynniki jest ksztalcace. Nawet jesli bedzie to dla wielomianéw
kwadratowych, a raczej wielomianéw stopnia nie wiekszego od 2:
jesli réwnosé ax®+bx+c = Ax?+ Bx+C zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x
to A=a, B=0b 1 C=c,

a po udowodnieniu mozna zauwazy¢, ze wystarczy zatozy¢, ze rownos¢ zachodzi dla
trzech réznych liczb z (dla wielomianu stopnia < 11 wystarczy dla 12 liczb).

Twierdzenie o wielomianach symetrycznych pozostaje w mocy dla dowolnej licz-
by zmiennych, ale wtedy trzeba zamiast u =z +y i v = xy moéwi¢ o zmiennych:

U =x1 + 22+ -+ Tk,

Uy = T1Ty + L1X3 + -+ + T1Tf + T2X3 + T2Tg + -+ + Tp—1Tk

U3 = r1T2x3 +X1Toxy + -+ Tp—2T 1Tk



U =1 T ... Tk,

zwanych elementarnymi wielomianami symetrycznymi.

28.

29.

30.

Czytelnik zauwazy, ze

(t+z)(t+z2)... (L4 aK) = up + tug—1 + -+ tFug + 7.

Dowiesé, ze jezeli k jest liczba naturalna, to
I+2)1+22)1+2Y) .. . 1+22)=14z+22+23+... +2™,
gdzie m jest liczba naturalna zalezna od k; wyznaczy¢é m. (IX OM)

Rozwigzanie. Teza wynika z tego, ze kazda liczba naturalna moze by¢ zapi-
sana w uktadzie dwojkowym w jeden tylko sposéb. Oczywiscie zachodzi réwnosé
m=1+2+224. .. +2F=2F1_17,

Rozlozy¢ na czynniki wyrazenie a(b— c)® 4+ b(c —a)® +c(a —b)3.  (IV OM)

Rozwigzanie. Widaé¢ od razu, ze wyrazenie przyjmuje wartos¢ 0, gdy a = b lub
b =c,lub ¢ = a. Wielomiany a — b, b —c i ¢ — a sa wzglednie pierwsze.
Wobec tego calosé jest podzielna przez iloczyn (a — b)(b — ¢)(c — a) . lloraz jest
wielomianem jednorodnym pierwszego stopnia zmiennych a, b, ¢, wiec ma postac
aa + Bb+ ~ye. lloraz jest tez symetryczny, tzn. zastapienie tréjki (a,b,c) jedna
z tréjek (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (¢,a,b) lub (¢, b,a) nie zmienia wartosci tego
ilorazu (licznik i mianownik moga zmieniaé¢ znak ale jednoczesnie). Wobec tego
rowniez wielomian aa + Bb+ ~vc jest symetryczny, a to oznacza, ze o = 3 = v
(przyjmujac a = 1,b—0, ¢ = 0 otrzymujemy te sama warto$¢, co po podstawieniu
a=0,b=1,¢=0 ipo podstawieniu a =0, b =0, ¢ = 1). Pozostaje znalez¢ «.
Niech @ = 0, b = 1, ¢ = 2. Wtedy a(b — ¢)> + b(c — a)® + c(a — b)? = 6
i (@a=b)(b—c)(c—a) =2, wiec a =% =3 i wobec tego 3 = a(0+1+2),
co oznacza, ze o = 1, zatem

a(b—c)®+blc—a)®+cla—0b)3
(a—b)(b—c)(c—a)

=a+b+c,

czyli a(b—c)® +b(c—a)® +cla—b)> = (a+b+c)(a—b)(b—c)(c—a)

Roztozy¢ na czynniki wyrazenie z4(y — 2) + y*(z —z) + 2*(z —y). (V OM)
Rozwigzanie. Widaé od razu, ze wyrazenie przyjmuje wartos¢ 0, gdy x =y lub
y =z, lub z = . Wielomiany * —y, y — 2z i z — x sa wzglednie pierwsze.
Wobec tego calosé jest podzielna przez iloczyn (z —y)(y — z)(z — x) . Iloraz jest
wielomianem jednorodnym drugiego stopnia, wiec ma postacé

Ax? 4+ By? + C2? + Daxy + Eyz + Fzx .

lloraz jest tez symetryczny: zastapienie tréjki (x,y, z) jedna z tréjek (z,z,y),
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31.

32.

(y,z,2), (y,z,2), (2,z,y) lub (z,y,x) nie zmienia wartosci tego ilorazu (licz-
nik i mianownik moga zmieniaé¢ znak ale jednoczesnie). Wobec tego réwniez
wielomian Ax? + By? + Cz% + Dxy + Eyz + Fzx jest symetryczny, a to ozna-
cza, ¢ A= B =C i D=FEF=F.Niech 2 =2, y=11i 2z =0. Wtedy
rty—2)+ytz—2)+ 2 (r—y) =14 oraz (z—vy)(y — 2)(z —z) = =2, wiec
otrzymujemy —7=5A+2D. Niech z =1, y = 0, z = —1. Tym razem
vy —2)+ vtz —a)+ 2z —y) =2, (x —y)ly —2)(z —x) = -2, wiec
—1=2A+ D, zatem A= -1, D= —1. Oznacza to, ze

at(y—2)+y'(z—2)+2(a—y) = (x—y)(y—2)(z—2)(—2?—y?~2
Wielomianu 22 + y2 + 22 + zy 4+ yz + zx przedstawi¢ w postaci iloczynu wielo-

2 qpy—yz—zx).

mianéw pierwszego stopnia nie mozna, bo
Py + 22 +aytyr =Lz +y)?+ (y+2)2+ (2 +2)?),
wiec to wyrazenie zeruje sie wylacznie wtedy, gdy z+y =y+2 = 2+x = 0, wiec

gdy © =y = 2z =0, a wielomian pierwszego stopnia trzech zmiennych zeruje sie

w nieskonczenie wielu punktach.

Dla jakiej wartoéci m wielomian x® + y3 + 2% + mayz jest podzielny przez
r+y+z? (VII OM)
Rozwigzanie. Jesli z = —x —y, to z+x+y = 0, wiec z podzielnosci wynika, ze

wtedy rowniez
0=234+9y3— (x+y)>+mayz =
=2’ +y’ —2® —y’ = Bwy(z +y) — may(x +y) = (m - 3)ay(x +y),

zatem m = 3 (réwno$¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y).

Rozlozy¢é na czynniki wyrazenie 3 + 32 + 23 — 32yz.
Rozwigzanie. Wielomiany 23413+ 2% —3xyz i x4+y+2 sa symetryczne, wiec ich
iloraz tez jest symetryczny. Oba sa jednorodne, wiec iloraz tez jest jednorodny.
Jasne, ze jest to wielomian jednorodny stopnia 2. Wobec tego ten iloraz jest
postaci az? + ay? + az? +bry +byz +bzx. Jedli =1, y= -1 2 =1, to
B+ —3ayz=4ix4+y+z2z=1,wiec 3a—b=4,jedli c=y=11
z2=0,t0 23+ >+ 23 -3zyz =2 i v +y+2z=2, wiec 2a+b = 1. Wobec tego
a=11ib=-1,czyli

B4yt +22 —3zyz=(r+y+2)(a?+y?+ 22 —ay—yz—2x2).
Wielomian 22 + 3% + 22 — 2y — yz — 2z rozkladalny nie jest, bo wielomian
pierwszego stopnia, trzech zmiennych zeruje sie w nieskonczenie wielu punktach
tworzacych plaszczyzne, a

Py —ry—yr -z =5((r -y + (y - 27+ (2 - 2)?),
wiec wyrazenie to jest réowne 0 wtedy i tylko wtedy, gdy * = y = z, a te

wszystkie te punkty leza na jednej prostej.
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33.

34.

35.

36.

Czy wielomian z%* + 233 + 222 + z'! 4 1 dzieli sie: przez wielomian z° — 1,
aprzez — zt + 3+ 22 +x+17

Rozwigzanie. Wielomian z** 4233 4222+ 2 +1 nie jest podzielny przez z°—1,
bo nie zeruje sie dla x = 1. Dzieli sie natomiast przez z* + 23+ 22+ 2+ 1, bo
0 —1=@"+ 1)@ 1) =@+ ) (z—-)(a* +23+ 22+ 2+ 1) oraz
R R 2 R R NP S RpT R | g

=220 - 1)+ 2323 - 1) + 222 - 1) + 2(20 - 1) =

= (210 — 1) (2*(@% + 220 + 210 + 1) + 23220 + 210 + 1) + 22210 + 1) + 2).

Roztozy¢ na czynniki z4(y? — 22) + y*(22 — 22) + 24(2? — ¢?).

Rozwigqzanie. Podstawiwszy = = +y lub = = £z, lub y = *z, otrzymuje-
my 0. Wielomiany z —y, v +vy, t —2, v+ 2, y— 2z i y+ 2 sa wzglednie
pierwsze i sa dzielnikami wyrazenia z(y? — 22) + y*(2? — 22) + 24(2? — 9?),

4,2 2 40,2 2y, A2 2y . . L
wiec iloraz = (w’; _);g(?gi_zf)();z_g) y) jest wielomianem. Oczywiscie zerowego

stopnia, wiec jest liczba. Podstawiajac * = 0, y = 1 i 2z = 2 otrzymujemy

40,242 40,21 2V0 4 (2 o2 .
Sl ) — 1 wiee at(y2—22) yt (2P —a?) 2 (a2 —y?) =

=—(2? =)y - 2) (P —2*) = —(@ -y @+ -2)y+2)(z-2)(z+2).

r+axy+y =11,
2y + xy? = 30.
Rozwigqzanie. Jasne jest, ze xy =5 i x+y =6 albo zy =6 1 z+y = 5.

Rozwiazaé¢ uktad réwnan {

Rozwiazaniami sa wiec pary (1,5), (5,1), (2,3) i (3,2) — wynika to wszystko

r+y==>b

sg pierwiastki réwnania
Ty =c

z tego, ze rozwiazaniami ukladu réwnan {

kwadratowego 22 —bx +c = 0.

2 —yz =3,
Rozwiazaé¢ ukltad réwnaii { y? — zz = 4,
22 —xy = 5.

Rozwigzanie. Odejmujac stronami pierwsze réwnanie od drugiego, a nastepnie
drugie od trzeciego otrzymujemy dwie réwnosci: (y — x)(x +y + 2z) = 1 oraz
(z—y)(x+y+2z)=1. Wynika z nich, ze z —y =y —x, czyli y = %(m—kz)
Podstawiajac te wartos¢ zamiast y w pierwszy i w trzecim rownaniu i mnozac
kazde z nich przez 2 otrzymujemy 6 = 222 — zz — 22 i 10 = 222 — 2z — 22.
Po pomnozeniu pierwszego réwnania przez 5 a drugiego przez 3 otrzymujemy
réwnoéé 10z2 — 5xz — 522 = 30 = 622 — 3zz — 322, wiec
0=1322 — 222 — 1122 = =(z — 2)(13z + 112).

Stad x = z lub 132411z = 0, w pierwszym przypadku mamy = =y = z, co jest
—%x, wiec y = —1—1150.
Podstawiajac otrzymane wielkosci do pierwszego rownania wyjsciowego ukladu

niemozliwe, bo wtedy 3 = 22 — yz = 0. W drugim z =
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37.

38.

39.

40.

108 2 _ 121

i — 2 _ 13 .2 _ 1082 121 i = +1L j
otrzymujemy 3 = x 51 = 1572°, zatem x 55 czyli x =+ 1 wobec
13

tego y:$% oraz z = F5 .

22 +y? + zy = 37,
Rozwiazaé uktad réwnan { 22 + 22 4+ xz = 28,

y? + 22 +yz = 19.
Rozwigzanie. Odejmujemy drugiego rownanie od pierwszego i trzecie od drugie-
go: (y—z2)(z+y+z2)=9i(x—y)(r+y+z2)=9,zatem y—z=2x —y, wiec
y = 3(x + 2). Odejmujemy trzecie réwnanie od pierwszego:

18=(z—2)(x+2z+1(x+2)) =3(2? —2?),

zatem 2 —2% = %-18 = 12. Z otrzymanej réwnosci i z drugiego réwnania wynika,
ze 22(12 4 22) = (22)? = (28 — 22 — 2%)? = (16 — 22?)?. Stad otrzymujemy:
0 =324 —76224+16% = 32%(22 —4) —64(22 —4) = (22 — 4)(32% — 64) . Wobec tego
p=£2102=28-12-2"=8lub z =5 i 22 =28-12-22 = - .
Wynika stad, ze rozwigzaniami moga by¢ jedynie cztery tréjki: (44, +3,£2),

(:F\l/—%, :F\/Lg, i\%) . Bez trudu sprawdzamy, ze sa one rozwiazaniami tego uktadu.

3 _
Rozwiazaé¢ uktad réwnan { Ve + Yy =4,
xy = 27.
Rozwigqzanie. 7 drugiego réwnania wynika, ze /x - Yy = 3, wiec YT =1

i Yy=3Mub JYr=31i Yy=1,wiecx=11iy=27lubax=27Tiy=1.

2 — xy —y? = —11,

(22 —y?)zy = 180.

Rozwigzanie. Jasne jest, ze liczby z? — y? i —zy sa pierwiastkami réwnania
kwadratowego 0 = 2 + 11t — 180 = ¢? + (20 — 9)t — 20 -9 = (¢ + 20)(t — 9).
Wynika stad, ze 22 —y?> = =20 i —zy =9 lub 22 — 9> =9 i —zy = —20.
2 wiec =20 =12%—y? =22 — %2, czyli
0 = z* + 2022 — 81 = (22 + 10)? — 181. Stad x® = —10 £+ /181, ale x> > 0,
wiec 2 = —10 + /181, zatem y% = 10 + V181, czyli = £V —10+ V181
i y=7Tv10+ v181. W drugim przypadku mamy 0 = z2—y*—9 = xz—%—Q =
= L (2" — 922 — 400) = & (z* — (25 — 16)z? — 25 - 16) = 5 (2? — 25)(2? + 16).
Wynika stad, ze * = 45 i y = £4. ZnalezliSmy cztery pary liczb, ktére moga

Rozwiaza¢ uklad réwnan {

W pierwszym przypadku mamy y = —

by¢ rozwiazaniami. Sprawdzamy, ze kazda z nich jest rozwiazaniem.

r+y+=z =9,
Rozwiazaé¢ uklad rownan { % + % + % =1,
Ty +yz + zx = 27.
Rozwigzanie. Mamy %—F%—l—% = W . Stad zyz = xy+yz+zx = 27. Dalej

(t—x)(t—y)(t—2) = 3= (x+y+2)t2+(xy+yz+za)t—ayz = =t3 -9t 4+ 27t—27 =

=(t — 3)3. Lewa strona przyjmuje wartos¢ 0 dla t =z, t =y lub t = z, prawa
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41.

42.

tylko dla ¢ = 3. Wobec ich réwnosci mamy =z = y = 2z = 3. Jest to jedyne
rozwiazanie ukladu wyjsciowego.

Mozna rozwiazywac nieco inaczej. Niech u = x4+ vy, v = xy. Wtedy z =
9—u, v+u(9—u) =271 v(9—u) =27, zatem
0=(9—u)27 —u(9—u)) — 27 = —u(9 —u)? +27(9 —u) — 27 =
= (9—u)3—9(9—u)2+27(9 —u) — 27 === 13 — Ju? + 27w — 27 = (w—3)3,
wiec w =3, wtedy u =6, v=9, 2=3. Wynika stad, ze t+y=6 1 2y =9,
zatem 0 =9 —xz(6 —2) =9 —6x + 2% = (3—2)>. W koficu =z =y =3.

r+y+z =9,
Rozwiazaé¢ uklad rownan { Ty + Yz + zx = 26,
TYZ = 24.

Rozwigzanie. Mamy (t—x)(t—y)(t—z) = 2 —(v+y+2)t2+(zy+yz+za)t—ayz =
=t> — 9t? + 26t — 24 = =(t — 2)(¢* — Tt + 12) = (t — 2)(¢t — 3)(¢t — 4). Wynika
stad, ze x =2, y =3, z =4, tzn. (z,y,2) = (2,3,4) lub (z,y,2) = (2,4,3),
lub (z,y,2z) = (3,2,4), lub (z,y,2) = (3,4,2), lub (z,y,2) = (4,2,3) lub
(x,y,2) = (4,3,2).

Oczywiscie druga metoda z poprzedniego zadania tez dziata, ale nie bedzie-

my jej powtarzac.

x® —y° =992,

Rozwiazaé¢ uktad réwnan {
r—y =2

Rozwiqzanie. Mamy 496 = mi_:g = 2t + 23y + 2%y + zy® + y* . Wobec tego
zachodzi réwnosé x? + 23y + 22y? + xyd + y* = 496 = 16 - 31 = 31(z — y)* =
=31(z* — 423y + 62%y? — 4293 + y*) , zatem 30z* — 12523y + 1852%y? — 1252 +
30y* = 0. Przyjmijmy x = ty — mozna, bo y # 0 (dlaczego?). Po podstawieniu
i skréceniu przez 5y otrzymujemy 6t* — 25¢3 4+ 372 — 25t + 6 = 0. Zachodza
réwnoscei 6-2% —25.234-37-22-25.246=2(6-23-25-22+37-2-25+3) =
=22(6-2%2 —25-2+37—11) = 23(6-2 — 25 + 13) = 0. Liczba 2 jest wiec
pierwiastkiem réwnania 6t* — 25t3 + 372 — 25t + 6 = 0, wiec liczba % tez jest
pierwiastkiem tego réwnania. Mamy (t—2)(2t—1) = 2t2—5t+2. Po podzieleniu
otrzymujemy 6t — 25¢3 4 372 — 25t + 6 = (2t2 — 5t + 2)(3t? — 5t + 3) . Poniewaz
3t2—5t+3=3(t—2)2+3-3-22 >3- 2 > 0, wiec albo y = 2z albo = = 2y.
Jedli y = 2z, to 0 = at+23y+a2y? +oy3+y*—496 = (1+2+4+8+16)2*—496 =
=31(z*—16). Wynika stad od razu, ze = 2 i wtedy y = 4 lub z = —2 i wtedy
y = —4. Para (2,4) nie spelia wyjsciowego uktadu, a para (—2,—4) — spehia.
Jedli z =2y, to 0 = at+23y+a2y? +oy3 +y* —496 = (16+8+4+2+1)y* —496 =
=31(y* — 16), zatem y =2 i wtedy z =4 lub y = —2 i wtedy = = —4. Para
(—4,—2) nie spelia uktadu wyjsciowego, a para (4,2) — spelmia. Mamy wiec

dwa rozwiazania wyjsciowego ukladu: (—2,—4) i (4,2).
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43.

44.

45.

46.

Mozna uklad rozwigzaé¢ nieco inaczej. Mamy
ot + 23y + 229y% + 2y + yt — 496 = (x — y)* + 5y — 5a%y? + Sxy® — 496 =
=(z —y)* + bzy((z — y)* + zy) — 496 = 16 + Szy(4 + zy) — 496 =
= 5(zy)? 4 20(zy) — 480 = 5((xy)? + 4(zy) — 96) = 5((xy + 2)® — 100) .
Wynika stad, ze xy =8 lub xy = —12, wiec
O=yly+2)-8=(y+1)*-9=(y—2)(y+4) lub
O=yly+2)+12=(y+1)2+11>11.

Otrzymujemy wiec te same rozwiazania, co poprzednio: (4,2) i (—2,—4).

(#° +9°)(2* +y?) = 2a°,
rT+y=a.
Rozwigzanie. Jesli a =0 i y = —x, to uklad jest speliony i innych rozwigzan

Rozwiazaé¢ uktad réwnan {

w tym wypadku nie ma. Dalej zakladam, ze a # 0. Ze znanej réwnoéci z3+1> =
=(z + y)(z? — 2y + y?), wynika wiec, ze 2a* = (2% — zy + y?)(2® + ?) =
=((z+y)* = 3zy)((z+y)* —2zy) = (a® —3zy)(a® —22y) = a* —5(zy)a’+6(zy)?,
wiec 0 = a* + 5(zy)a® — 6(zy)? = (a® + 62y)(a® — xy), zatem albo 6zy = —a?
albo a? = zy. Wobec tego 0 = 22 —ax——2 = (z—%)? —5i ix= “ig\/ﬁ

y=2F9%V15,albo 0 =22 —az+a® = (z— %)%+ 3a? > 0, co jest niemozliwe.

=1
Rozwiazaé uklad réwnan { i ﬁ"\'/% - 1;

Rozwigzanie. Poniewaz © >0, y>0iz+y=1,wiecc 0<2<1i0<y<1.
Stad wynika, ze 0 <2 < V2 i 0<y <Vy, wiec l=2+y < Vo +Vy=1.
Wobec tego vV =z i Vy =y. oznacza to, ze =0 lub =1 oraz y =0 lub
y =1. Wobec tego albo t=01iy=1,alboxz=11y=0.

Rozwiazaé¢ uktad réwnan { f; 1%2 Z z;}’

Rozwigzanie. Mamy 0 < (u — v)? = u? +v? — 2uv, zatem 2uv < u? +v? przy
czym ta nieréwno$¢ staje sie rownoscia wtedy i tylko wtedy, gdy u = v. Wobec
tego 2xy < 222 + 2y? = 2uv < u? + v? = zy. Poniewaze zy = u® +v? > 0
i 22y < a2y, wiec 2y = 0. Co wiecej 0 = 22y < 22 + 3% < a2y = 0, zatem
r=y=0.

T+ Yy =uv,

U+ v =Y.
Rozwigzanie. Jesli 0 € N, to trzeba rozwazy¢ przypadek, ze co najmniej jedna

Rozwiazaé¢ w liczbach naturalnych uktad {

z czterech niewiadomych jest zerem. Niech np. u = 0. Wtedy =z +y = 0, wiec
xr =1y =0.Rowniez v =2y — u = 0. Dalej zakladam, ze wszystkie niewiadome
sg dodatnie. Mamy

O<(u—-1DNw-1)=w—-(ut+v)+l=ax+y—azy+1=2—(z—1)(y—1),
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47.

zatem (z—1)(y—1)=0, (z—1)(y—1)=1albo (z—1)(y—1)=2.

Jesli x =1,to (u—1)(v—1)=2,wiccu=21v=31lubu=31v=2
oraz y = uv — x = 5. Analogicznie, gdy y =1,to x =5 i u=2, v =3 lub
u=3, v=2.

Jesli e =2=y,to (u—1)(v—1)=1, wiec u=2=0w.

Jesli x =2, y=3 albox =3, y=2,t0 (u—1)(v—1)=0, wiec u=1 1
wtedy v =5 lub v =1 i wtedy u=5.

z+y . 2a
. , ; , - 2 . . qe .
Rozwiazaé uktad réwnan { 1;_? 1455” gdzie a,b sa danymi liczbami rze-
l—zy — 14627

czywistymi.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze jesli para(z,y) jest rozwiagzaniem uktadu réwnan,
, .. 11 . . . . . 1/a o a

to réwniez para ( y) jest jego rozwiazaniem. Mamy tez {75z = 1957 -

T
Mozemy wiec zakladaé bez straty ogdlnosci, ze |a| <1 i analogicznie |b] < 1.

Jesi a=1,t0o x+y=1+2ay czyli (1—2z)(1 —y)=0.Jezeli x =1, to

% = 1:—5, zatem b = 1. Uklad jest spelniony przez kazda pare liczb postaci
(Ly). Jesli y =1, to % = ff_; = —1, zatem b = —1 i wtedy kazda para

liczb postaci (z,1) jest rozwiazaniem uktadu réwnan.

Jesli a = —1,to 142y = —(x+y), wiec (14+z)(1+y) =0, zatem = = —1 i
wtedy b= —1lub y = —1 i wtedy b= 1. W pierwszym wypadku rozwiazaniami
sa pary postaci (—1,y), a w drugim — postaci (z,—1).

Podobnie, mozna przedyskutowa¢ przypadki b =11 b= —1. Gdy b =1
rozwigzaniami sa pary postaci (1,y), gdy a = 1 oraz (z,—1), gdy a = —1.
Przypadek b = —1 mozna sprowadzi¢ do przypadku b = 1 przez jednoczesna
zmiane znakéw obu niewiadomych.

W dalszym ciagu zakladamy, ze |a|] < 1 i [b] < 1. Istnieja takie liczby
a>0,3>0,% a= 2% ib= 575, Z zalozeni o liczbach a i b wynika,
ze x,y ¢ {—1,0,1}. Mozna wiec napisaé¢, = = Z—:& dla pewnego u ¢ {0,1}.
Analogicznie y = =1 dla pewnego v ¢ {0,1}. Wtedy

v+1
u—1 v—1
r+y oy Teq | uwv—1
- u—1 v—1 :
Ltzy 1407 073 wtl
: i T—Y . u—v 2a _ a®—1 : 2b _ B*-1 £ : : :
Analogicznie T2y = utv> Tha® = o211 } 1162 = 51 - Roéwnania przybieraja
wiee posta¢ W=l — =1 tu—v _ 4-l _ PPl 7 oo emanveh réwnosci i 162
e p uv+1l T o410 wutv T 241 T BE41C y Y
nowartosciowosci funkcji t +— ;—} =1- t% wynika, ze uv = o? i o= B2,
. 2 . .
Stad u? = o232 i UQZ%,zatem u=af i U:% lub u = —af i v:—%.
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48.

, s . _ a— . . _ 1+a . . _ 1+b .
Z réwnosci a = 57 wynika, ze a = {7 . Analogicznie § = 1 . Otrzymujemy

a+1
L af-1 -1 (404 —(1—-a)(1-b)  a+b
af+1 edtbig (14+a)(1+b)+(1-a)(l-b) 1+4ab
oraz
yos -l Tl (49(-b-(1-a0+h) _a-b
§+1 ety (I+a9(d-b0)+(1-a)(l+b) 1-ab
ab —ab
luba:—H' iy =-"=2.

Podamy jeszcze Jedno rozwiazanie tego zadania, bo mozna spodziewaé sie,
ze nie wszyscy czytajacy tekst wpadna od razu na pomyst podstawien uzytych
w przedstawionym rozwigzaniu. Jest on w istocie rzeczy naturalny, ale tylko
z punktu widzenia oséb, ktore wiedza, co to jest tangens hiperboliczny i znaja
wzory na tangens hiperboliczny sumy dwu liczb (bardzo podobne do wzoru na
tangens sumy dwoch katow). Nizej prezentujemy rozwiazanie wymagajace jedy-
nie cierpliwego przeksztalcania wzorow wygladajacych mato zachecajaco. Jednak
drobny pomyst skraca przeksztalcenia.

Zaczynamy od wyznaczenia x z pierwszego réwnania: x = ?j_az—%y Te
wielko$¢ wstawiamy do drugiego rownania pomnozonego przez mianowniki:

0= (1+b2)((2a—y—a2y)—y(1+a2—2ay))—2b((1+a2—2ay)—y(2a—y—a2y)) =
2( (1+02) — b(1+a2)—((1+a2)(1+b2)—4ab)y—i—(a(1+b2)—b(1+a2))y2>

- 2<(a —b)(1 —ab) — ((a —b)® + (1 — ab)?)y + (a — b)(l - ab>y2) -
=2(a—b—(1—ab)y)((1 —ab) —y(a—1b)), zatem y = _“bb :
(X129 =1,
T3 = 2,
3Ly = 3,

Rozwiaza¢ uklad rownan

\ TpL1 = N.
Rozwigqzanie. Zalézmy, ze n jest liczba parzysta. Niech n = 2m dla pewnej

liczby naturalnej m > 0. Mnozac pierwsze rownanie przez trzecie, potem przez
piate itd. otrzymujemy x1 - xo-x3-Xg-... Tom-1 Tom =1-3-5-...-(2m—1),
zas mnozac drugie przez czwarte, potem przez széste itd otrzymujemy xo - x3 -
Ty Ty Toam—2 Tom—1 Tom X1 =2-4-6-...-2m#1-3-5-...-(2m—1),
co oznacza, ze w tym wypadku uklad rozwiazan nie ma.

Teraz zajmiemy sie nieparzystym n. Niech n = 2m + 1. Mnozac wszystkie
réwnania stronami otrzymujemy

2.2 .2 .2 2 2
L] T5 T XL e Xy, Ty = (2m 4 1)L
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49.

50.

Mamy zatem
X1 X2 X3 Ty .. Tom - Tomil = \/m

Iloczyny kazdych dwu kolejnych niewiadomych sa dodatnie, wiec wszystkie liczby
X1,%2,...,Tom+1 maja ten sam znak. Ciag liczb z1,29,..., 29,41 jest roz-
wigzaniem uktadu wtedy i tylko wtedy, gdy Ciag liczb —x1, —22,..., —Zom+1
jest rozwigzaniem ukladu. Znajdziemy dodatnie rozwiazania. Mnozac pierwsze
réwnanie przez trzecie, potem przez piate itd. az do ostatniego otrzymujemy
Ty To T3 Ty oo Tome1 -1 = 1-3-5-...-(2m + 1). Wynika stad, ze

_ 1:3:5-..-(2m+1) . . . . '
r1 = e Pozwala to na obliczenie kolejnych niewiadomych:

— 1 — 2 _ -3 _3. 1 _ 4 _ 42 — 5 _ 53 1
Ty= 4o, T3= - =201, T4= - =5 5,05 = - = 3 01, T6= - = 15 7>
_ 6 _ 642 _ 7 _ 753 1 ;
T7 = oo = 53 T1,T8 = - = gin oy itd.

Dowieéé, ze jesli a® +c2 =1 =0*+d?> i ab+cd = 0, to |ad — be| = 1,
a2+ =1=c?+d*iac+bd=0.

Rozwigzanie. Z réwnosci

Ad? = (—ab)? =a?* =(1-c2)(1—-d*)=1—c*—d* + ?d?

wynika od razu, ze ¢ +d? =1.Stad a®>+b%> =1-c>+1—d?> =2—1=1. Mamy
(ad—bc)? = a?d? —2abed+b?c? = a?(1—b%)—2ab(—ab)+b*(1—a?) = a®+b> = 1.
Réwniez (ac + bd)? = a?c? + 2abed + b*d? = a?(1 — a?) — 2a?b? + b2(1 — b?) =
=a?+ b — (> +0*)?=1-1=0.
Mozna tez uzyé¢ trygonometrii (w liceum). Poniewaz a? + ¢ = 1, wiec istnieje
taka liczba a/, ze a = cosa i ¢ = sin«. Istnieje tez taka liczba (3, ze b = cos 8
id=sinf. Mamy 0 = ab+ ¢d = cosacosf + sinasinf = cos(a — [3). Stad
wynika, ze istnieje taka liczba catkowita n ze a — 3 = 7 + nw. Wobec tego
cosa = cos(f+ 5 +nmw) = (—1)"cos(B+ Z) = (—1)"sin 3 oraz
sina = sin(8 + § +nm) = (—1)"sin(8 + §) = (—1)" cos 3.
Mamy wiec
a® +b? = cos® a + cos? f = cos? a + sina =1,
A +d?=sina+sin®’f=sin®a+cos?a =1,
ad — be = cos asin § — cos Bsin o = sin(f — @) = sin(—5 —nw) = (—=1)"*! oraz
ac + bd = cos asin o + cos Bsin 3 = (—1)?"*! cos Bsin B + cos Bsin f = 0.

Dowiesé, ze jedli a2 +c2 =1 =0b>+d? i ab+ cd = —%, to zachodzi wzor
a?+ab+b>=c®+cd+d?. (XX OM)
Rozwigzanie. Zachodza nastepujace rownosci:

1—a? -0 +a%? =(1-a?)(1-0%) =2d? = (—ab— 1)> =ad®? +ab+ 1,
zatem a’® +ab+b%> =1 — 1= % . Wobec tego

1
Ated+d*=1-a>-5—ab+1-b>=3—(a>+ab+b*) =3 -

NI
I
N
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Mozna tez skorzystac¢ z wzoréw trygonometrycznych, ktére kiedys milodziez
licealna znala, a teraz ma w tablicach maturalnych. Niech a = cosa, ¢ =sina,
b=cosf3, d=sin3 — takie liczby «, 3 istnieja, bo a® +c?> =1 = b? +d?>.

Mamy —% = ab+ cd = cosacos f + sinasin § = cos(a — 3) . Wynika stad,
ze a— = j:2—7T + 2nm dla pewnej liczby catkowitej n. Wobec tego
cosa = cos(B £ & + 2n7) = cos(B £ ) =

—cosﬂcos :Fsmﬁsm %cosﬁq:‘@sinﬂ.

Mozemy teraz napisaé

a? + ab + b* = cos? a + cos acos 3 + cos? 3 =

= (— lcosﬁ:F \égsinﬁ) +cosﬁ( — —COSB:F 5 smﬁ) + cos? 3

= cos B:I:‘[cosﬁsmﬁ—l— sin? 5 — cos ﬁ:F 3 cos Bsin B + cos? B =

= Zcos 243 5 sin 2p=3
Uwaga. Pokazalismy rozwiqzania trygonometryczne w dwoch ostatnich zadaniach, bo
co prawda uczniowie liceum (tym bardziej gimnazjum) o nich nie pomysla, ale na-
uczyciel moze z tej metody skorzystaé, by rozwigzac zadanie w jakikolwiek sposob,
a potem ewentualnie przerobié¢ rozwigzanie na dostepne dla uczniow. Kiedys opero-
wanie wzorami trygonometrycznymi byto rzeczq naturalng w szkotach, doktadniej w
dwu ostatnich klasach czteroletniego LO, jeszcze wczesniej, przed wynalezieniem lo-
garytmow w X VII wieku, uZywano ich do obliczen, wiec czes$é ludzi bardzo sprawnie

nimi operowata.

51. Dowieéé, ze jesli a® +c? =b?+d?> i ab+cd=0,t0 a==+d i b= Fec.
Rozwigzanie. Zachodza réwnosci
0=c*d* —a??> = (B +d* —a®)(V* + &> — b*) =
= (b* +d*)? — (a® + b2)(b2 +d?) + a®b* — a’b* =

= (b2 +d*)(0* + d* — a® — b?) = (b* + d*)(d* — a?),
zatem d? = a?, czyli a = £d. Poniewaz a? + ¢ = b? + d? = b? + a?, wiec
c? = b?. Stad i z réwnosci ab = —cd wynika, ze b = Fc.

Uwaga. W zasadzie powtarzamy tu zadanie 49. Teze mozna wypowiedzie¢ geometrycz-
nie: jesli wektor [b,d] jest prostopadly do wektora |a,c] i oba majq te samaq diugosé,
o [b,d] = £[—c,a]. To, ze warunek ab+ cd =0 nadaje sie na tatwe zadanie na za-

stosowanie twierdzenia Pitagorasa do trojkata o wierzchotkach (0,0), (a,c) i (b,d).

52. Dowiesé, ze jesli a®>+k%+p? = b2+m?+¢* = 2 +n?+r? = d?, ab+km+pg =0,
bc+mn+qr=0iac+kn+pr=0,d>0,toa=+"7" k= i#
i p::i:bn;lcm-

Rozwigzanie. Zachodza réwnosci

(mr —nq)? + (cq — br)? + (nb — me)? =
= (mr)? + (nq)? + (cq)?® + (br)? + (nb)? + (mc)? — 2mngr — 2bcqr — 2bemn =
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53.

= (be)? + (bn)? + (br)? + (mc)? + (mn)? + (mr)* + (q¢)* + (qn)? + (q7)* —
— (be)? — (mn)? — (qr)? — 2mnqr — 2bcqr — 2bemn =
=0 +m?2+ @) (A +n?+1r?) —(be+mn+qr)?=d* - d*> - 0% =d*.
Wynika stad w szczegdlnosci, ze co najmniej jedna z liczb mr — ng, cq — br,
bn — cm jest rézna od 0. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze jest nia cq — br.
Z réwnosci ab + km +pg =0 1 ac+ kn + pr =0 wynika, ze
0 =q(ac+ kn+ pr) — r(ab+ km + pq) = a(cq — br) + k(ng — mr).

7 poprzedniego zadania wynika, ze istnieje taka liczba t # 0, ze

a=—t(ng—mr)=t(mr—nq) i k=1t(cqg—br).
7 réwnosci ab+ km +pqg =0 i ac+ kn + pr = 0 wynika, ze
0 =b(ac+ kn +pr) — c(ab+ km + pq) = k(bn — cm) + p(br — cq) =

= t(cq — br)(bn — em) + p(br — cq) = (cq — br)(t(bn — em) — p) .
Wobec tego p = t(bn — cm) . Poniewaz

d? = a? + k% +p? = 2(mr — ng)? + t3(cq — br)? + t2(em — bn)? = t2d*,

wiec t = j:é .
Uwaga. Mozna oczywiscie napisaé podobne wzory na b,m,q lub c,n,r w zalez-
nosct od pozostatych wielkosci. Zadanie mozna wypowiedzie¢ w jezyku geometrii.
Dane sq trzy wektory o rownej dlugosSci, wzajemnie prostopadte. Wtedy kazdy
z nich jest rowny z doktadnosciq do znaku iloczynowi dwdch pozostatych podzie-

lonemu przez wspolng dtugosé wyjsciowych wektorow.

Dowies¢, ze jesli b2 +m?2 + q2 =1, bc +mn + gr =0,
4+n? +r2=1 ca+nk +rp=0,

a? +b> 4% =1, {ak+bm+cn:0,
i

a?+k? +p? =1, {ab+km+pq:0,
i

to ¢ K24+ m?2+n?=1, kp + mq + nr =0,

pPP+q¢® +r7=1 pa+qgb +rc=0.
Rozwigqzanie. To zadanie jest trudne nawet dla dobrego ucznia w LO, chociaz
rozwiazanie nie bedzie diugie. Metoda rozwiazania pokazana ponizej moze tez
byé¢ uzyta w celu rozwiazania zadan 49 — 51. W pewnym sensie jest najbardziej
naturalna.

Bedziemy korzysta¢ z rezultatu uzyskanego w poprzednim zadaniu. Przyj-
mujemy teraz a = mr —qn, k = qc—br i p = bn —mc. Majac te wzory bez
trudu sprawdzamy, ze teza ma miejsce. Na przyklad
a? + b2+ = (mr —ng)? + 0%+ =m?r? + n?¢®> — 2mngr + v* + 2 =
=m?r? +n2q¢® + mn(bc + mn) + qr(bc + qr) + b* + c* =
=m?r? 4+ n2¢® + m?n? + ¢®r?2 + be(mn + qr) + b2 + % =
=m?( +n?+712) + (A +n?+12) - 2(m? + ¢?) + be(—be) + b? + ¢ =
= — AP mi )+ = mi R — R+ = Ami g =1,
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Analogicznie uzyskujemy réwnosci k2 +m?+n?=11ip?+¢* +r2=1.
Teraz udowodnimy, ze ak+bm~+cn = 0. Po podstawieniu odpowiednich wielko$ci
za a,b,c otrzymujemy

ak +bm + cn = k(mr — nq) + m(np — kr) + n(kq —mp) =0.
Podobnie sprawdzi¢ mozna pozostale rownodci, ale nie trzeba tego robié, bo
mozna zauwazy¢, ze zarowno zatozenia jak i teza sa symetryczne, co pozwala po

prostu zastapic¢ jedne litery innymi.
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