
Lublin, 21 września 2013: przekszta lcenia geometryczne i niezmienniki

MichaÃl Krych

21 września 1899 r. we Lwowie urodzi l sie↪ Juliusz Schauder. Zamordowali go we

wrześniu lub na pocza↪tku października 1943 r. Niemcy. Podobnie jak w wypadku

wielu innych osób żydowskiego pochodzenia nie jest znana dok ladna data śmierci.

Doktoryzowa l sie↪ we Lwowie, promotorem by l Hugo Steinhaus. Uogólni l twierdze-

nie Brouwera o punkcie sta lym na przypadek nieskończenie wymiarowy, a później

wspólnie z J.Lerayem rozwina↪ l teorie↪ indeksu zwanego dzís indeksem Leray–Schau-

dera. Teoria pozwala m. in.na dowodzenie istnienia rozwia↪zań równań różniczkowych.

Uzyska l też wiele innych wyników. Jest jednym z najbardziej znanych na świecie ma-

tematyków polskich, choć np. ja nie wiedzia lem przez czas pewien, że on pochodzi ze

Lwowa, a twierdzenie o punkcie sta lym zna lem, oczywíscie wraz z dowodem. Wydaje

sie↪, że jego nazwisko pozostanie w matematyce na trwa le.

Poniżej jest pewna liczba zadań. Każde z nich jest opatrzone szkicem rzowia↪zania

lub pe lnym rozwia↪zaniem. Niektóre rozwia↪zania zosta ly skopiowane z broszur na-

pisanych przez profesora dr Stefana Straszewicza — faktycznego twórce↪ Olimpiady

Matematycznej. To dotyczy pierwszych dwudziestu Olimpiad. Kilka rozwia↪zań zadań

z naste↪pnych Olimpiad, XXI XXII pochodzi z tekstów autorstwa prof. dr Jerze-

go Browkina. W nielicznych przypadkach zredagowa lem rozwia↪zanie nieco inaczej, z

różnych przyczyn.

Tekst zostanie jeszcze poszerzony o rysunki, których na razie nie mia lem kiedy

wykonać. Be↪de↪ go jeszcze sprawdzać, co może doprowadzić do usunie↪cia b le↪dów, które

w zasadzie zawsze sie↪ pojawiaja↪ wbrew mej woli. Osobom, które zauważy lyby

jakieś b le↪dy i poinformowa ly mnie o tym be↪de↪ bardzo wdzie↪czny.

Cześć zadań jest za trudna dla gimnazjalistów nawet tych, którzy aktywnie

uczestnicza↪ w dodatkowych zaje↪ciach, np. kó lkach. Jednak uzna lem, że warto je za-

mieścić. Na ogó l dlatego, że mi sie↪ podobaja↪. Poza tym prowadza↪cy kó lko może cza-

sem z jednego zadania zrobić dwa lub trzy  latwiejsze, a czasem zadanie za trudne do

samodzielnego rozwia↪zania w domu można rozwia↪zać zespo lowo podsuwaja↪c m lodzie-

ży pewne pomys ly albo krytykuja↪c ich podej́scie, co też może naprowadzić uczniów

na w laściwy trop.

1. Skonstruować trójka↪t o danych wysokościach hA , hB i hC .

Szkic rozwia↪zania. Konstruujemy trójka↪t podobny do poszukiwanego — mamy

dane stosunki boków, bo boki sa↪ odwrotnie proporcjonalne do wysokości.

2. Skonstruować trójka↪t o danych środkowych mA , mB i mC .

1



Szkic rozwia↪zania. W trójka↪cie którego bokami sa↪ odcinki o d lugościach 2
3mA ,

2
3mB i 2

3mC środkowymi sa↪ po lówki boków poszukiwanego trójka↪ta. Jeśli S

jest środkiem cie↪żkości trójka↪ta ABC , C1 jest takim punktem , że środkiem

odcinka CC1 jest S , to AS = 2
3MA , SC1 = 2

3MC i AC1 = 2
3MB .

Uwaga: Konstrukcja trójka↪ta o danych dwusiecznych jest niewykonalna.

3. Dany jest ka↪t wypuk ly <) A1BC1 i punkt X leża↪cy wewna↪trz ka↪ta <) A1BC1 .

Skonstruować trójka↪t ABC , którego wierzcho lek A leży na pó lprostej BA1 ,

wierzcho lek C — na pó lprostej BC1 , którego środkiem cie↪żkości jest punkt X .

Szkic rozwia↪zania. Znajdujemy najpierw środek Mb boku AC korzystaja↪c

z tego, że X dzieli środkowa↪ w stosunku 2 : 1 . Przez punkt Mb prowadzimy

równoleg le do ramion ka↪ta. W przecie↪ciu z ramionami sa↪ środki Ma i Mc szu-

kanych boków.

4. Wewna↪trz ka↪ta wypuk lego <) M1ON1 znajduja↪ sie↪ punkty A i B . Skonstruować

równoleg lobok AMBN , którego przeka↪tna↪ jest odcinek AB a wierzcho lki M,N

leża↪ na pó lprostych OM1 i ON1 odpowiednio.

Rozwia↪zanie. Środek odcinka AB jest też środkiem odcinka MN . Znajdujemy

punkty M i N jak w poprzednim zadaniu.

5. Dany jest ka↪t wypuk ly <) A1BC1 i punkt X leża↪cy wewna↪trz ka↪ta <) A1BC1 .

Skonstruować trójka↪t ABC , którego wierzcho lek A leży na pó lprostej BA1 ,

wierzcho lek C — na pó lprostej BC1 , którego ortocentrum (punkt wspólny wy-

sokości) jest punkt X .

Rozwia↪zanie. Przez punktX proadzimy proste prostopad le do boków trójka↪ta.

W przecie↪ciu otrzymujemy wierzcho lki szukanego trójka↪ta.

6. Pole trójka↪ta T jest równe S . Wyznaczyć pole trójka↪ta, którego bokami sa↪
środkowe trójka↪ta T .

Rozwia↪zanie. Niech Ma oznacza środek boku BC trójka↪ta ABC , a M

— jego środek cie↪żkości. Niech A′ oznacza punkt symetryczny do M wzgle↪dem

punktu Ma . Czworoka↪t CMBA′ jest równoleg lobokiem, bo jego przeka↪tne

po lowia↪ sie↪ wzajemnie. Pole trójka↪ta MBA′ jest równe polu trójka↪ta CMB ,

a to pole jest równe jednej trzeciej pola trójka↪ta ABC . Bokami trójka↪ta MBA′

sa↪ odcinki równe dwóm trzecim odpowiednich środkowych trójka↪ta ABC , wie↪c

jego pole to 4
9 pola trójka↪ta utworzonego ze środkowych. Wobec tego pole

trójka↪ta utworzonego ze środkowych to 3
4 pola trójka↪ta wyj́sciowego.

7. W dany kwadrat wpisać taki kwadrat, którego jeden bok lub jego przed lużenie

przechodzi przez dany punkt K . (II OM).
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Szkic rozwia↪zania. Wierzcho lki kwadratu MNPQ wpisanego w dany kwa-

drat ABCD leża↪ na różnych jego bokach: M na boku AB , N na boku BC

itd. Nietrudno zauważyć, że odcie↪te trójka↪ciki MBN , NCP , PDQ i QAM

sa↪ podobne (bo ka↪ty w kwadracie MNPQ sa↪ proste) i maja↪ równe przeciw-

prostoka↪tne, zatem sa↪ przystaja↪ce. Sta↪d wynika, że środki obu kwadratów po-

krywaja↪ sie↪. Obracaja↪c kwadraty wokó l wspólnego środka o 90◦ otrzymujemy

wyj́sciowe kwadraty. Punkt K przy obrocie przechodzi na punkt L . Jeśli punkt

K leży na prostej MN , która po obrocie trafia na prosta↪ NP , to L leży na

NP . Ka↪t LNK jest prosty, wie↪c punkt N leży na okre↪gu o średnicy LK , wie↪c

jest punktem wspólnym prostej BC i okre↪gu o średnicy KL .

Szczegó ly pozostawiamy Czytelnikom. W tym uzasadnienie tego, że kon-

strukcja jest wykonalna, gdy punkt K nie leży wewna↪trz okre↪gu wpisanego

w kwadrat, którego wierzcho lkami sa↪ środki boków czworoka↪ta ABCD .

8. Zbudować czworoka↪t ABCD maja↪c dane d lugości boków AB i CD oraz ka↪ty

czworoka↪ta. (III OM)

Szkic rozwia↪zania. Jeśli czworoka↪t jest równoleg lobokiem, to istnieje nieskończe-

nie czworoka↪tów spe lniaja↪cych na lożone warunki lub żaden (np. jeśli ka↪ty wyzna-

czaja↪ równoleg lobok, ale AB 6= CD . Konstrukcja równoleg loboku jest bardzo

prosta: wybieramy odcinek AB na jednej prostej równoleg lej, z jego końców pro-

wadzimy pod odpowiednimi ka↪tami dwie proste, które przecinaja↪ równoleg la↪ do

danej (dowolnie wybrana↪) wyznaczaja↪c na niej odcinek CD . Jeśli AB 6= CD ,

to proste AC i BD maja↪ punkt wspólny E . Możemy skonstruować trójka↪ty

ABE i DEC (znamy jeden bok i wszystkie ka↪ty), a potem — maja↪c d lugości

odcinków AE , BE , CE i DE umieścić oba trójkaty na jednym rysunku.

9. Dowieść, że jeśli w czworoka↪cie wypuk lym odcinek  la↪cza↪cy środki przeciwleg lych

boków jest średnia↪ arytmetyczna↪ dwóch pozosta lych boków, to czworoka↪t jest

trapezem.

Rozwia↪zanie. Niech kolejnymi wierzcho lkami czworoka↪ta be↪da↪ punkty A , B ,

C i D . Niech P oznacza środek boku BC , a Q — boku DA oraz niech

PQ = 1
2 (AB + CD) . Niech E oznacza taki punkt p laszczyzny, że EA ‖ DC

i EA = DC , przy czym czworoka↪t EADC jest równoleg lobokiem, a odcinek

AD jego przeka↪tna↪. Wtedy środkem odcinka EC jest punkt Q , przeka↪tne

równoleg loboku po lowia↪ jedna druga↪. Wobec tego odcinek QP  la↪cza↪cy środki

boków CE i CB trójka↪ta EBC jest równoleg ly do podstawy EB i zacho-

dzi wzór PQ = 1
2EB z drugiej strony EB ≤ EA + AB przy czym równość

ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy punkt A leży ma odcinku EB , a wtedy

AB ‖ DC .
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10. Dowieść że jeśli suma obu odcinków  la↪cza↪cych środki przeciwleg lych boków

czworoka↪ta wypuk lego jest po lowa↪ jego obwodu, to czworoka↪t jest równoleg lo-

bokiem.

Rozwia↪zanie. Każdy z tych odcinków jest mniejszy lu równy od po lowy sumy

boków, z krórymi nie ma punktów wspólnych — wynika to z rozumowania z roz-

wia↪zania poprzedniego zadania. Wobec tego ich suma jest zawsze mniejsza lub

równa od po lowy obwodu. Z równości wynika, że każdy z nich jest po lowa↪ sumy

boków z nim roz la↪cznych, a to oznacza, że czworoka↪t jest trapezem na dwa

sposoby, zatem jest równoleg lobokiem.

11. Czy prawdziwe sa↪ twierdzenia:

a) jeżeli cztery wierzcho lki prostoka↪ta leża↪ na czterech bokach rombu, to boki

prostoka↪ta sa↪ równoleg le do przeka↪tnych rombu;

b) jeżeli cztery wierzcho lki kwadratu leża↪ na czterech bokach rombu, który nie

jest kwadratem, to boki kwadratu sa↪ równoleg le do przeka↪tnych rombu.(III OM)

Rozwia↪zanie. a) Pierwsze twierdzenie nie jest prawdziwe; aby to wykazać, wy-

starczy dać kontrprzyk lad, czyli pokazać figure↪ zaprzeczaja↪ca↪ twierdzeniu.

Ze środka O rombu ABCD zatoczmy okra↪g o promieniu wie↪kszym niż od-

leg lość środka rombu od jego boku, a mniejszym niż po lowa krótszej przeka↪tnej

rombu.

Ca la figura jest symetryczna wzgle↪dem każdej z prostych AC i BD , a także

wzgle↪dem punktu O . Nakreślony okra↪g przecina każdy bok rombu w dwóch

punktach. Niech M be↪dzie jednym z punktów przecie↪cia boku AB z okre↪giem,

a N niech be↪dzie tym punktem przecie↪cia boku BC z okre↪giem, który nie jest

symetryczny do punktu M wzgle↪dem prostej BD . Niech naste↪pnie P i Q

be↪da↪ punktami symetrycznymi do punktów M i N wzgle↪dem punktu O , od-

cinki MP i NQ sa↪ zatem średnicami okre↪gu; wobec symetrii figury wzgle↪dem

punktu O punkty P i Q sa↪ punktami przecie↪cia boków CD i DA z okre↪giem.

Czworoka↪t MNPQ jest prostoka↪tem, gdyż każdy jego ka↪t jest ka↪tem wpi-

sanym w nakreślony okra↪g i opartym na jego średnicy (np. ka↪t MNP opiera

sie↪ na średnicy MP ). Bok MN tego prostoka↪ta nie jest prostopad ly do prostej

BD , gdyż prosta MN nie przechodzi przez punkt symetryczny do punktu M

wzgle↪dem prostej BD ; tym samym bok MN nie jest równoleg ly do przeka↪tnej

AC . Bok MN nie jest też równoleg ly do przeka↪tnej BD , gdyż  la↪czy punkty

M i N leża↪ce po przeciwnych stronach prostej BD . Wierzcho lki M , N , P , Q

prostoka↪ta MNPQ leża↪ odpowiednio na bokach AB , BC , CD , DA rombu,

ale boki tego prostoka↪ta nie sa↪ równoleg le do przeka↪tnych rombu. Prostoka↪t

MNPQ stanowi zatem kontrprzyk lad obalaja↪cy twierdzenie a).
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b) Wykażemy, że drugie twierdzenie jest prawdziwe.

Niech MNPQ be↪dzie kwadratem wpisanym w romb ABCD , przy czym

wierzcho lki M , N , P , Q kwadratu leża↪ odpowiednio na bokach AB , BC ,

CD , DA rombu.

Udowodnimy najpierw, że środek O kwadratu jest jednocześnie środkiem

rombu. Obróćmy ca la↪ figure↪ dooko la punktu O o 180◦ . Wierzcho lek M kwadra-

tu znajdzie sie↪ po obrocie w przeciwleg lym wierzcho lku P , prosta AB da po

obrocie prosta↪ przechodza↪ca↪ przez punkt P równolegle do prostej AB , tzn. po-

kryje sie↪ z prosta↪ CD . Ponieważ takie samo rozumowanie stosuje sie↪ do każdego

boku rombu, wie↪c wynika sta↪d, że po obrocie romb na loży sie↪ sam na siebie,

a to oznacza, że środek obrotu O jest środkiem symetrii rombu.

Obróćmy teraz ca la↪ figure↪ dooko la punktu O o 90◦ tak, aby pó lprosta

OA pokry la pó lprosta↪ OB . Po obrocie kwadrat MNPQ przejdzie w kwad-

rat NPQM , tzn. na loży sie↪ sam na siebie; romb ABCD przejdzie w romb

A′B′C ′D′ , nie pokrywaja↪cy sie↪ z rombem ABCD , gdyż wed lug za lożenia romb

ten nie jest kwadratem. Jeśli np. OA > OB to OA′ > OB , a OD′ = OD < OA ;

zatem odcinki D′A′ i AB przecinaja↪ sie↪. Punktem przecie↪cia tych odcinków jest

wierzcho lek M kwadratu, gdyż na ten punkt upadnie po obrocie punkt Q od-

cinka AD . Analogicznie odcinki BC i A′B′ przecinaja↪ sie↪ w wierzcho lku N

kwadratu.

Figura z lożona z obu rombów jest symetryczna wzgle↪dem prostej BD ;

w tej symetrii punktowi M odpowiada punkt N . Prosta MN jest wie↪c prosto-

pad la do osi symetrii BD , czyli jest równoleg la do prostej AC , czego należa lo

dowieść.

Uwaga. Gdybyśmy odrzucili za lożenie, że romb ABCD nie jest kwadratem,

twierdzenie nie by loby prawdziwe, w kwadrat bowiem można wpisać nieskończe-

nie wiele kwadratów, z których tylko jeden ma boki równoleg le do przeka↪tnych

kwadratu danego.

Z dowiedzionego twierdzenia b) wynika, że w romb nie be↪da↪cy kwadratem

można wpisać tylko jeden kwadrat, w ten sposób, żeby na każdym boku rombu

leża l któryś wierzcho lek kwadratu. Można dowieść twierdzenia mocniejszego: ist-

nieje tylko jeden kwadrat, którego wierzcho lki leża↪ na obwodzie rombu ABCD

nie be↪da↪cego kwadratem. Wystarczy w tym celu dowieść, że nie istnieje kwadrat,

którego dwa wierzcho lki leża↪ na tym samym boku rombu, a pozosta le wierzcho lki

na innych bokach rombu. Pozostawiamy to jako ćwiczenie.

12. (dosyć popularne) Po różnych stronach kana lu o równoleg lych, prostoliniowych

brzegach znajduja↪ sie↪ domy A i B . W którym miejscu należy zbudować most
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przez kana l, prostopad ly do brzegów kana lu, by droga z z domu A do domu B

by la najkrótsza. Do mostu można ísć na prze laj przez  la↪ke↪ i od mostu do domu

też.

Szkic rozwia↪zania. D lugość drogi przez kana l jest niezależna od umiejscowienia

mostu, zatem zadanie sprowadza sie↪ do tego, że trzeba znaleźć najkrótsza↪ droge↪
z punktu A1 otrzymanego przez przesunie↪cie punktu A w kierunku kana lu

(prostopadle do kana lu) o szerokość kana lu. Należy wie↪c po la↪czyć punkty A1

i B odcinkiem prostej. Punkt przecie↪cia tej prostej z brzegiem po stronie B

wyznacza miejsce, w którym powinien pojawić sie↪ most.

13. Na p laszczyźnie dana jest prosta m oraz punkty A i B leża↪ce po przeciwnych

stronach prostej m . Znaleźć na prostej m taki punkt M , żeby różnica odleg lości

tego punktu od punktów A i B by la jak najwie↪ksza. (VI OM)

Rozwia↪zanie. Niech B1 be↪dzie obrazem B w symetrii wzgle↪dem prostej m .

Różnice |BM −AM | i |B1M −AM | sa↪ równe. Z nierówności trójka↪ta (różnica

dwóch boków jest mniejsza od trzeciego) wynika, że punkt M powinien leżeć

na prostej AB1 . Jeśli prosta AB1 jest równoleg la do prostej m , to punktu M

o ża↪danej w lasności nie ma.

14. Wewna↪trz boku AB trójka↪ta ABC wybrano punkt M0 . Obiekt M rozpoczy-

na ruch z punktu M0 poruszaja↪c sie↪ najpierw równolegle do boku BC do chwili

trafienia w bok AC w punkcie M1 . Naste↪pnie porusza sie↪ równolegle do boku

AB aż do trafienia w bok BC w punkcie M2 . Potem porusza sie↪ równolegle

do boku AC , a gdy trafi w punkt M3 boku AB zmienia kierunek ruchu na

równoleg ly do boku BC itd. Dowieść, że w pewnej chwili trafi w punkt M0 .

Rozwia↪zanie. Czworoka↪ty M0M1M2B i AM1M2M3 sa↪ równoleg lobokami, co

wynika od razu z konstrukcji punktów M1,M2,M3, . . . . Ponieważ M3M4 ‖
M2C , wie↪c odpowiednie ka↪ty w trójka↪tach AM3M4 i M1M2C sa↪ równe, za-

tem te trójka↪ty sa↪ podobne, a ponieważ M1M2 = AM3 , wie↪c nawet przystaja↪ce.

Przystaje do nich też trójka↪t M6BM5 , bo czworoka↪ty M6M5M4A i BM5M4M3

sa↪ równoleg lobokami. Sta↪d wynika, że M6B = AM3 = M1M2 = M0B . Widzimy

wie↪c, że M6 = M0 , co dowodzi tezy.

15. a) Dane sa↪ punkty A , B , C nie leża↪ce na prostej. Wyznaczyć takie trzy proste

wzajemnie równoleg le i przechodza↪ce odpowiednio przez punkty A , B , C , żeby

odste↪py mie↪dzy sa↪siednimi prostymi równoleg lymi by ly równe.

b) Dane sa↪ punkty A , B , C , D nie leża↪ce na p laszczyźnie. Wyznaczyć ta-

kie cztery p laszczyzny wzajemnie równoleg le i przechodza↪ce odpowiednio przez
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punkty A , B , C , D , żeby odste↪py mie↪dzy sa↪siednimi p laszczyznami równoleg-

 lymi by ly równe. (III OM)

Rozwia↪zanie. a) Przypuśćmy, że proste a , b , c przechodza↪ce odpowiednio przez

punkty A , B , C i wzajemnie równoleg le czynia↪ zadość warunkowi zadania, to

znaczy, że odste↪py mie↪dzy sa↪siednimi równoleg lymi sa↪ równe. Wówczas ta z pros-

tych a , b , c , która leży mie↪dzy dwiema pozosta lymi, jest od nich równo odleg la.

Niech ta↪ prosta↪ be↪dzie, np. prosta b . W takim razie punkty A i C sa↪ równo

odleg le od prostej b i leża↪ po jej stronach przeciwnych; zatem prosta b przecina

odcinek AC w jego środku M . Z tego, że punkty A , B , C nie leża↪ na prostej,

wynika, że punkt M jest różny od punktu B .

Sta↪d konstrukcja: prowadzimy prosta↪ b przez punkt B i przez środek

M odcinka AC , a naste↪pnie prowadzimy przez punkty A i C proste a i c

równoleg le do prostej b . Wyznaczone w ten sposób proste równoleg le a , b , c

daja↪ rozwia↪zanie zadania, gdyż punkty A i C , a zatem i proste a i c sa↪ równo

odleg le od prostej b i leża↪ po przeciwnych stronach tej prostej.

Rozwia↪zanie powyższe znaleźlísmy za lożywszy o szukanych prostych a , b ,

c , że prosta b leży mie↪dzy prostymi a i c ; ponieważ owa↪ prosta↪ „wewne↪trzna↪”

może być równie dobrze a lub c , wie↪c zadanie ma trzy rozwia↪zania.

b) Przypuśćmy, że p laszczyzny α , β , γ , δ , przechodza↪ce odpowiednio

przez punkty A , B , C , D i wzajemnie równoleg le, czynia↪ zadość warunkowi

zadania, to znaczy, że odste↪py mie↪dzy sa↪siednimi p laszczyznami sa↪ równe. Niech

p laszczyzny te leża↪ w kolejności α , β , γ , δ . Chcemy przez to powiedzieć, że

p laszczyzna β jest równo odleg la od p laszczyzn α i γ , a p laszczyzna γ jest

równo odleg la od p laszczyzn β i δ .

W takim razie punkty A i C sa↪ równo odleg le od p laszczyzny β i leża↪
po jej stronach przeciwnych, zatem p laszczyzna β przechodzi przez środek M

odcinka AC . Podobnie p laszczyzna γ przechodzi przez środek N odcinka BD .

Z tego, że punkty A , B , C , D nie leża↪ na p laszczyźnie, wynika, że punkt M

jest różny od punktu B , a punkt N jest różny od punktu C .

Wysnuwamy sta↪d naste↪puja↪ca↪ konstrukcje↪.  La↪czymy punkt B ze środkiem

M odcinka AC , a punkt C ze środkiem N odcinka BD . Proste BM i CN sa↪
skośne; Gdyby bowiem leża ly w jednej p laszczyźnie, to w tej samej p laszczyźnie

leża lyby - wbrew za lożeniu - punkty A , B , C , D . Wiemy ze stereometrii,

że przez dwie proste skośne BM i CN można poprowadzić dwie i tylko dwie

p laszczyzny wzajemnie równoleg le β i γ .

W tym celu prowadzimy przez punkt M prosta↪ m równoleg la↪ do prostej

CN , a przez punkt N prosta↪ n równoleg la↪ do prostej BM ; p laszczyzna β jest

wówczas wyznaczona przez proste m i BM , a p laszczyzna γ — przez proste
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n i CN .

Wreszcie przez punkty A i D prowadzimy p laszczyzny α i δ równoleg le

do p laszczyzn β i γ ; możemy je wyznaczyć, prowadza↪c przez każdy z punktów

A i D proste równoleg le do prostych BM i CN .

Wyznaczone w ten sposób p laszczyzny α , β , γ , δ daja↪ rozwia↪zanie za-

dania, gdyż punkty A i C , a zatem i p laszczyzny α i γ sa↪ równo odleg le

od p laszczyzny β i leża↪ po przeciwnych stronach p laszczyzny β — i tak samo

p laszczyzny β i δ sa↪ równo odleg le od p laszczyzny γ i leża↪ po przeciwnych

stronach tej p laszczyzny.

Rozwia↪zanie powyższe znaleźlísmy za lożywszy o szukanych p laszczyznach,

że leża↪ w kolejności α , β , γ , δ . Dla innych kolejności szukanych p laszczyzn

znajdziemy w ten sam sposób inne rozwia↪zania zadania. Liczba wszystkich moż-

liwych kolejności, czyli jak sie↪ inaczej mówi, permutacyj liter α , β , γ , δ wynosi

4! , tj. 24 . Zauważmy jednak, że dwie permutacje „odwrotne” jak np. α , β , γ , δ

oraz δ , γ , β , α daja↪ to samo rozwia↪zanie. Wobec tego zadanie ma
24
2

= 12

rozwia↪zań odpowiadaja↪cych permutacjom: αβγδ , αβδγ , αγβδ , αγδβ , αδβγ ,

αδγβ , βαγδ , βαδγ , βγαδ , βδαγ , γαβδ , γβαδ .

16. Dowieść, że jeżeli figura p laska ma dwie i tylko dwie osie symetrii, to te osie sa↪
prostopad le. (IV OM)

Rozwia↪zanie. Niech proste ` i m be↪da↪ osiami symetrii danej figury F . Niech n

oznacza prosta↪ symetryczna↪ do m wzgle↪dem ` . Udowodnimy, że n też jest osia↪
symetrii danej figury. Jeśli różne proste m i ` nie sa↪ prostopad le, to m 6= n 6= ` ,

wbrew temu, że F ma dok ladnie dwie osie symetrii.

Jeżeli do figury F należy jakís punkt A , to należy do niej również punkt

B symetryczny do punktu A wzgle↪dem osi ` , naste↪pnie punkt C symetryczny

do punktu B wzgle↪dem osi m , a dalej punkt D symetryczny do punktu C

wzgle↪dem osi ` . Zauważmy, że odcinek AD jest symetryczny do odcinka BC

wzgle↪dem osi ` , gdyż punkty A i D sa↪ odpowiednio symetryczne do punktów B

i C wzgle↪dem tejże osi. W takim razie symetralna odcinka AD jest symetryczna

do symetralnej odcinka BC (tj. do prostej m ) wzgle↪dem osi ` , tzn. symetralna↪
odcinka AD jest prosta n . Dowiedlísmy, że jeżeli do figury F należy jakís punkt

A , to należy do niej również punkt D , symetryczny do punktu A wzgle↪dem

prostej n , czyli że n jest osia↪ symetrii figury F .

Dowód polega na wykazaniu, że z lożenie trzech symetrii: wzgle↪dem osi ` , wzgle↪-

dem osi m i znów wzgle↪dem osi ` , jest symetria↪ wzgle↪dem osi n .

17. Dowieść, że jeżeli figura p laska ma dwa różne środki symetrii, to ma ich nie-

8



skończenie wiele. (XX OM)

Rozwia↪zanie. Wykażemy, że punkt symetryczny do środka symetrii wzgle↪dem in-

nego środka symetrii jest naste↪pnym środkiem symetrii. Sta↪d wynika, że jeśli fi-

gura ma dwa środki symetrii, to ma ich nieskoćzenie wiele: z dwóch otrzymujemy

cztery (na prostej wyznaczonej przez dwa pierwsze), z czterech naste↪pnych sześć

(w symetriach wzgle↪dem końców odcinka wyznaczonego przez pierwsze cztery),

wie↪ w sumie dziesie↪ć środków symetrii. Z nich naste↪pnych osiemnaście (symetrie

wzgle↪dem końców odcinka wyznaczonego przez dziesie↪ć pierwszych środków sy-

metrii), wie↪c mamy już dwadzieścia osiem środków symetrii itd.

Niech O1 i O2 be↪da↪ różnymi środkami symetrii figury F . Niech O3 be↪dzie

punktem symetrycznym do O1 wzgle↪dem O2 . Niech A be↪dzie dowolnym punk-

tem figury F , a B — punktem symetrycznym do punktu A wzgle↪dem punk-

tu O3 . Udowodnimy, że B jest punktem figury F . Niech C be↪dzie punktem

symetrycznym do A wzgle↪dem punktu O2 . Ponieważ O2 jest środkiem syme-

trii F , wie↪c C ∈ F . Niech D be↪dzie punktem symetrycznym do C wzgle↪dem

punktu O1 . Ponieważ O1 jest środkiem symetrii F , wie↪c D ∈ F . Wreszcie

niech E be↪dzie obrazem D w symetrii wzgle↪dem O2 . Oczywíscie E ∈ F . Po-

nieważ punkty C,O1, D leża↪ na jednej prostej i O1 jest środkiem odcinka CD ,

wie↪c ich obrazy w symetrii wzgle↪dem punktu O2 , czyli punkty A,O3, E też leża↪
na jednej prostej i O3 jest środkiem odcinka AE . Z określenia punktu B wy-

nika, że O3 jest środkiem odcinka AB . Sta↪d wynika że B = E , wie↪c B ∈ F .

Uwaga. W rozwia↪zaniu tego zadania powtórzone zosta lo rozumowanie z poprzed-

niego zadania. W istocie rzeczy udowodnilísmy, że jeśli izometria I przekszta l-

ca figure↪ F na siebie, to obrazem środka symetrii F jest środek symetrii F .

W zadaniu poprzednim: obrazem osi symetrii jest oś symetrii. W tym zadaniu

izometria↪ by la symetria wzgle↪dem O1 , a w poprzednim — symetria osiowa.

I jeszcze jedno: można uczniów zapytać, czy figura, która ma dwa (co naj-

mniej) środki symetrii może być ograniczona, nawet nie po tym zadaniu, a przed

nim, po zadaniu z osiami symetrii to pytanie może mieć zaskakuja↪ca↪, bo inna↪
niż w wypadku osi symetrii, odpowiedź.

18. Dowieść, że jeżeli figura p laska o rozmiarach skończonych ma środek symetrii

O i oś symetrii s , to punkt O leży na prostej s . (IX OM)

Rozwia↪zanie. Skorzystamy z uwagi do poprzedniego zadania. Obrazem punktu

O w symetrii wzgle↪dem prostej s jest środek symetrii O′ danej figury. Figura ta

jest ograniczona, wie↪c nie może mieć nieskończenie wielu środków symetrii (por.

zadanie poprzednie), wie↪c nie może mieć ich dwóch. Oznacza to, że O = O1 , a

to jest możliwe tylko wtedy, gdy punkt O leży na prostej s .
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19. Dowieść, że jeżeli punkt P porusza sie↪ w p laszczyźnie trójka↪ta ABC , to trójka↪t

S1S2S3 , którego wierzcho lkami sa↪ środki cie↪żkości S1 , S2 i S3 trójka↪tów PBC ,

PCA i PAB nic zmienia kszta ltu ani wielkości. (X OM)

Rozwia↪zanie. Niech M i N be↪da↪ środkami odcinków PA i PB . Wtedy S2C
MC =

2
3 = S1C

NC , zatem odcinek S2S1 jest równoleg ly do odcinka MN i S2S1
MN = 2

3 .

Oczywíscie MN ‖ AB i MN = 1
2AB . Sta↪d wynika, że

S2S1 = 2
3 ·MN = 2

3 · 1
2 ·AB = 1

3 ·AB i S2S1 ‖ AB .

Analogicznie dowodzimy, że zachodza↪ wzory S3S2 = 1
3 · BC i S3S2 ‖ BC

oraz S1S3 = 1
3 · CA i S1S3 ‖ CA .

20. Dany trójka↪t ABC podzielić prosta↪ równoleg la↪ do danej prostej p na dwie

cze↪́sci o równych polach. (XIV OM)

Rozwia↪zanie. Poprowadźmy przez punkty A , B , C proste a , b , c równoleg le

do prostej p . Przypuśćmy, że sa↪ to trzy różne proste; wówczas jedna z nich

leży w pasie ograniczonym dwiema innymi. Niech to be↪dzie prosta a ; przecina

ona bok BC w pewnym punkcie D . Jeśli BD = DC , poszukiwana↪ prosta↪ jest

AD ; przypuśćmy, że BD < DC ; w przypadku, gdy BD > DC , rozwia↪zanie

jest analogiczne.

Pole trójka↪ta ABD jest mniejsze od pola trójka↪ta ADC , wie↪c poszukiwana

prosta (o ile istnieje) przecina odcinek AC w pewnym punkcie M , a odcinek

DC w pewnym punkcie N . Trójka↪ty MNC i ADC sa↪ podobne, zatem pola

ich sa↪ proporcjonalne do kwadratów odpowiednich boków:

(1)
poleMNC

poleADC
=
CN2

CD2 .

Pola trójka↪tów ADC i ABC maja↪cych wspólna↪ wysokość, sa↪ proporcjonalne

do ich podstaw:

(2)
poleADC
poleABC

=
CD

CB
.

Mnoża↪c powyższe równości i uwzgle↪dniaja↪c, że

poleMNC =
1
2

poleABC,

otrzymujemy

(3) CN2 =
1
2
CB · CD.

Odcinek CN jest zatem średnia↪ geometryczna↪ odcinków 1
2CB i CD . Możemy

go zbudować w znany sposób, buduja↪c trójka↪t prostoka↪tny, w którym rzutami

prostopad lymi z wierzcho lka ka↪ta prostego na przeciwprostoka↪tna↪
1
2CB i CD .
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Prowadza↪c MN ‖ AD , otrzymujemy ża↪dany podzia l trójka↪ta, albowiem spe l-

nione sa↪ wówczas równości (1), (2), (3), a z nich wynika  latwo, że

poleCMN = 1
2poleABC .

Gdy dwie z prostych a , b , c pokrywaja↪ sie↪, zachodzi przypadek graniczny,

w którym możemy jednak zastosować to samo rozumowanie co poprzednio. Jeżeli

np. prosta a pokrywa sie↪ z prosta↪ b , to punkt D pokrywa sie↪ z B ; wnioskowanie

poprzednie pozostaje s luszne i otrzymujemy

CN2 =
1
2
CB2.

Uwaga. Warunek: poleMNC = −1
2

poleABC możemy zasta↪pić warunkiem ogól-

niejszym: poleMNC = k ·poleABC , gdzie k oznacza dowolna↪ liczbe↪ wymierna↪.

Zadanie rozwia↪zuje sie↪ tak samo. Szukany odcinek CN jest średnia↪ geome-

tryczna↪ odcinków k · CB i CD .

21. Na stole bilardowym w kszta lcie kwadratu znajduje sie↪ kula. Kula↪ pchnie↪to tak,

że odbi la sie↪ od bandy (ka↪t padania równa sie↪ ka↪towi odbicia) pod ka↪tem α .

Dowieść, że kula be↪dzie sie↪ poruszać po  lamanej zamknie↪tej wtedy i tylko wtedy,

gdy tanα jest liczba↪ wymierna↪. Si le↪ tarcia i wymiary kuli pomijamy. (XXI OM)

Rozwia↪zanie. Za lóżmy dla uproszczenia, że stó l bilardowy jest kwadratem o

wierzcho lkach w punktach A(0, 0) , B(1, 0) , C(1, 1) , D(0, 1) . Niech w chwili

pocza↪tkowej kula znajduje sie↪ w punkcie P (a, b) , gdzie 0 < a < 1 , 0 < b < 1 .

Oznaczmy przez v pre↪dkość, z jaka↪ sie↪ ona porusza w chwili pocza↪tkowej,

a przez α — ka↪t, jaki tworzy kierunek jej ruchu z osia↪ x . Bez zmniejszenia

ogólności możemy za lożyć, że 0◦ ≤ α ≤ 90◦ . Jeśli α = 0◦ lub α = 90◦ , to

kula porusza sie↪ po odcinku równoleg lym do osi x lub y . Za lóżmy wie↪c, że

0◦ < α < 90◦ .

Rozpatrzmy rzuty Px = Px(t) i Py = Py(t) odpowiednio na oś x i y

punktu, w którym znajduje sie↪ kula w chwili t . Z warunków zadania wynika,

że punkt Px porusza sie↪ ruchem jednostajnym z pre↪dkościa↪ v1 = v cosα po

odcinku 〈0, 1〉 na osi x z tym, że po każdym odbiciu kuli od boku BC lub

AD kierunek ruchu punktu Px zostaje zmieniony na przeciwny. Zatem w chwili

t1 =
2
v1

=
2

v cosα
punkt Px po dwukrotnym obiegu odcinka 〈0, 1〉 na osi x

znajdzie sie↪ w punkcie pocza↪tkowym i kierunek jego ruchu be↪dzie taki sam, jak

na pocza↪tku.

Ogólnie, w chwili tn =
2n

v cosα
, gdzie n = 1, 2, . . . , punkt Px be↪dzie sie↪

znajdowa l w punkcie pocza↪tkowym i kierunek jego ruchu be↪dzie taki sam, jak

na pocza↪tku.
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Analogicznie dowodzimy, że w momencie t′m =
2m
v1

=
2m

v sinα
, gdzie

m = 1, 2, . . . , punkt Py , znajdzie sie↪ w punkcie pocza↪tkowym i kierunek jego

ruchu be↪dzie taki sam, jak na pocza↪tku.

Wobec tego kula powróci do punktu pocza↪tkowego i kierunek jej ruchu

be↪dzie taki sam, jak w chwili pocza↪tkowej wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

taka chwila t , że zarówno punkt Px , jak i Py be↪da↪ w tej chwili znajdowa ly sie↪
w po lożeniu pocza↪tkowym i kierunek ich ruchu be↪dzie taki sam, jak na pocza↪tku.

Jest to równoważne temu, że istnieja↪ takie liczby naturalne n i m , że t = tn i

t = t′m , tzn.

(1)
2n

v cosα
=

2m
v sinα

Sta↪d tgα =
m

n
jest liczba↪ wymierna↪.

Na odwrót, gdy tgα =
p

q
jest liczba↪ wymierna↪, to wystarczy przyja↪ć n = p

i m = q i wtedy warunek (1) be↪dzie spe lniony.

22. Na stole bilardowym w kszta lcie trójka↪ta, którego miary ka↪tów sa↪ wspó lmierne,

pchnie↪to kule↪ z pewnego punktu wewne↪trznego. Kula odbija sie↪ od ścian zgodnie

z prawem „ka↪t padania równy ka↪towi odbicia”. Udowodnić, że liczba kierunków,

w jakich może sie↪ poruszać kula, jest skończona. (Zak ladamy, że kula nie trafia

w wierzcho lek trójka↪ta). (XXII OM)

Rozwia↪zanie. Udowodnimy najpierw naste↪puja↪cy

Lemat. Po dwukrotnym odbiciu kuli kolejno od boków CA i AB trójka↪ta

ABC kierunek ruchu kuli zmienia sie↪ o ka↪t 2]BAC .

Dowód. Rozpatrzmy obraz AB′C trójka↪ta ABC w symetrii wzgle↪dem

prostej AC oraz obraz AB′C ′ trójka↪ta AB′C w symetrii wzgle↪dem prostej

AB′ . Oznaczmy przez k , l , m kolejne wektory obrazuja↪ce ruch kuli, przez l′ ,

m′ — obrazy wektorów l , m w pierwszej symetrii, a przez m′′ — obraz wektora

m′ w drugiej symetrii.

Z prawa „ka↪t padania równy jest ka↪towi odbicia” wynika, że wektory k ,

l′ , m′′ maja↪ ten sam kierunek. Ponieważ z lożenie rozważanych symetrii jest

obrotem wokó l punktu A o ka↪t 2<) BAC , wie↪c trójka↪t AB′C ′ jest obrazem

trójka↪ta ABC przy tym obrocie, a wektor m′′ — obrazem wektora m . Wynika

sta↪d, że kierunki wektorów k i m różnia↪ sie↪ o ka↪t 2<) BAC .

Przysta↪pimy teraz do rozwia↪zania zadania. Ponieważ miary ka↪tów trójka↪ta

ABC sa↪ wspó lmierne, wie↪c istnieje taka liczba λ i liczby naturalne r , s , t , że

<) BAC = rλ , <) ABC = sλ , <) ACB = tλ . Sta↪d λ(r + s+ t) = π . Oznaczaja↪c

n = r + s+ t otrzymujemy, że λ =
π

n
.
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Zatem na mocy lematu po parzystej liczbie odbić kierunek ruchu kuli zmie-

nia sie↪ o ka↪t, którego miara jest parzysta↪ wielokrotnościa↪ liczby λ =
π

n
, a wie↪c

jedna↪ z liczb 2λ, 4λ, 6λ, . . . , 2nλ = 2π . Zatem po parzystej liczbie odbić ruch

kuli może sie↪ odbywać po jednym z n kierunków. Podobnie po nieparzystej

liczbie odbić ruch kuli może sie↪ odbywać po jednym z n kierunków.  La↪czna

liczba kierunków, po których porusza sie↪ kula, jest wie↪c nie wie↪ksza od 2n .

Uwaga. Analogicznie można udowodnić, że jeżeli w zadaniu trójka↪t zasta↪pić

dowolnym wieloka↪tem, którego miary ka↪tów sa↪ wspó lmierne, to również liczba

kierunków, po jakich może sie↪ poruszać kula w takim wieloka↪cie, jest skończona.

23. W danym ka↪cie wypuk lym na p laszczyźnie biegnie promień świat la odbijaja↪c

sie↪ od ramion ka↪ta zgodnie z zasada↪, że ka↪t padania równa sie↪ ka↪towi odbicia.

Promień, który trafi w wierzcho lek ka↪ta, zostaje poch lonie↪ty. Udowodnić, że ist-

nieje taka liczba naturalna n , że każdy promień może odbić sie↪ od ramion ka↪ta

co najwyżej n razy.

Rozwia↪zanie. Jeżeli promień świat la wychodza↪c z punktu C odbija sie↪ od jed-

nego z ramion danego ka↪ta w punkcie P , a naste↪pnie od, drugiego ramienia

w punkcie Q , to dokonuja↪c symetrii ϕ wzgle↪dem prostej OP , gdzie O jest

wierzcho lkiem danego ka↪ta, stwierdzamy, że punkty C , P i ϕ(Q) sa↪ wspó l-

liniowe. Wynika to z równości ka↪tów <) CPA = <) QPO = <) ϕ(Q)PO . Wobec

tego zadanie sprowadza sie↪ do naste↪puja↪cego: Z punktu O prowadzimy pó lproste

m1,m2, . . . ,mk,mk+1, . . . tak, że <) (mi,mi+1) = θ dla i = 1, 2, . . . . Należy udo-

wodnić, że istnieje liczba naturalna n o tej w lasności, że każda pó lprosta m prze-

chodza↪ca przez pewien punkt po lożony wewna↪trz ka↪ta <) (m1,m2) i przecinaja↪ca

pó lprosta↪ m2 przecina kolejno nie wie↪cej niż n z narysowanych pó lprostych.

By to udowodnić, wystarczy tak obrać k , by (k − 2)θ < π ≤ (k − 1)θ .

Wtedy <) (m2,mk+1) = (k − 1)θ ≥ π i pó lprosta m przecinaja↪c pó lprosta↪ m2

nie przetnie już pó lprostej mk+1 , ponieważ pó lproste m3 i mk+1 nie leża↪ w tej

samej pó lp laszczyźnie otwartej wyznaczonej przez prosta↪ zawieraja↪ca↪ pó lprosta↪
m2 . Tak wie↪c pó lprosta m przetnie co najwyżej k − 1 danych pó lprostych

m2,m3, . . . ,mk , gdzie k − 2 <
π

θ
, to znaczy k − 1 <

π

θ
+ 1 . Zatem promień

świat la odbije sie↪ od ramion danego ka↪ta mniej niż
π

θ
+ 1 razy. Wystarczy wie↪c

przyja↪ć n =
[π
θ

]
+ 1 .

24. Udowodnić, że jeśli środkowa i dwusieczna wychodza↪ce z wierzcho lka B trójka↪ta

ABC pokrywaja↪ sie↪, to trójka↪t AB = BC .

Rozwia↪zanie. Niech B1 oznacza punkt symetryczny do punktu B wzgle↪dem

środka boku ABC . Wtedy czworoka↪t AB1CB jest równolegobokiem, w którym
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przeka↪tna BB1 dzieli ka↪t <) CBA na po lowy, wie↪c dzieli też ka↪t <) CB1A

na po lowy. Sta↪d natychmiast wynika, że cztery ka↪ty przy podstawach BB1

trójka↪tów BB1C i BB1A sa↪ równe, wie↪c te trójka↪ty sa↪ równoramienne.

25. Dwaj ch lopcy k lada↪ na prostoka↪tnym stole monety pie↪ciogroszowe przy czym

moneta nie może być po lożona na drugiej nawet cze↪́sciowo. Przegrywa ten, który

nie może do lożyć monety. Wykazać, że rozpoczynaja↪cy gracz może zapewnić

sobie wygrana↪ w tej grze.

Szkic rozwia↪zania. Pierwszy zaczyna od po lożenia monety na środku sto lu, a po-

tem k ladzie monety symetrycznie wzgle↪dem środka sto lu do po lożonych przez

przeciwnika. Pierwszy wygra.

26. Skonstruować czworoka↪t ABCD maja↪c dane boki AB , BC , CD i DA wie-

dza↪c, że pó lprosta AC jest dwusieczna↪ ka↪ta BAD .

Szkic rozwia↪zania. Za lóżmy, że AD < AB i że <) DAB < 180◦ . Niech D′

oznacza punkt symetryczny do D wzgle↪dem prostej AC . Wtedy CD′ = CD ,

D′B = AB−AD , co oznacza, że znane nam sa↪ wszystkie boki trójka↪ta D′BC .

Możemy go wie↪c skonstruować, naste↪pnie przed lużaja↪c bok BD′ otrzymać punkt

A itd.

27. Ile osi symetrii może mieć czworoka↪t, niekoniecznie wypuk ly?

Szkic rozwia↪zania. Jasne jest, że może mieć dok ladnie jedna↪ oś symetrii. Może

to być deltoid, który nie jest rombem, niektórzy uważaja↪, że deltoid nie musi

być wypuk ly i tak w laśnie zak ladam w tym rozwia↪zaniu (na ogó l jednak przyj-

muje↪, że zgodnie z tradycja↪ deltoidy sa↪ wypuk le). Jedna↪ oś symetrii ma też

trapez równoramienny, jeśli nie jest równoleg lobokiem. Chodzi o to, że obrazami

wierzcho lków czworoka↪ta w symetrii przekszta lcaja↪cej go na siebie musza↪ być

wierzcho lki, boków — boki, ka↪tów — ka↪ty, przeka↪tnych przeka↪tne itp. Jeśli na

osi symetrii leży jeden wierzcho lek , to musi leżeć jeszcze jeden, bo liczba tych

poza osia↪ musi być parzysta. Wobec tego na osi symetrii może nie leżeć żaden

wierzcho lek lub moga↪ leżeć dwa wierzcho lki czworoka↪ta.

Czworoka↪t może mieć dwie osie symetrii. Jeśli obie zawieraja↪ wierzcho lki,

mamy do czynienia z rombem, jeśli żaden wierzcho lek nie leży na osi symetrii

— z prostoka↪tem. Jeśli na jednej osi symetrii leża↪ wierzcho lki, a na drugiej ich

nie ma, to wszystkie boki sa↪ równe: jeśli wierzcho lek A leży na osi symetrii to

boki wychodza↪ce z A sa↪ równe, jeśli wierzcho lki A , B nie leża na osi symetrii,

to albo oś symetrii jest symetralna↪ boku AB , albo bok CD jest symetryczny

do boku AB wzgle↪dem tej osi i wtedy AB = CD . Jednak wtedy czworoka↪t jest
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rombem symetrycznym, wzgle↪dem prostej przechodza↪cej przez środki przeciw-

leg lych boków, wie↪c jest kwadratem, zatem ma cztery osie symetrii.

Sta↪d już  latwo wynika, że dok ladnie trzech osi symetrii czworoka↪t mieć nie

może, bo musia laby wśród nich znaleźć sie↪ oś zawieraja↪ca przeka↪tna↪ (takie sa↪ co

najwyżej dwie) oraz oś przechodza↪ca przez środki dwóch przeciwleg lych boków

(takie też sa↪ co najwyżej dwie), a jeśli sa↪ osi obu rodzajów, to czworoka↪t jest

kwadratem.
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Lublin, 21 września 2013: równania i uk lady równań

Twierdzenie 1 (o wielomianach symetrycznych)

Jeśli f jest wielomianem symetrycznym zmiennych x i y , to istnieje taki wielo-

mian g zmiennych u i v , że równość g(x+y, xy) = f(x, y) ma miejsce dla dowolnej

pary liczb rzeczywistych (x, y) .

Dowód. Wykażemy to twierdzenie przez indukcje↪ wzgle↪dem stopnia wielomianu f .

Jeśli stopień jest równy 1 , to f(x, y) = ax + by + c . Ponieważ a + c = f(1, 0) =

=f(0, 1) = b + c , wie↪c a = b . Wobec tego f(x, y) = a(x + y) + c , wie↪c wystar-

czy przyja↪ć g(u, v) = u + c , by przekonać sie↪, że twierdzenie jest prawdziwe dla

wielomianów stopnia pierwszego.

Za lóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla wielomianów stopnia nie wie↪kszego

niż k i że f jest wielomianem stopnia k + 1 . Z twierdzenia o jednoznaczności

wspó lczynników wynika, że jeśli w zapisie wielomianu f wyste↪puje sk ladnik axrys ,

to wyste↪puje też sk ladnik axsyr . Wystarczy wie↪c teze↪ indukcyjna↪ wykazać jedynie

dla wielomianów postaci axrys + axsyr . Jeśli 0 < r < s , to axrys + axsyr =

=a(xy)r(ys−r + xs−r) , zatem wystarczy w ża↪danej postaci przedstawić wielomian

ys−r + xs−r , co jest możliwe dzie↪ki za lożeniu indukcyjnemu. Pozostaje jedynie roz-

patrzeć, że wielomian xk+1 + yk+1 . Mamy teraz

xk+1 + yk+1 = xk+1 + xky + xyk + yk+1 − xy(xk−1 + yk−1) =

= (x+ y)(xk + yk)− xy(xk−1 + yk−1) ,

a ten wielomian można przedstawić w ża↪danej postaci na mocy za lożenia indukcyj-

nego.

Taki dowód jest oczywíscie zbyt abstrakcyjny dla gimnazjalistów, ale można

poćwiczyć na przyk ladach. A samo sformu lowanie twierdzenia mówia↪cego, że jeśli

dwa wielomiany przyjmuja↪ te same wartości dla wszystkich liczb rzeczywistych, to

maja↪ równe wspó lczynniki jest kszta lca↪ce. Nawet jeśli be↪dzie to dla wielomianów

kwadratowych, a raczej wielomianów stopnia nie wie↪kszego od 2 :

jeśli równość ax2 + bx+c = Ax2 +Bx+C zachodzi dla każdej liczby rzeczywistej x ,

to A = a , B = b i C = c ,

a po udowodnieniu można zauważyć, że wystarczy za lożyć, że równość zachodzi dla

trzech różnych liczb x (dla wielomianu stopnia ≤ 11 wystarczy dla 12 liczb).

Twierdzenie o wielomianach symetrycznych pozostaje w mocy dla dowolnej licz-

by zmiennych, ale wtedy trzeba zamiast u = x+ y i v = xy mówić o zmiennych:

u1 = x1 + x2 + · · ·+ xk ,

u2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ x1xk + x2x3 + x2x4 + · · ·+ xk−1xk

u3 = x1x2x3 + x1x2x4 + · · ·+ xk−2xk−1xk

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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uk = x1 · x2 · . . . · xk ,

zwanych elementarnymi wielomianami symetrycznymi.

Czytelnik zauważy, że

(t+ x1)(t+ x2) . . . (t+ xk) = uk + tuk−1 + · · ·+ tk−1u1 + tk .

28. Dowieść, że jeżeli k jest liczba↪ naturalna↪, to

(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) . . . (1 + x2k) = 1 + x+ x2 + x3 + . . .+ xm,

gdzie m jest liczba↪ naturalna↪ zależna↪ od k ; wyznaczyć m . (IX OM)

Rozwia↪zanie. Teza wynika z tego, że każda liczba naturalna może być zapi-

sana w uk ladzie dwójkowym w jeden tylko sposób. Oczywíscie zachodzi równość

m = 1 + 2 + 22 + . . .+ 2k = 2k+1 − 1 .

29. Roz lożyć na czynniki wyrażenie a(b− c)3 + b(c− a)3 + c(a− b)3 . (IV OM)

Rozwia↪zanie. Widać od razu, że wyrażenie przyjmuje wartość 0 , gdy a = b lub

b = c , lub c = a . Wielomiany a − b , b − c i c − a sa↪ wzgle↪dnie pierwsze.

Wobec tego ca lość jest podzielna przez iloczyn (a− b)(b− c)(c− a) . Iloraz jest

wielomianem jednorodnym pierwszego stopnia zmiennych a, b, c , wie↪c ma postać

αa+ βb+ γc . Iloraz jest też symetryczny, tzn. zasta↪pienie trójki (a, b, c) jedna↪
z trójek (a, c, b) , (b, a, c) , (b, c, a) , (c, a, b) lub (c, b, a) nie zmienia wartości tego

ilorazu (licznik i mianownik moga↪ zmieniać znak ale jednocześnie). Wobec tego

również wielomian αa + βb + γc jest symetryczny, a to oznacza, że α = β = γ

(przyjmuja↪c a = 1, b−0, c = 0 otrzymujemy te↪ sama↪ wartość, co po podstawieniu

a = 0, b = 1, c = 0 i po podstawieniu a = 0, b = 0, c = 1 ). Pozostaje znaleźć α .

Niech a = 0 , b = 1 , c = 2 . Wtedy a(b − c)3 + b(c − a)3 + c(a − b)3 = 6

i (a − b)(b − c)(c − a) = 2 , wie↪c α = 6
2 = 3 i wobec tego 3 = α(0 + 1 + 2) ,

co oznacza, że α = 1 , zatem

a(b− c)3 + b(c− a)3 + c(a− b)3

(a− b)(b− c)(c− a)
= a+ b+ c ,

czyli a(b− c)3 + b(c− a)3 + c(a− b)3 = (a+ b+ c)(a− b)(b− c)(c− a)

30. Roz lożyć na czynniki wyrażenie x4(y − z) + y4(z − x) + z4(x− y) . (V OM)

Rozwia↪zanie. Widać od razu, że wyrażenie przyjmuje wartość 0 , gdy x = y lub

y = z , lub z = x . Wielomiany x − y , y − z i z − x sa↪ wzgle↪dnie pierwsze.

Wobec tego ca lość jest podzielna przez iloczyn (x− y)(y− z)(z− x) . Iloraz jest

wielomianem jednorodnym drugiego stopnia, wie↪c ma postać

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy +Eyz + Fzx .

Iloraz jest też symetryczny: zasta↪pienie trójki (x, y, z) jedna↪ z trójek (x, z, y) ,
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(y, x, z) , (y, z, x) , (z, x, y) lub (z, y, x) nie zmienia wartości tego ilorazu (licz-

nik i mianownik moga↪ zmieniać znak ale jednocześnie). Wobec tego również

wielomian Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Eyz + Fzx jest symetryczny, a to ozna-

cza, że A = B = C i D = E = F . Niech x = 2 , y = 1 i z = 0 . Wtedy

x4(y − z) + y4(z − x) + z4(x− y) = 14 oraz (x− y)(y − z)(z − x) = −2 , wie↪c

otrzymujemy −7 = 5A+ 2D . Niech x = 1 , y = 0 , z = −1 . Tym razem

x4(y − z) + y4(z − x) + z4(x − y) = 2 , (x − y)(y − z)(z − x) = −2 , wie↪c

−1 = 2A+D , zatem A = −1 , D = −1 . Oznacza to, że

x4(y−z)+y4(z−x)+z4(x−y) = (x−y)(y−z)(z−x)(−x2−y2−z2−xy−yz−zx).

Wielomianu x2 + y2 + z2 + xy + yz + zx przedstawić w postaci iloczynu wielo-

mianów pierwszego stopnia nie można, bo

x2 + y2 + z2 + xy + yz + zx = 1
2 ((x+ y)2 + (y + z)2 + (z + x)2) ,

wie↪c to wyrażenie zeruje sie↪ wy la↪cznie wtedy, gdy x+y = y+z = z+x = 0 , wie↪c

gdy x = y = z = 0 , a wielomian pierwszego stopnia trzech zmiennych zeruje sie↪
w nieskończenie wielu punktach.

31. Dla jakiej wartości m wielomian x3 + y3 + z3 + mxyz jest podzielny przez

x+ y + z ? (VII OM)

Rozwia↪zanie. Jeśli z = −x− y , to z+ x+ y = 0 , wie↪c z podzielności wynika, że

wtedy również

0 = x3 + y3 − (x+ y)3 +mxyz =

= x3 + y3 − x3 − y3 − 3xy(x+ y)−mxy(x+ y) = (m− 3)xy(x+ y) ,

zatem m = 3 (równość zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y ).

32. Roz lożyć na czynniki wyrażenie x3 + y3 + z3 − 3xyz .

Rozwia↪zanie. Wielomiany x3+y3+z3−3xyz i x+y+z sa↪ symetryczne, wie↪c ich

iloraz też jest symetryczny. Oba sa↪ jednorodne, wie↪c iloraz też jest jednorodny.

Jasne, że jest to wielomian jednorodny stopnia 2 . Wobec tego ten iloraz jest

postaci ax2 + ay2 + az2 + bxy + byz + bzx . Jeśli x = 1 , y = −1 z = 1 , to

x3 + y3 + z3 − 3xyz = 4 i x + y + z = 1 , wie↪c 3a − b = 4 , jeśli x = y = 1 i

z = 0 , to x3 + y3 + z3− 3xyz = 2 i x+ y+ z = 2 , wie↪c 2a+ b = 1 . Wobec tego

a = 1 i b = −1 , czyli

x3 + y3 + z3 − 3xyz = (x+ y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx) .

Wielomian x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx rozk ladalny nie jest, bo wielomian

pierwszego stopnia, trzech zmiennych zeruje sie↪ w nieskończenie wielu punktach

tworza↪cych p laszczyzne↪, a

x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx = 1
2 ((x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2) ,

wie↪c wyrażenie to jest równe 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y = z , a te

wszystkie te punkty leża↪ na jednej prostej.
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33. Czy wielomian x44 + x33 + x22 + x11 + 1 dzieli sie↪: przez wielomian x5 − 1 ,

a przez — x4 + x3 + x2 + x+ 1 ?

Rozwia↪zanie. Wielomian x44 +x33 +x22 +x11 +1 nie jest podzielny przez x5−1 ,

bo nie zeruje sie↪ dla x = 1 . Dzieli sie↪ natomiast przez x4 + x3 + x2 + x+ 1 , bo

x10 − 1 = (x5 + 1)(x5 − 1) = (x5 + 1)(x− 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1) oraz

x44 + x33 + x22 + x11 + 1− (x4 + x3 + x2 + x+ 1) =

= x4(x40 − 1) + x3(x30 − 1) + x2(x20 − 1) + x(x10 − 1) =

= (x10 − 1)(x4(x30 + x20 + x10 + 1) + x3(x20 + x10 + 1) + x2(x10 + 1) + x) .

34. Roz lożyć na czynniki x4(y2 − z2) + y4(z2 − x2) + z4(x2 − y2) .

Rozwia↪zanie. Podstawiwszy x = ±y lub x = ±z , lub y = ±z , otrzymuje-

my 0 . Wielomiany x − y , x + y , x − z , x + z , y − z i y + z sa↪ wzgle↪dnie

pierwsze i sa↪ dzielnikami wyrażenia x4(y2 − z2) + y4(z2 − x2) + z4(x2 − y2) ,

wie↪c iloraz x4(y2−z2)+y4(z2−x2)+z4(x2−y2)
(x2−y2)(y2−z2)(z2−x2) jest wielomianem. Oczywíscie zerowego

stopnia, wie↪c jest liczba↪. Podstawiaja↪c x = 0 , y = 1 i z = 2 otrzymujemy
x4(y2−z2)+y4(z2−x2)+z4(x2−y2)

(x2−y2)(y2−z2)(z2−x2) = −1 , wie↪c x
4(y2−z2)+y4(z2−x2)+z4(x2−y2) =

= −(x2 − y2)(y2 − z2)(z2 − x2) = −(x− y)(x+ y)(y − z)(y + z)(z − x)(z + x) .

35. Rozwia↪zać uk lad równań
{
x+ xy + y = 11,
x2y + xy2 = 30.

Rozwia↪zanie. Jasne jest, że xy = 5 i x + y = 6 albo xy = 6 i x + y = 5 .

Rozwia↪zaniami sa↪ wie↪c pary (1, 5) , (5, 1) , (2, 3) i (3, 2) — wynika to wszystko

z tego, że rozwia↪zaniami uk ladu równań
{
x+ y = b
xy = c

sa↪ pierwiastki równania

kwadratowego x2 − bx+ c = 0 .

36. Rozwia↪zać uk lad równań




x2 − yz = 3,
y2 − zx = 4,
z2 − xy = 5.

Rozwia↪zanie. Odejmuja↪c stronami pierwsze równanie od drugiego, a naste↪pnie

drugie od trzeciego otrzymujemy dwie równości: (y − x)(x + y + z) = 1 oraz

(z − y)(x+ y + z) = 1 . Wynika z nich, że z − y = y − x , czyli y = 1
2 (x + z) .

Podstawiaja↪c te↪ wartość zamiast y w pierwszy i w trzecim równaniu i mnoża↪c

każde z nich przez 2 otrzymujemy 6 = 2x2 − xz − z2 i 10 = 2z2 − xz − x2 .

Po pomnożeniu pierwszego równania przez 5 a drugiego przez 3 otrzymujemy

równość 10x2 − 5xz − 5z2 = 30 = 6z2 − 3xz − 3x2 , wie↪c

0 = 13x2 − 2xz − 11z2 = =(x− z)(13x+ 11z) .

Sta↪d x = z lub 13x+11z = 0 , w pierwszym przypadku mamy x = y = z , co jest

niemożliwe, bo wtedy 3 = x2 − yz = 0 . W drugim z = − 13
11x , wie↪c y = − 1

11x .

Podstawiaja↪c otrzymane wielkości do pierwszego równania wyj́sciowego uk ladu
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otrzymujemy 3 = x2 − 13
121x

2 = 108
121x

2 , zatem x2 = 121
36 czyli x = ± 11

6 i wobec

tego y = ∓ 1
6 oraz z = ∓ 13

6 .

37. Rozwia↪zać uk lad równań




x2 + y2 + xy = 37,
x2 + z2 + xz = 28,
y2 + z2 + yz = 19.

Rozwia↪zanie. Odejmujemy drugiego równanie od pierwszego i trzecie od drugie-

go: (y − z)(x+ y + z) = 9 i (x− y)(x+ y + z) = 9 , zatem y − z = x− y , wie↪c

y = 1
2 (x+ z) . Odejmujemy trzecie równanie od pierwszego:

18 = (x− z)(x+ z + 1
2 (x+ z)) = 3

2 (x2 − z2) ,

zatem x2−z2 = 2
3 ·18 = 12 . Z otrzymanej równości i z drugiego równania wynika,

że z2(12 + z2) = (xz)2 = (28 − x2 − z2)2 = (16 − 2z2)2 . Sta↪d otrzymujemy:

0 = 3z4−76z2 +162 = 3z2(z2−4)−64(z2−4) = (z2−4)(3z2−64) . Wobec tego

z = ±2 i xz = 28 − 12 − 2z2 = 8 lub z = ± 8√
3

i xz = 28 − 12 − 2z2 = − 80
3 .

Wynika sta↪d, że rozwia↪zaniami moga↪ być jedynie cztery trójki: (±4,±3,±2) ,(∓ 10√
3
,∓ 1√

3
,± 8√

3

)
. Bez trudu sprawdzamy, że sa↪ one rozwia↪zaniami tego uk ladu.

38. Rozwia↪zać uk lad równań
{

3
√
x+ 3
√
y = 4,
xy = 27.

Rozwia↪zanie. Z drugiego równania wynika, że 3
√
x · 3
√
y = 3 , wie↪c

3
√
x = 1

i 3
√
y = 3 lub 3

√
x = 3 i 3

√
y = 1 , wie↪c x = 1 i y = 27 lub x = 27 i y = 1 .

39. Rozwia↪zać uk lad równań
{
x2 − xy − y2 = −11,
(x2 − y2)xy = 180.

Rozwia↪zanie. Jasne jest, że liczby x2 − y2 i −xy sa↪ pierwiastkami równania

kwadratowego 0 = t2 + 11t − 180 = t2 + (20 − 9)t − 20 · 9 = (t + 20)(t − 9) .

Wynika sta↪d, że x2 − y2 = −20 i −xy = 9 lub x2 − y2 = 9 i −xy = −20 .

W pierwszym przypadku mamy y = − 9
x , wie↪c −20 = x2 − y2 = x2 − 81

x

2
, czyli

0 = x4 + 20x2 − 81 = (x2 + 10)2 − 181 . Sta↪d x2 = −10 ±
√

181 , ale x2 ≥ 0 ,

wie↪c x2 = −10 +
√

181 , zatem y2 = 10 +
√

181 , czyli x = ±
√
−10 +

√
181

i y = ∓
√

10 +
√

181 . W drugim przypadku mamy 0 = x2−y2−9 = x2− 400
x2 −9 =

= 1
x2 (x4 − 9x2 − 400) = 1

x2 (x4 − (25− 16)x2 − 25 · 16) = 1
x2 (x2 − 25)(x2 + 16) .

Wynika sta↪d, że x = ±5 i y = ±4 . Znaleźlísmy cztery pary liczb, które moga↪
być rozwia↪zaniami. Sprawdzamy, że każda z nich jest rozwia↪zaniem.

40. Rozwia↪zać uk lad równań

{x+ y + z = 9,
1
x + 1

y + 1
z = 1,

xy + yz + zx = 27.

Rozwia↪zanie. Mamy 1
x+ 1

y + 1
z = xy+yz+zx

xyz . Sta↪d xyz = xy+yz+zx = 27 . Dalej

(t−x)(t−y)(t−z) = t3−(x+y+z)t2+(xy+yz+zx)t−xyz = =t3−9t2+27t−27 =

=(t− 3)3 . Lewa strona przyjmuje wartość 0 dla t = x , t = y lub t = z , prawa
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tylko dla t = 3 . Wobec ich równości mamy x = y = z = 3 . Jest to jedyne

rozwia↪zanie uk ladu wyj́sciowego.

Można rozwia↪zywać nieco inaczej. Niech u = x + y , v = xy . Wtedy z =

9− u , v + u(9− u) = 27 i v(9− u) = 27 , zatem

0 = (9− u)(27− u(9− u))− 27 = −u(9− u)2 + 27(9− u)− 27 =

= (9−u)3−9(9−u)2 + 27(9−u)−27 w=9−u=======w3−9w2 +27w−27 = (w−3)3 ,

wie↪c w = 3 , wtedy u = 6 , v = 9 , z = 3 . Wynika sta↪d, że x+ y = 6 i xy = 9 ,

zatem 0 = 9− x(6− x) = 9− 6x+ x2 = (3− x)2 . W końcu x = y = 3 .

41. Rozwia↪zać uk lad równań

{x+ y + z = 9,
xy + yz + zx = 26,
xyz = 24.

Rozwia↪zanie. Mamy (t−x)(t−y)(t−z) = t3−(x+y+z)t2+(xy+yz+zx)t−xyz =

=t3 − 9t2 + 26t − 24 = =(t − 2)(t2 − 7t + 12) = (t − 2)(t − 3)(t − 4) . Wynika

sta↪d, że x = 2 , y = 3 , z = 4 , tzn. (x, y, z) = (2, 3, 4) lub (x, y, z) = (2, 4, 3) ,

lub (x, y, z) = (3, 2, 4) , lub (x, y, z) = (3, 4, 2) , lub (x, y, z) = (4, 2, 3) lub

(x, y, z) = (4, 3, 2) .

Oczywíscie druga metoda z poprzedniego zadania też dzia la, ale nie be↪dzie-

my jej powtarzać.

42. Rozwia↪zać uk lad równań
{
x5 − y5 = 992,
x− y = 2.

Rozwia↪zanie. Mamy 496 = x5−y5

x−y = x4 + x3y + x2y2 + xy3 + y4 . Wobec tego

zachodzi równość x4 + x3y + x2y2 + xy3 + y4 = 496 = 16 · 31 = 31(x − y)4 =

=31(x4−4x3y+6x2y2−4xy3 +y4) , zatem 30x4−125x3y+185x2y2−125xy3 +

30y4 = 0 . Przyjmijmy x = ty — można, bo y 6= 0 (dlaczego?). Po podstawieniu

i skróceniu przez 5y4 otrzymujemy 6t4 − 25t3 + 372 − 25t + 6 = 0 . Zachodza↪
równości 6 · 24− 25 · 23 + 37 · 22− 25 · 2 + 6 = 2(6 · 23− 25 · 22 + 37 · 2− 25 + 3) =

=22(6 · 22 − 25 · 2 + 37 − 11) = 23(6 · 2 − 25 + 13) = 0 . Liczba 2 jest wie↪c

pierwiastkiem równania 6t4 − 25t3 + 372 − 25t + 6 = 0 , wie↪c liczba 1
2 tez jest

pierwiastkiem tego równania. Mamy (t−2)(2t−1) = 2t2−5t+2 . Po podzieleniu

otrzymujemy 6t4− 25t3 + 372− 25t+ 6 = (2t2− 5t+ 2)(3t2− 5t+ 3) . Ponieważ

3t2−5t+ 3 = 3(t− 5
6 )2 + 3−3 · 25

36 ≥ 3− 25
12 > 0 , wie↪c albo y = 2x albo x = 2y .

Jeśli y = 2x , to 0 = x4+x3y+x2y2+xy3+y4−496 = (1+2+4+8+16)x4−496 =

=31(x4−16) . Wynika sta↪d od razu, że x = 2 i wtedy y = 4 lub x = −2 i wtedy

y = −4 . Para (2,4) nie spe lnia wyj́sciowego uk ladu, a para (−2,−4) — spe lnia.

Jeśli x = 2y , to 0 = x4+x3y+x2y2+xy3+y4−496 = (16+8+4+2+1)y4−496 =

=31(y4 − 16) , zatem y = 2 i wtedy x = 4 lub y = −2 i wtedy x = −4 . Para

(−4,−2) nie spe lnia uk ladu wyj́sciowego, a para (4, 2) — spe lnia. Mamy wie↪c

dwa rozwia↪zania wyj́sciowego uk ladu: (−2,−4) i (4, 2) .
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Można uk lad rozwia↪zać nieco inaczej. Mamy

x4 + x3y + x2y2 + xy3 + y4 − 496 = (x − y)4 + 5x3y − 5x2y2 + 5xy3 − 496 =

=(x− y)4 + 5xy
(
(x− y)2 + xy

)− 496 = 16 + 5xy(4 + xy)− 496 =

= 5(xy)2 + 20(xy)− 480 = 5
(
(xy)2 + 4(xy)− 96

)
= 5
(
(xy + 2)2 − 100

)
.

Wynika sta↪d, że xy = 8 lub xy = −12 , wie↪c

0 = y(y + 2)− 8 = (y + 1)2 − 9 = (y − 2)(y + 4) lub

0 = y(y + 2) + 12 = (y + 1)2 + 11 ≥ 11 .

Otrzymujemy wie↪c te same rozwia↪zania, co poprzednio: (4, 2) i (−2,−4) .

43. Rozwia↪zać uk lad równań
{

(x3 + y3)(x2 + y2) = 2a5,
x+ y = a.

Rozwia↪zanie. Jeśli a = 0 i y = −x , to uk lad jest spe lniony i innych rozwia↪zań

w tym wypadku nie ma. Dalej zak ladam, że a 6= 0 . Ze znanej równości x3 +y3 =

=(x + y)(x2 − xy + y2) , wynika wie↪c, że 2a4 = (x2 − xy + y2)(x2 + y2) =

=((x+y)2−3xy)((x+y)2−2xy) = (a2−3xy)(a2−2xy) = a4−5(xy)a2 +6(xy)2 ,

wie↪c 0 = a4 + 5(xy)a2 − 6(xy)2 = (a2 + 6xy)(a2 − xy) , zatem albo 6xy = −a2

albo a2 = xy . Wobec tego 0 = x2 − ax− a2

6 = (x− a
2 )2 − 5a2

12 i x = a
2 ± a

6

√
15 ,

y = a
2 ∓ a

6

√
15 , albo 0 = x2− ax+ a2 = (x− a

2 )2 + 3
4a

2 > 0 , co jest niemożliwe.

44. Rozwia↪zać uk lad równań
{

x+ y = 1,√
x+
√
y = 1.

Rozwia↪zanie. Ponieważ x ≥ 0 , y ≥ 0 i x+ y = 1 , wie↪c 0 ≤ x ≤ 1 i 0 ≤ y ≤ 1 .

Sta↪d wynika, że 0 ≤ x ≤
√
x i 0 ≤ y ≤

√
y , wie↪c 1 = x + y ≤

√
x +
√
y = 1 .

Wobec tego
√
x = x i

√
y = y . oznacza to, że x = 0 lub x = 1 oraz y = 0 lub

y = 1 . Wobec tego albo x = 0 i y = 1 , albo x = 1 i y = 0 .

45. Rozwia↪zać uk lad równań
{
x2 + y2 = uv,
u2 + v2 = xy.

Rozwia↪zanie. Mamy 0 ≤ (u − v)2 = u2 + v2 − 2uv , zatem 2uv ≤ u2 + v2 przy

czym ta nierówność staje sie↪ równościa↪ wtedy i tylko wtedy, gdy u = v . Wobec

tego 2xy ≤ 2x2 + 2y2 = 2uv ≤ u2 + v2 = xy . Ponieważe xy = u2 + v2 ≥ 0

i 2xy ≤ xy , wie↪c xy = 0 . Co wie↪cej 0 = 2xy ≤ x2 + y2 ≤ xy = 0 , zatem

x = y = 0 .

46. Rozwia↪zać w liczbach naturalnych uk lad
{x+ y = uv,
u+ v = xy.

Rozwia↪zanie. Jeśli 0 ∈ N , to trzeba rozważyć przypadek, że co najmniej jedna

z czterech niewiadomych jest zerem. Niech np. u = 0 . Wtedy x + y = 0 , wie↪c

x = y = 0 . Również v = xy − u = 0 . Dalej zakladam, że wszystkie niewiadome

sa↪ dodatnie. Mamy

0 ≤ (u − 1)(v − 1) = uv − (u + v) + 1 = x + y − xy + 1 = 2 − (x − 1)(y − 1) ,
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zatem (x− 1)(y − 1) = 0 , (x− 1)(y − 1) = 1 albo (x− 1)(y − 1) = 2 .

Jeśli x = 1 , to (u− 1)(v − 1) = 2 , wie↪c u = 2 i v = 3 lub u = 3 i v = 2

oraz y = uv − x = 5 . Analogicznie, gdy y = 1 , to x = 5 i u = 2, v = 3 lub

u = 3, v = 2 .

Jeśli x = 2 = y , to (u− 1)(v − 1) = 1 , wie↪c u = 2 = v .

Jeśli x = 2, y = 3 albo x = 3, y = 2 , to (u− 1)(v − 1) = 0 , wie↪c u = 1 i

wtedy v = 5 lub v = 1 i wtedy u = 5 .

47. Rozwia↪zać uk lad równań

{
x+y
1+xy = 2a

1+a2 ,
x−y
1−xy = 2b

1+b2 ,
gdzie a, b sa↪ danymi liczbami rze-

czywistymi.

Rozwia↪zanie. Zauważmy, że jeśli para (x, y) jest rozwia↪zaniem uk ladu równań,

to również para ( 1
x ,

1
y ) jest jego rozwia↪zaniem. Mamy też 1/a

1+(1/a)2 = a
1+a2 .

Możemy wie↪c zak ladać bez straty ogólności, że |a| ≤ 1 i analogicznie |b| ≤ 1 .

Jeśli a = 1 , to x + y = 1 + xy czyli (1 − x)(1 − y) = 0 . Jeżeli x = 1 , to
2b

1+b2 = 1−y
1−y , zatem b = 1 . Uk lad jest spe lniony przez każda↪ pare↪ liczb postaci

(1, y) . Jeśli y = 1 , to 2b
1+b2 = x−1

1−x = −1 , zatem b = −1 i wtedy każda para

liczb postaci (x, 1) jest rozwia↪zaniem uk ladu równań.

Jeśli a = −1 , to 1+xy = −(x+y) , wie↪c (1+x)(1+y) = 0 , zatem x = −1 i

wtedy b = −1 lub y = −1 i wtedy b = 1 . W pierwszym wypadku rozwia↪zaniami

sa↪ pary postaci (−1, y) , a w drugim — postaci (x,−1) .

Podobnie, można przedyskutować przypadki b = 1 i b = −1 . Gdy b = 1

rozwia↪zaniami sa↪ pary postaci (1, y) , gdy a = 1 oraz (x,−1) , gdy a = −1 .

Przypadek b = −1 można sprowadzić do przypadku b = 1 przez jednoczesna↪
zmiane↪ znaków obu niewiadomych.

W dalszym cia↪gu zak ladamy, że |a| < 1 i |b| < 1 . Istnieja↪ takie liczby

α > 0 , β > 0 , że a = α−1
α+1 i b = β−1

β+1 . Z za lożeń o liczbach a i b wynika,

że x, y /∈ {−1, 0, 1} . Można wie↪c napisać, x = u−1
u+1 dla pewnego u /∈ {0, 1} .

Analogicznie y = v−1
v+1 dla pewnego v /∈ {0, 1} . Wtedy

x+ y

1 + xy
=

u−1
u+1 + v−1

v+1

1 + u−1
u+1 · v−1

v+1

=
uv − 1
uv + 1

.

Analogicznie x−y
1−xy = u−v

u+v , 2a
1+a2 = α2−1

α2+1 i 2b
1+b2 = β2−1

β2+1 . Równania przybieraja↪

wie↪c postać uv−1
uv+1 = α2−1

α2+1 , u−v
u+v =

u
v−1
u
v+1 = β2−1

β2+1 . Z otrzymanych równości i róż-

nowartościowości funkcji t 7→ t−1
t+1 = 1 − 2

t+1 wynika, że uv = α2 i u
v = β2 .

Sta↪d u2 = α2β2 i v2 = α2

β2 , zatem u = αβ i v = α
β lub u = −αβ i v = −αβ .
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Z równości a = α−1
α+1 wynika, że α = 1+a

1−a . Analogicznie β = 1+b
1−b . Otrzymujemy

x =
αβ − 1
αβ + 1

=
1+a
1−a

1+b
1−b − 1

1+a
1−a

1+b
1−b + 1

=
(1 + a)(1 + b)− (1− a)(1− b)
(1 + a)(1 + b) + (1− a)(1− b) =

a+ b

1 + ab

oraz

y =
α
β − 1
α
β + 1

=
1+a
1−a

1−b
1+b − 1

1+a
1−a

1−b
1+b + 1

=
(1 + a)(1− b)− (1− a)(1 + b)
(1 + a)(1− b) + (1− a)(1 + b)

=
a− b
1− ab

lub x = 1+ab
a+b i y = 1−ab

a−b .

Podamy jeszcze jedno rozwia↪zanie tego zadania, bo można spodziewać sie↪,

że nie wszyscy czytaja↪cy tekst wpadna↪ od razu na pomys l podstawień użytych

w przedstawionym rozwia↪zaniu. Jest on w istocie rzeczy naturalny, ale tylko

z punktu widzenia osób, które wiedza↪, co to jest tangens hiperboliczny i znaja↪
wzory na tangens hiperboliczny sumy dwu liczb (bardzo podobne do wzoru na

tangens sumy dwóch ka↪tów). Niżej prezentujemy rozwia↪zanie wymagaja↪ce jedy-

nie cierpliwego przekszta lcania wzorów wygla↪daja↪cych ma lo zache↪caja↪co. Jednak

drobny pomys l skraca przekszta lcenia.

Zaczynamy od wyznaczenia x z pierwszego równania: x = 2a−y−a2y
1+a2−2ay . Te↪

wielkość wstawiamy do drugiego równania pomnożonego przez mianowniki:

0 = (1+b2)
(
(2a−y−a2y)−y(1+a2−2ay)

)−2b
(
(1+a2−2ay)−y(2a−y−a2y)

)
=

= 2
(
a(1+b2)−b(1+a2)−((1+a2)(1+b2)−4ab

)
y+
(
a(1+b2)−b(1+a2)

)
y2
)

=

= 2
(

(a− b)(1− ab)− ((a− b)2 + (1− ab)2
)
y + (a− b)(1− ab)y2

)
=

= 2
(
a− b− (1− ab)y)((1− ab)− y(a− b)) , zatem y = a−b

1−ab lub y = 1−ab
a−b .

48. Rozwia↪zać uk lad równań





x1x2 = 1,
x2x3 = 2,
x3x4 = 3,
. . . . . . . . . . . . . . . .
xn−1xn = n− 1,
xnx1 = n.

Rozwia↪zanie. Za lóżmy, że n jest liczba↪ parzysta↪. Niech n = 2m dla pewnej

liczby naturalnej m > 0 . Mnoża↪c pierwsze równanie przez trzecie, potem przez

pia↪te itd. otrzymujemy x1 · x2 · x3 · x4 · . . . · x2m−1 · x2m = 1 · 3 · 5 · . . . · (2m− 1) ,

zaś mnoża↪c drugie przez czwarte, potem przez szóste itd otrzymujemy x2 · x3 ·
x4 · x5 · . . . · x2m−2 · x2m−1 · x2m · x1 = 2 · 4 · 6 · . . . · 2m 6= 1 · 3 · 5 · . . . · (2m− 1) ,

co oznacza, że w tym wypadku uk lad rozwia↪zań nie ma.

Teraz zajmiemy sie↪ nieparzystym n . Niech n = 2m+ 1 . Mnoża↪c wszystkie

równania stronami otrzymujemy

x2
1 · x2

2 · x2
3 · x2

4 · . . . · x2
2m · x2

2m+1 = (2m+ 1)! .
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Mamy zatem

x1 · x2 · x3 · x4 · . . . · x2m · x2m+1 =
√

(2m+ 1)! .

Iloczyny każdych dwu kolejnych niewiadomych sa↪ dodatnie, wie↪c wszystkie liczby

x1, x2, . . . , x2m+1 maja↪ ten sam znak. Cia↪g liczb x1, x2, . . . , x2m+1 jest roz-

wia↪zaniem uk ladu wtedy i tylko wtedy, gdy Cia↪g liczb −x1,−x2, . . . ,−x2m+1

jest rozwia↪zaniem uk ladu. Znajdziemy dodatnie rozwia↪zania. Mnoża↪c pierwsze

równanie przez trzecie, potem przez pia↪te itd. aż do ostatniego otrzymujemy

x1 · x2 · x3 · x4 · . . . · x2m+1 · x1 = 1 · 3 · 5 · . . . · (2m + 1) . Wynika sta↪d, że

x1 = 1·3·5·...·(2m+1)√
(2m+1)!

. Pozwala to na obliczenie kolejnych niewiadomych:

x2 = 1
x1

, x3 = 2
x2

= 2x1 , x4 = 3
x3

= 3
2 · 1
x1

,x5 = 4
x4

= 4·2
3 ·x1 , x6 = 5

x5
= 5·3

4·2 · 1
x1

,

x7 = 6
x6

= 6·4·2
5·3 · x1 ,x8 = 7

x7
= 7·5·3

6·4·2 · 1
x1

, itd.

49. Dowieść, że jeśli a2 + c2 = 1 = b2 + d2 i ab + cd = 0 , to |ad − bc| = 1 ,

a2 + b2 = 1 = c2 + d2 i ac+ bd = 0 .

Rozwia↪zanie. Z równości

c2d2 = (−ab)2 = a2b2 = (1− c2)(1− d2) = 1− c2 − d2 + c2d2

wynika od razu, że c2 +d2 = 1 . Sta↪d a2 +b2 = 1−c2 +1−d2 = 2−1 = 1 . Mamy

(ad−bc)2 = a2d2−2abcd+b2c2 = a2(1−b2)−2ab(−ab)+b2(1−a2) = a2+b2 = 1 .

Również (ac + bd)2 = a2c2 + 2abcd + b2d2 = a2(1 − a2) − 2a2b2 + b2(1 − b2) =

=a2 + b2 − (a2 + b2)2 = 1− 1 = 0 .

Można też użyć trygonometrii (w liceum). Ponieważ a2 + c2 = 1 , wie↪c istnieje

taka liczba α , że a = cosα i c = sinα . Istnieje też taka liczba β , że b = cosβ

i d = sinβ . Mamy 0 = ab + cd = cosα cosβ + sinα sinβ = cos(α − β) . Sta↪d

wynika, że istnieje taka liczba ca lkowita n że α − β = π
2 + nπ . Wobec tego

cosα = cos(β + π
2 + nπ) = (−1)n cos(β + π

2 ) = (−1)n+1 sinβ oraz

sinα = sin(β + π
2 + nπ) = (−1)n sin(β + π

2 ) = (−1)n cosβ .

Mamy wie↪c

a2 + b2 = cos2 α+ cos2 β = cos2 α+ sin2 α = 1 ,

c2 + d2 = sin2 α+ sin2 β = sin2 α+ cos2 α = 1 ,

ad− bc = cosα sinβ − cosβ sinα = sin(β −α) = sin(−π2 − nπ) = (−1)n+1 oraz

ac+ bd = cosα sinα+ cosβ sinβ = (−1)2n+1 cosβ sinβ + cosβ sinβ = 0 .

50. Dowieść, że jeśli a2 + c2 = 1 = b2 + d2 i ab + cd = − 1
2 , to zachodzi wzór

a2 + ab+ b2 = c2 + cd+ d2 . (XX OM)

Rozwia↪zanie. Zachodza↪ naste↪puja↪ce równości:

1− a2 − b2 + a2b2 = (1− a2)(1− b2) = c2d2 = (−ab− 1
2 )2 = a2b2 + ab+ 1

4 ,

zatem a2 + ab+ b2 = 1− 1
4 = 3

4 . Wobec tego

c2 + cd+ d2 = 1− a2 − 1
2 − ab+ 1− b2 = 3

2 − (a2 + ab+ b2) = 3
2 − 3

4 = 3
4 .
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Można też skorzystać z wzorów trygonometrycznych, które kiedyś m lodzież

licealna zna la, a teraz ma w tablicach maturalnych. Niech a = cosα , c = sinα ,

b = cosβ , d = sinβ — takie liczby α, β istnieja↪, bo a2 + c2 = 1 = b2 + d2 .

Mamy − 1
2 = ab+ cd = cosα cosβ + sinα sinβ = cos(α− β) . Wynika sta↪d,

że α− β = ± 2π
3 + 2nπ dla pewnej liczby ca lkowitej n . Wobec tego

cosα = cos(β ± 2π
3 + 2nπ) = cos(β ± 2π

3 ) =

= cosβ cos 2π
3 ∓ sinβ sin 2π

3 = − 1
2 cosβ ∓

√
3

2 sinβ .

Możemy teraz napisać

a2 + ab+ b2 = cos2 α+ cosα cosβ + cos2 β =

=
(− 1

2 cosβ ∓
√

3
2 sinβ

)2
+ cosβ

(− 1
2 cosβ ∓

√
3

2 sinβ
)

+ cos2 β

= 1
4 cos2 β ±

√
3

2 cosβ sinβ + 3
4 sin2 β − 1

2 cos2 β ∓
√

3
2 cosβ sinβ + cos2 β =

= 3
4 cos2 β + 3

4 sin2 β = 3
4 .

Uwaga. Pokazalísmy rozwia↪zania trygonometryczne w dwóch ostatnich zadaniach, bo

co prawda uczniowie liceum (tym bardziej gimnazjum) o nich nie pomyśla↪, ale na-

uczyciel może z tej metody skorzystać, by rozwia↪zać zadanie w jakikolwiek sposób,

a potem ewentualnie przerobić rozwia↪zanie na doste↪pne dla uczniów. Kiedyś opero-

wanie wzorami trygonometrycznymi by lo rzecza↪ naturalna↪ w szko lach, dok ladniej w

dwu ostatnich klasach czteroletniego LO, jeszcze wcześniej, przed wynalezieniem lo-

garytmów w XVII wieku, używano ich do obliczeń, wie↪c cze↪́sć ludzi bardzo sprawnie

nimi operowa la.

51. Dowieść, że jeśli a2 + c2 = b2 + d2 i ab+ cd = 0 , to a = ±d i b = ∓c .

Rozwia↪zanie. Zachodza↪ równości

0 = c2d2 − a2b2 = (b2 + d2 − a2)(b2 + d2 − b2) =

= (b2 + d2)2 − (a2 + b2)(b2 + d2) + a2b2 − a2b2 =

= (b2 + d2)(b2 + d2 − a2 − b2) = (b2 + d2)(d2 − a2) ,

zatem d2 = a2 , czyli a = ±d . Ponieważ a2 + c2 = b2 + d2 = b2 + a2 , wie↪c

c2 = b2 . Sta↪d i z równości ab = −cd wynika, że b = ∓c .

Uwaga. W zasadzie powtarzamy tu zadanie 49. Teze↪ można wypowiedzieć geometrycz-

nie: jeśli wektor [b, d] jest prostopad ly do wektora [a, c] i oba maja↪ te↪ sama↪ d lugość,

to [b, d] = ±[−c, a] . To, że warunek ab+ cd = 0 nadaje sie↪ na  latwe zadanie na za-

stosowanie twierdzenia Pitagorasa do trójka↪ta o wierzcho lkach (0, 0) , (a, c) i (b, d) .

52. Dowieść, że jeśli a2+k2+p2 = b2+m2+q2 = c2+n2+r2 = d2 , ab+km+pq = 0 ,

bc + mn + qr = 0 i ac + kn + pr = 0 , d > 0 , to a = ±mr−nqd , k = ± cq−brd

i p = ± bn−cmd .

Rozwia↪zanie. Zachodza↪ równości

(mr − nq)2 + (cq − br)2 + (nb−mc)2 =

= (mr)2 + (nq)2 + (cq)2 + (br)2 + (nb)2 + (mc)2 − 2mnqr − 2bcqr − 2bcmn =
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= (bc)2 + (bn)2 + (br)2 + (mc)2 + (mn)2 + (mr)2 + (qc)2 + (qn)2 + (qr)2 −
− (bc)2 − (mn)2 − (qr)2 − 2mnqr − 2bcqr − 2bcmn =

= (b2 +m2 + q2)(c2 + n2 + r2)− (bc+mn+ qr)2 = d2 · d2 − 02 = d4 .

Wynika sta↪d w szczególności, że co najmniej jedna z liczb mr − nq , cq − br ,

bn − cm jest różna od 0 . Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, że jest nia↪ cq − br .

Z równości ab+ km+ pq = 0 i ac+ kn+ pr = 0 wynika, że

0 = q(ac+ kn+ pr)− r(ab+ km+ pq) = a(cq − br) + k(nq −mr) .

Z poprzedniego zadania wynika, że istnieje taka liczba t 6= 0 , że

a = −t(nq −mr) = t(mr − nq) i k = t(cq − br) .

Z równości ab+ km+ pq = 0 i ac+ kn+ pr = 0 wynika, że

0 = b(ac+ kn+ pr)− c(ab+ km+ pq) = k(bn− cm) + p(br − cq) =

= t(cq − br)(bn− cm) + p(br − cq) = (cq − br)(t(bn− cm)− p) .

Wobec tego p = t(bn− cm) . Ponieważ

d2 = a2 + k2 + p2 = t2(mr − nq)2 + t2(cq − br)2 + t2(cm− bn)2 = t2d4 ,

wie↪c t = ± 1
d .

Uwaga. Można oczywíscie napisać podobne wzory na b,m, q lub c, n, r w zależ-

ności od pozosta lych wielkości. Zadanie można wypowiedzieć w je↪zyku geometrii.

Dane sa↪ trzy wektory o równej d lugości, wzajemnie prostopad le. Wtedy każdy

z nich jest równy z dok ladnościa↪ do znaku iloczynowi dwóch pozosta lych podzie-

lonemu przez wspólna↪ d lugość wyj́sciowych wektorów.

53. Dowieść, że jeśli




a2 + k2 + p2 = 1,
b2 +m2 + q2 = 1,
c2 + n2 + r2 = 1

i

{
ab+ km+ pq = 0,
bc+mn+ qr = 0,
ca+ nk + rp = 0,

to




a2 + b2 + c2 = 1,
k2 +m2 + n2 = 1,
p2 + q2 + r2 = 1

i

{
ak + bm+ cn = 0,
kp+mq + nr = 0,
pa+ qb + rc = 0.

Rozwia↪zanie. To zadanie jest trudne nawet dla dobrego ucznia w LO, chociaż

rozwia↪zanie nie be↪dzie d lugie. Metoda rozwia↪zania pokazana poniżej może też

być użyta w celu rozwia↪zania zadań 49 – 51. W pewnym sensie jest najbardziej

naturalna.

Be↪dziemy korzystać z rezultatu uzyskanego w poprzednim zadaniu. Przyj-

mujemy teraz a = mr − qn , k = qc − br i p = bn −mc . Maja↪c te wzory bez

trudu sprawdzamy, że teza ma miejsce. Na przyk lad

a2 + b2 + c2 = (mr − nq)2 + b2 + c2 = m2r2 + n2q2 − 2mnqr + b2 + c2 =

= m2r2 + n2q2 +mn(bc+mn) + qr(bc+ qr) + b2 + c2 =

= m2r2 + n2q2 +m2n2 + q2r2 + bc(mn+ qr) + b2 + c2 =

= m2(c2 + n2 + r2) + q2(c2 + n2 + r2)− c2(m2 + q2) + bc(−bc) + b2 + c2 =

= m2 +q2−c2(b2 +m2 +q2)+b2 +c2 = m2 +q2−c2 +b2 +c2 = b2 +m2 +q2 = 1 .
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Analogicznie uzyskujemy równości k2 +m2 + n2 = 1 i p2 + q2 + r2 = 1 .

Teraz udowodnimy, że ak+bm+cn = 0 . Po podstawieniu odpowiednich wielkości

za a, b, c otrzymujemy

ak + bm+ cn = k(mr − nq) +m(np− kr) + n(kq −mp) = 0 .

Podobnie sprawdzić można pozosta le równości, ale nie trzeba tego robić, bo

można zauważyć, że zarówno za lożenia jak i teza sa↪ symetryczne, co pozwala po

prostu zasta↪pić jedne litery innymi.
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