Zadania z analizy matematycznej

Zaczniemy od poczatku. Trzeba bra¢ pod uwage, ze istotna czes¢ studentéw I roku
nie spotkala sie w rzeczywistosci z zadnymi dowodami w szkotach, cho¢ to znéw powoli
sie zmienia, bo na maturze pojawia si¢ stowo dowdd. Jednak mozna zda¢ mature na
poziomie dowolnym i zosta¢ przyjetym na studia nie przeprowadziwszy samodzielnie
wczesniej zadnego dowodu. Oznacza to niestety, ze na poczatku éwiczen z dowolnego
zreszta przedmiotu jesteSmy zmuszeni thumaczyé, na czym polega dowodzenie w mate-
matyce. Jedna z pierwszych rzeczy jest indukcja. Pewnym problem na poczatku staje
sie dowodzenie twierdzen, ktorych teze nalezy nieco wzmocnic, by dowdd stal sie moz-

liwy lub przynajmniej by byt prosty. Jeden z najprostszych przyktadow to

Zadanie 1.1 Niech a; = 3, as = 8, ay42 = 3ap11 —a, dlan =1,2,.... Dowies¢, ze
a, >2"dlan=1,2,...

Zadanie jest trywialne, ale trzeba nieco wzmocni¢ dowodzona indukcyjnie teze, bo
potrzebujemy oszacowania a,, obu stron. Wystarczy dowodzié, ze a; < ay < --- < a,

oraz a, >2"dlan=1,2,... m

Nastepne zadanie na indukcje i nie tylko.

Zadanie 1.2 Niech ag = 01 ap41 = a, + 3(2® —a?) dla pewnego = € [—1, 1]. Udowod-

nié, ze |x| = lim a,,.
n—oo
W sformutowaniu tego zadania formalnie rzecz biorac zadnej indukeji nie ma (poza

definicja ciagu). Ale trzeba udowodni¢ zbieznosé ciagu. Udowodnimy, ze a3 < ay <

- < a, oraz a, < |z|] < 1 dlan = 0,1,2,.... Po napisaniu tego zdania dowod
1
2
Uny1 = an + 3(22 — a2) = an, + (2| — an) (2] + an) < ap + 3(|2] — @)1+ 1) = |z].

Ciag (a,) jest wiec ograniczony z gory i niemalejacy, wiec zbiezny do pewnej granicy

przebiega juz bardzo prosto: jesli 0 < a,, < |x|, to apy1 = an + 2(2* — @) > a, oraz

g € [0,1]. Poniewaz lim a,, = lim a,41, wiec g = g + 3(2? — g*). Wobec tego g = |z|.
[juz. m T T

To zadanie warto zrobié na zajeciach, bo z niego wynika, ze funkcja |z| jest granica
ciagu wielomianéw jednostajnie zbieznego na przedziale [—1, 1]. Prowadzi to do dowodu
twierdzenia Weierstrassa o przyblizaniu funkcji ciagtych wielomianami. Krok posrednie
to wykazanie, ze funkcje ciaglta mozna przybliza¢ jednostajnie funkcjami przedziatami

liniowymi. Inny krok posredni to

Zadanie 1.3 Niech z¢p < o1 < -+ < @p, Z0,Y0,%1,Y1,---,Tn, Yy € R. Funkcja

f: [xo,xn]) — R jest liniowa na kazdym z przedziatéw [z;_;,x;] oraz spelnia waru-
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nek f(z;) = y; dlai € {0,1,...,n}. Wyrazi¢ wartos¢ f(x) wzorem w zaleznosci od

Zo,Y0,T1, Y1, - - - 7xn7yy' u

Pé7Zniej warto zrobi¢ zadanie, ktore niektérzy rozwiazuja w czasie wyktadu.

Zadanie 1.4 Zalézmy, ze f,,: [a,b] — R i f,(z) < foi1(x) dla kazdego n = 1,2, ...
i kazdego z € [a, b] oraz, ze dla kazdego x € [xg, ;] clag (f,) jest ograniczony z gory.
Niech f(x) = lim f,(z)). Udowodnié, ze jesli wszystkie funkcje f, f1, fo,... sa ciagle
to ciag (fn) jegt_ijogdnostajnie zbiezny do funkcji f. m

A teraz zadanie spoza analizy, z trzeciego stopnia XVI OM.
Zadanie 1.5 Udowodni¢, ze jesli liczby a, b sa catkowite oraz
2a° +a = 3b* + b,
to liczby a — b i 2a + 2b + 1 sa kwadratami liczb catkowitych.

Mamy b? = 2a®+a—2b>—b = (a—b)(2a+2b+1). Jedli liczba pierwsza p dzieli liczby
a—bi2a+ab+1, to dzieli tez liczbe biliczbe (2a+2b+1—2(a—b)) —4b = 4b+1—4b =1,
wiec nie ma takiej liczby pierwszej. Stad i z réwnosci b* = (a—b)(2a+2b+1) wynika, ze
kazdy czynnik pierwszy liczby a—b pojawia sie¢ w jej rozktadzie na czynniki pierwsze tyle
samo razy ile w rozkladzie liczby b? na czynniki pierwsze, wiec w parzystej potedze. To

samo mozna powiedzie¢ o czynnikach pierwszych liczby 2a 4 2b+ 1. No to juz, prawda?

Alez skad! Przeciez nie wiemy, czy liczba a—b jest nieujemna! To trzeba wykazac i to
korzystajac z catkowitosci liczb a, b, bo bez trudu mozna znalezé liczby rzeczywiste,
dla ktérych spetniona jest réwnosé 2a®+a = 3b*+bia < b,np.b=1,a = —%L(l—i-\/ 33).

Zatozmy, ze a — b < 0, wiec ze istnieja takie liczby catkowite k., ¢, ze
a—b=—k i 2a+20+1=—1>. (1)

Liczba 3b% 4+ b = b(3b + 1) jest parzysta, wiec liczba 2a? + a tez jest parzysta i wobec
tego liczba a jest parzysta. Z réwnan (1) wynika, ze a = i (—2k* — (> —1). Poniewaz a
jest liczba catkowita, wiec liczba £ jest nieparzysta. Istnieje wiec taka liczba catkowi-
ta n, ze { = 2n + 1. Wobec tego a =  (—2k? — 4n(n + 1) — 2). Stad wynika, ze k jest
liczba nieparzysta, wiec istnieje taka liczba catkowita m, ze k = 2m + 1. Wobec tego
a=—2(4m*+4m+1)—4n(n+1)—2) = —2m*—2m—n(n+1)—1, co oznacza, ze liczba
a jest nieparzysta, wbhrew wczesniejszym ustaleniom. Zatozenie a < b doprowadzito do

sprzecznosci, wiec a > b. Dopiero teraz zakonczylismy dowod. m
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A teraz mozna jeszcze przed mtodzieza postawi¢ problemik; Jakie pary liczb spel-
niaja réwnanie 2a? + a = 3b? + b. Mozna je potraktowaé jako réwnanie z niewiadoma,
a i parametrem b:

2a* +a— (3b* +0) =0.

Réwnanie kwadratowe, wiec A, = 1 + 8(3b* + b). Aby rozwiazanie a bylo calkowite
musi istnie¢ taka liczba catkowita c, ze 1+ 8(3b? +b) = ¢?, czyli 24b*> +8b+ 1 —c* = 0.
To znéw réwnanie kwadratowe, z niewiadoma b. A, = 64 — 96(1 — ¢?) = 32(3¢* — 1).

Aby rozwiazanie b byto calkowite musi istnie¢ taka liczba catkowita d, ze 3¢ —1 = 2d2.

Jesli takie liczby ¢, d istnieja, to b = =528 = — 1 Jub b = =B84 = 124 wiec b
jest catkowite, gdy reszta z dzielenia liczby b przez 6 Jest rowna 5 lub 1. Wtedy a = ’1470
lub a = _14+C, wiec jesli ¢ jest nieparzysta, to jedna z tych liczb jest catkowita, a druga

nie.
Jedli 3¢* — 1 = 2d?, to oczywidcie c # 0 # d i3 = d—2 7. Widaé wicc, ze 4 ~ j:\/7
dla ,duzych” liczb c. Zajmijmy sie liczba \/g Mamy

3 _ V6—2 _ _ _ 1
\/;_1+ _1+f+2 1+4+f2 1+4+f+2_1+4+f1+2_
—1+—:1—|——

zaczyna powtarzac sie.
Przedstawilismy liczbe \/g jako tzw. utamek tancuchowy.
Kolejne utamki wygladaja tak:

1:%’1+%:%’1+ 11:£ _ 49 109 485 1079 (U)

40° 89 3967 8817 -

3 25 121 _ '3 2401 11881
Ichkwadratyto <3, 16>2, o < 5 1600>2, =001 <

Trzy zadania na indukcje i zdrowy rozsadek.

Zadanie 1.6 Udowodni¢, ze jesli fl’—: jest n—tym utamkiem tego ciagu, przy czym
Po = 1= qo, 10 ppy2 = Uny1Pnt1 + Pn 1 Gui2 = Ani1Gny1 + Pn, Przyjmujemy tu a; = 4,
as=2,a3=4,a,=2, ...

Mozemy zastapi¢ liczbe \/g dowolna liczba rzeczywista x > 0. Wzory na p,, .o oraz

(n+2 podane w tresci zadania nie zmienia si¢. ®

Zadanie 1.7 Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza wzory
Pn+1 Pn

Gn+1  Qn

_ (_1)n—1 j Potl _ Pn (=pn—t
Gn+1 qn qn Gn+1 "

Zadanie 1.8 Udowodni¢, ze jesli liczby r i s > 0 sa catkowite i liczba % znajduje sie

DPnil 5 Pn

miedzy liczbami 2 , to zachodzi nieréwnos¢ |s| > g,11. ®
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Wracamy do réwnania. Przyjrzyjmy sie tym utamkom z wiersza (U), ktére sa mniej-
sze od \/g Widzimy, ze 3-12 —2-12=1,3-92-2-112 =1, 3-89 —2.109% = 1,
3-8812—-2-1079° =1, ...

Niech 6§ = 5d + 6¢, v = 4d + 5c. Jesli 3c? — 2d? = 1, to

372 — 262 = 3(4d + 5¢)* — 2(5d + 6¢)? = 3c* — 2d*> = 1.
Mamy ,maszynke” do wskazywania nastepnych rozwiazan réwnania 3¢ — 2d% = 1.
Wskazane juz rozwiazania otrzymujemy z rozwiazania d =1, c=1: 11 =5-1+6-1,
9=4-1+5-1. Nastepnie 109 =5-11+6-9 oraz 89 = 4-11+5-9 itd. Innych rozwiazan
nie ma, co wykazemy zaraz.

Latwo mozna zauwazy¢, ze 6 = bd + 6¢ i v = 4d + 5c¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
d =50 —6vic=5y—40. Zaktadamy, ze liczby 7, ¢ sa dodatnie i 3% —26% = 1. Wtedy
rowniez 3c¢® — 2d? = 3(5y — 49)? — 2(55 — 67)% = 3¢* — 262 = 1.

Mamy tez ¢ = 5v — 49 = 5. /1292 _ 45 = 25(1+26%)-3-1652 _ 254262 >0,
' ! s 3G/ 22 446) (5, 222 1a0)
d =56 —6y=056—6y/22 = BE2NY) 212 5 () oy §>3 c—y =
Y 3 55+6\/1+§62 55%’6\/% gay Y

4(y —6) < 0 oraz

d—0=40—6y =225 —3/112% ) = 20302 _ 5 —apd
7 ( 3 2043/ 12282 g4y, /1420

Wykazali$my, ze przejscie od pary liczb catkowitych (4, ), do pary (d, ¢) powoduje

zmniejszenie obu elementéw pary przy zachowaniu ich dodatniosci. Oznacza, to, ze po
skonczenie wielu takich operacjach warto$¢ liczby 0 stanie si¢ mniejsza od 3, a taka
para jest tylko jedna (z doktadnoscia do znakéw): (1,1).

Dodajmy jeszcze, ze dzielac kolejne liczby d, czyli liczby dy = 1, dy = 11, dy = 109,
ds = 1079,... przez 6 otrzymujemy reszty 1,5,1,5,..., bowiem 5 -1 = 5(mod 6) oraz

5-5=1(mod 6). Z wzoru b = =4 otrzymujemy wiec kolejno liczby catkowite b:
bp = 0, by = =2, by = 18, by — 180, ... Odpowiadajace im liczby a otrzymujemy
z réwnosci a = = a9 =0, a; =2, ay = 22, a3 = 220, ...

Mozna uzyskaé¢ jawne wzory (temat na nastepne zadanie) na ¢, i d, korzystajac
z TOWNOSci
{ o1 = 5d,, + 6c,,
Cnr1 = 4d, + 5c,
Mnozac pierwsza z nich przez 5 i odejmujac od wyniku druga pomnozona przez 6

otrzymujemy 5d,, 11 — 6¢,11 = d,, czyli 6¢,41 = ddy,11 — d,,. Stad 1 z rOwnosci

"Wiem z wlasnego doéwiadczenia, ze te wzory mozna zobaczyé wpatrujac sie w utamki z ciagu
(U), jesli wierzy sie mocno w istnienie takich wzoréw. Mozna tez uzyskaé je z wzoréw rekurencyjnych

z zadania 1.
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dpyo = bdyiq + 6¢, 11 Otrzymujemy wzor d,, o = 10d,,1 — d,. Znajdziemy takie liczby
rzeczywiste q, ze q"T? = 10¢""' — ¢". Ciagi (¢") beda zdefiniowane takim samym
wzorem rekurencyjnym jak ciag (d,,). Dzielac stronami przez ¢" i przenoszac wszystko
na jedna strone otrzymujemy 0 = ¢*> — 10¢ + 1 = (¢ — 5)? — 24. Wobec tego sa dwie
takie liczby ¢ = 5 — V24 = 5 — 26 oraz ¢ = 5 + /24 = 5 + 2/6. Znajdziemy
takie liczby A, B, ze d,, = Aq} + Bqy dlan =0,1,2.... Wystarczy, aby tak byto dla
n =01n =1, bo nastepne wyrazy, we wszystkich trzech wypadkach wyliczane sa
z wzoru d, o = 10d,,.1 — d,. Maja wiec by¢ spelnione réwnosci
dy=1=A¢ + B¢ =A+B
{ di =11 = Ag} + Bgi = A(5 — 2v/6) + B(5 + 2V6)

Otrzymujemy 11(5 — 2v6) — 1 = A(5 — 2v6)? — A = A(48 — 20v/6). Wynika

. _54—22v6 __ (27—11v6)(1245v6) _ —643v6 __ 2—/6 - 246
stad, ze A = H12-5v6) = 544-T150) = —5% = =7 i wobec tego B = ==,

Mozemy napisaé, ze d,, = 2’4‘/6 (5 -2v6)" + %6 (54 2v6)".

Wzér na ¢, mozna uzyska¢ w podobny sposob. Postapimy jednak nieco inaczej.

Skorzystamy z wyprowadzonego juz wzoru d, ., = 5d, + 6¢,. Wyznaczamy z niego

6Cy = dpy1 — 5y, = 2208 - (5 — 24/6)"H! 4 208 (5.4 23/ )+ —
5208 (5 - 2v6)" + 25 . (54 2V6)") =

= (-2v6)58 - (5 - 2V6)" + 26258 - (54 2V6)" =

=(3-v6)-(5—-2V6)"+(3+V6)-(5+2V6)". Wynika stad, ze dla kazdej liczby

naturalnej n zachodzi wzoér ¢, = %é (5 —-2v6)" + %6 - (54+2V6)". m

Widaé¢ wyraznie, ze pojawita sie tu tez w tle bardzo elementarna algebra liniowa.
Warto zapewne na ¢wiczeniach powiedzie¢ wyraznie, ze zbidr ciagéow spetniajacych
uktad réownan rekurencyjnych jest przestrzenia liniowa, dwuwymiarowa i nastepnie

o$wiadczy¢, ze szukamy w niej ,tadnej” bazy.

NatrafiliSmy na tzw. utamki tancuchowe. Pokazemy teraz jak mozna je wykorzystac
do dowodu niewymiernosci liczby m — tym razem nie bedzie zadnych catek, ktore zwy-
kle sa uzywane w demonstrowanym dowodzie tego twierdzenia. Obecnie przedstawiane
jest ono zwykle w obudowie dosy¢ odstraszajacej na wejsciu, bo autorzy powtarzaja
przeksztalcenia pochodzace od Gaussa, ktory badal szeregi hipergeometryczne, wiec

szeregi postaci

gdzie a, b, c, z € C. Rozumowanie, ktére pokaze to przerobka pierwszego dowodu nie-
wymiernosci pochodzacego od niemieckiego matematyka J. Lamberta. Dowo6d skrocit

i ,wyczyscit” Miklos Laczkovicz z Budapesztu (The American Mathematical Monthly,

5
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vol. 104, No 5, May 1997, pp. 439-443), a jeszcze wczesniej Gauss i inni. Tekst ponizej
to thumaczenie pracy Laczkovicza z nieistotnymi zmianami. W rozumowaniu Lamberta
nie byto luk, to byt pelny, poprawny dowdd, ale to zrozumiano po kilkudziesieciu latach.
Myélimy teraz o drugim semestrze, co bedzie wida¢ wyraznie. Dla dowodu niewymier-
nosci 7 nie potrzeba az tyle, wiec bedziemy rozwazaé¢ funkcje zdefiniowane wzorem

x? x? 28

2k Mk (hr1)2 Bk (htl) (k23

fr(@) =1~

gdzie k € C\ {0,—1,—-2,...}. Oczywiscie pierwszy problem to ustalenie promienia
zbieznosci szeregu (latwe zadanie, ktére mozna rozwiazaé znacznie wezesniej). Oczy-
wiscie promieniem zbieznosci jest oo. Na pytanie skad sie biora takie funkcje nie od-

powiadamy, po prostu sa i juz, ale

l‘2 334 ZG
fl o(z) =1~ T+ T35 T35 T =
/ ( ) 227 T oI 301 T 6. 1353
- 12 $4 CE6 _
=1 =15+ 1351 — 135246 T+ =087,
a takze
./132 x4 xG
f32$:1_ T + 3591 57 T =
/ ( ) 22.5 24.5.5.2! 26.5.5.5.3!
_ z2 x4 28 __ sinx
=1 32 + 3:5-2:4 3:5:7-2-4-6 o= x

Oczywidcie nie nalezy sprawia¢ wrazenia, ze kazdy matematyk zajmujacy sie niewy-
miernoscia m wpada natychmiast na pomyst prowadzacy do tych wzorow i przeksztat-

cen, ktére pojawia sie za moment.
. ., 4 y f3/2(
Mozemy napisaé¢ teraz rownogé 8% = 23/ at ),
x f1/2(@)
chwili, ale niebawem sie okaze w czym rzecz. Zachodza rownosci:

z2 (1 1 x4 1 1
fk+1($) - fk@) = 2270 (E - k_+1) T 2tan <k(k+1) B (k+1)(k+2)> +

co moze wygladaé¢ dziwnie w pierwszej

+ 22 1 _ 1 o a® 1 - 1 i
2631 \ k(1) (k+2) (k1) (k+2)(k+3) 2541 \ k(k+ 1) (k+2)(k+3)  (k+1)(k+2)(k+3)(k+4)
$2 $2 CE4 fE6 m2 .
T = T (1 T2 T A s T s ) T T T fei2(x), czyli
72

= = — ) Ul

Tk + 1>fk+2(37) Jr1(@) = fu(z) (U1)

Stad otrzymujemy réwnos¢ 1 — fﬁ(ji) = 4k(ff’f)+ ;c(fl)(x)’ rownowazna nastepujacej:

1
f;ﬁ Sﬁ - ——— (U2)
: TR 1 ()

Lemat 1. (latwe zadanie)

Dla kazdej liczby zespolonej x zachodzi réwnosé klim fr(x) =1

6
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Dow6d. Mamy lim ‘ﬁljn = 0, wiec istnieje taka liczba K > 0, ze

n—oo

‘$|2n

< K dla

n!
2n

k(kﬂ)’f”(k%_l)n! < kﬁn dla kazdego k > 1 i dowolnego

n > 1. Mozemy wiec oszacowaé liczbe | fy(x ) — 1| przez sume szeregu geometrycznego

n =1,2,.... Stad wynika, ze |5

o ilorazie % Otrzymujemy |fx(z) — 1] < —Oo>0 czyli teze. m

1 T
Przechodzimy do dowodu niewymiernosci ;r
Lemat 2. (zasadnicza cze¢$¢ rozumowania)

Jesliz #0122 €Q, to fu(z) £01i f;:g;? ¢QdlakeQ\{0,—1,-2,...}.

Dowéd. Niech x # 01 2> € Q i niech & € Q\ {0,—-1,-2,...}. Z wzoru (Ul)

wynika, ze jesli dwa kolejne wyrazy ciagu (frin) sa zerami, to wszystkie nastepne tez

— indukcja. To jednak jest niemozliwe dla x # 0, bo lim fy,(x) = 0.

Zalozmy, ze fr(x) = 0 lub f’}:(lg) € Q. Istnieja wtedy takie liczby calkowite a,b
i taka liczba y # 0, ze fr(z) = ay oraz fyi1(x) = by. Nie wykluczamy tego, ze a = 0
lub b = 0.
Niech ¢ > 0 bedzie taka liczba naturalna, ze f —3 4 € Z. Niech Go(r) = fi(z) oraz

n

_ q
G"_k(k+1)...(k+n—1)

fran(z) dla n=1,2,....

Z rownosci fryni1(x) — fran(z) = m frante(x) wynika zwiazek

xzqn+2fk+n+2($) _ (k + n)qn+2fk+n+1(x) _ q"+2fk+n(:)3)
dk(k+1)...(k+n)(k+n—+1)  k(k+1)...(k+n) k(k+1)...(k+n—-1)"

Mamy wiec

2

Ak e k
Gm:ﬂaw—x—%@:zx( q+nq)Gn+1—4i—Gn.

2 2

Wspétcezynniki przy G411 1 G, w ostatnim wzorze sa catkowite, zatem wszystkie liczby
w ciagu (G,) sa catkowitymi wielokrotnogciami liczby y # 0. Dla dostatecznie duzych
n zachodzi |f,.x(z) — 1| < 1, wiec foix(z) # 0, zatem G, # 0. Ciag calkowitych
wielokrotnoéci liczby y réznych od 0 nie jest zbiezny do 0, a oczywiscie lim G, = 0.
Doszlismy do sprzecznosci. Lemat zostal wykazany. m T

Whiosek 1. 712 ¢ Q.
Dowéd. Zalézmy, ze n° € Q. Mamy f1/5(5) = cos 5 = 0, whrew lematowi 2. Zakon-
czylismy dowdd niewymiernoéci m, a nawet 2. m

Whiosek 2. Jesli z € Q\ {0}, to tgz ¢ Q.

J3/2(x) tgx

Dowdd. 7 lematu 2. zastosowanego dla k = % wynika, ze liczba T = nie jest

wymierna, wiec z wymiernosci mianownika wynika niewymiernos¢ licznika. m

Zadanie 1.9 Udowodnié, ze je$li cosa = §7 p,q € Z, NWD(p,q) =11iq > 3, to
T ¢Q
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To zadanie pojawilo sie kiedy$ na zawodach II stopnia Olimpiady Matematycznej
(zp =1, qg =3), zreszta jest dosy¢ znane. Mozna daé je studentom ze wskazdéwka:
cos 23 = 2cos? 3 — 1. Lepsi studenci powinni daé sobie wtedy rade. m

Przedstawimy teraz funkcje tangens w postaci nieskonczonego utamka tancucho-
wego. Ten fragment tez pochodzi z przywolanej wczesniej pracy M. Laczkovicza. Za-
zwyczaj w dowodzie niewymiernosci liczby 7 rozwiniecia, ktére pojawia sie niebawem,
byty wykorzystywane, ale M. Laczkovicz zdotat uprosci¢ dowodd i uniknaé¢ ich uzycia
W rozumowaniu.

Skorzystamy wielokrotnie z rownoéci (U2) (dla k=1,3,2 )

to g — fapa(w) T B x B x B
&L= xf (x) B a2 f50(x) 22f50(z) 1— x2 o
1/2 1— I3 (2 1 - —1.3.]0 ) 12-f7/2(a:)
33 f32(x) 3/2( 3<1_W>
X X xr X
1 - = 1-— L 1- —= -
_#rya(@) 3— a2 g—— 2 1 5 a?
5-f5/2(@) sl 22 f9/2(x) 5 T o2@ 5_7'(1% )
5-7-f7/2(x) 7'f7/2<z)

co wyraznie sugeruje prawdziwos¢ wzoru

x x
tgx = N — = - : U3
- 2 _ 1.3
gy 22
CTT =) 1— 23
.

1

Prawie wszystko zostalo udowodnione poza zbieznoscia ciagu, ktérego kolejnymi

wyrazami sg liczby z, —, T T do liczby tg x. Zachodza oczywiste
3 3-%2 3- 2
57(17
z 4t T _ T T _ z T _ T t :
rownosci oy = o, - = et B i ——. zatem mozemy
3 13 35—z 1-—L3, 3— 22 1——28,—
5 1—Z 2 x
35 52 133,
. S ) L. ltsw
zajmowac sie ciagiem lewych lub prawych stron tych réwnosci.
Niech Ro(x) = z, Ri(z)) = e Ry(x) = —%5—, R3(x) = —%5—, ... Udo-
13 1- 13, 1-—13,
1_Z T
5 1= 55,
. . . . . . . Ve ’ 7 . 17%7
wodnimy, ze dla kazdej liczby zespolonej = zachodzi réwnos$¢ lim R, (x) = tgx.
n—oo
Skorzystamy z nastepujacego lematu (znéw zadanie).
Lemat 3.
Jedli |b;] < 2 dlai=1,2,...,n— 1 oraz |b,| < 1, to - b <inm
1+43;
14
g bnot
1 4+by

Jego dowdd to banalna indukcja, wiec go opuszczam. I jeszcze jeden fakcik, ktory sie

przyda.
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Lemat 4.
Jedli |b;] < $dlai=1,2,...,noraz |0] < 1, to
b b
! - 1b < 6] m
1+ . 1+ -
b b
1+—3 1+—3
1+ 1+
: 14 bpn—1 '~.1 bpn—1
1 +bp 1 +bpts

Znéw opuszcezam dowod indukeyjny lematu, choé¢ to calkiem niezte zadanie dla

by
by
1+b73
1+

srednich studentow. W dalszym ciagu bedziemy oznaczaé¢ utamek

symbolem [by, by, ..., by,].

Z udowodnionego wezesniej wzoru (U2) wynika nastepujaca réwnosé

forea () 1
n ) 1_ x2 Tt (@)
Feea )1 — e ey TG
Z lematu 1 wynika, ze lim ?L:E?—Z;g; = 1. Istnieje wiec taka liczba naturalna N, ze jesli
for@/2(@) |z|2 1
n > N, to oo @ 1‘ < 1 oraz G < 1
. 332 332 x2
Niech P, = [_ GNTDENT3)  (@NI3)eN+5) "0 (2n—1)(2n+1)] oraz
Q | z? . z? o z? . fn+(3/2)(90)}
n = | TENT)ENTS) T @NT3)EN5) 0 @ne)@ntD)  Farae)@) |’

$2 12 1’2
Fn(y) = [% —13> T35 —mﬂ]
Funkcja F zmiennej y jest homografia, wiec jest homeomorfizmem ptlaszczyzny

domknietej C na siebie. Jasne jest, ze tg(z) = Fn(Q,) dla kazdego n > N. Z lematu 2

wynika, ze | P, — Q,| < fnrp(@)

Frt/2) (@)

0, a stad wynika, ze

n—oo

Rule) — taal = [Fy(Py) = Fx(Qu)] ——0.
Zakonczylismy dowdd wzoru (U3). m

Zadanie 1.10 Udowodni¢, ze jesli funkcja w jest wielomianem n—tego stopnia, o wspot-
czynnikach catkowitych, n > 1, a xg jego niewymiernym pierwiastkiem, to istnieje taka
stata C' > 0, ze dla dowolnych liczb catkowitych p, ¢ zachodzi nieréwnosé |xg— §| > q%.

To jest twierdzenie Liouville’a. jego dowodd jest tatwy, nadaje sie na zadanie. Inna

kwestia jest wymys$lenie twierdzenia ... m

Zadanie 1.11 Udowodnié¢, ze suma szeregu > 107 jest liczba przestepna, wiec nie

jest pierwiastkiem zadnego wielomianu niezerowego o wspotczynnikach catkowitych. m



