
I lawa, 1 grudnia 2012: podzielność, trójka֒ty i czworoka֒ty

Micha l Krych

Bardzo prosze
֒

o powiadamianie o zauważanych b le
֒
dach.

1. Dzielnikami naturalnymi liczby 12 sa֒ 1 , 2 , 3, 4 , 6 i 12 . Ile dzielników natu-

ralnych ma liczba 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 · 12 = 479001600 ?

2. Czy liczba 10! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 = 3 628 800 jest podzielna przez

liczbe֒ 210 = 1024 ?

Dla jakich liczb n spośród 1, 2, 3, 4, . . . liczba n! = 1 · 2 · 3 · 4 · . . . (n− 1) · n jest

podzielna przez liczbe֒ 2n ?

3. Niech a = 1
3 · 57 · 9

11 · 13
15 · 17

19 · 21
23 ·. . .· 2001

2003 · 2005
2007 , b = 1

2 · 34 · 56 · 78 · 9
10 · 11

12 ·. . .· 1001
1002 · 1003

1004 .

Która z liczb a, b jest wie֒ksza i dlaczego?

4. Udowodnić ceche֒ podzielności przez 3 i przez 9 (nieco poprawiona wersja):

reszta z dzielenia danej liczby naturalnej przez 3 (odpowiednio przez 9 ) równa

jest reszcie z dzielenia jej sumy cyfr (w uk ladzie dziesia֒tkowym) przez 3 (odpo-

wiednio przez 9 ).

5. Można sformu lować podobne cechy podzielności przez 11 i przez 99 : dzielimy

liczbe֒ na grupy dwucyfrowe zaczynaja֒c od cyfry dziesia֒tek i jedności, naste֒pnie

z cyfry tysie֒cy i setek i tak dalej, sumujemy te liczby dwucyfrowe (ostatnia może

być jednocyfrowa).

Udowodnić, że reszty z dzielenia otrzymanej i wyj́sciowej liczby z dzielenia przez

99 (również przez 11 , 9 , 3 , 33 ).

6. Można sformu lować podobne cechy podzielności przez 27 i 37 : dzielimy liczbe֒

na grupy trzycyfrowe zaczynaja֒c od cyfry setek, cyfry dziesia֒tek i cyfry jedności,

naste֒pnie z cyfry setek tysie֒cy, cyfry dziesia֒tek tysie֒cy i cyfry tysie֒cy i tak dalej,

sumujemy te liczby trzycyfrowe (ostatnia może mieć mniej cyfr).

Udowodnić, że reszty z dzielenia otrzymanej i wyj́sciowej liczby z dzielenia przez

999 (również przez 27 , 37 , 3 , 9 , 111 , 333 ).

7. Dla jakich liczb k można sformu lować cechy podzielności typu opisanego w po-

przednich trzech zadaniach?

8. Za lóżmy, że N = anan−1an−2 . . . a2a1a0 =

= an · 10n + an−1 · 10n−1 + an−2 · 10n−2 + + . . . + a2 · 102 + a1 · 10 + a0 , przy

czym a0, a1, a2, . . . , an−2, an−1, an ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} — oznacza to, że

liczby a0 , a1 , . . . sa֒ kolejnymi cyframi liczby N : a0 to cyfra jedności, a1 to

cyfra dziesia֒tek, a− 2 to cyfra setek itd.

Udowodnić, że reszta z dzielenia liczby n przez 11 jest równa reszcie z dzielenia

przez 11 liczby a0 − a1 + a2 − a3 + . . . .
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9. Sformu lować ceche֒ podzielności przez 101 analogiczna֒ do cechy podzielności

przez 11 opisanej w poprzednim zadaniu.

10. Sformu lować ceche֒ podzielności przez 1001 oraz przez 7 , 11 , 13 , 77 , 91 , 143

analogiczna֒ do cech podzielności przez 11 i 101 opisanych w poprzednich dwóch

zadaniach.

11. Wykazać, że każda z liczb: 10001 , 99 999 999 , 1 000 000 000 001 ,

9 999 999 999 999 999 , 100 000 000 000 000 000 001 , . . . , czyli z liczb postaci

10000n + (−1)n+1 dla n = 1, 2, 3, 4, 5, . . . jest podzielna przez 73 .

12. Udowodnić, że jeśli x2 +y2 = z2 dla pewnych liczb ca lkowitych x, y, z , to liczba

xyz jest podzielna przez 60 .

13. Dane sa֒ takie liczby ca lkowite a i b , że 2a2 +a = 3b3 +b . Udowodnić, że liczby

a− b oraz 2a+ 2b+ 1 sa֒ kwadratami liczba ca lkowitych,

14. Udowodnić wzór na pole równoleg loboku korzystaja֒c z wzoru na pole prosto-

ka֒ta.

W zdecydowanej wie֒kszości znanych mi podre֒cznków dowód jest niekompletny,

chodzi o pe lny dowód obejmuja֒cy wszystkie przypadki.

15. Udowodnić wzór na pole trapezu

16. Dany jest czworoka֒t wypuk ly ABCD . Punkty K i L , M i N , P i Q , R i S

dziela֒ kolejno każdy z boków AB , BC , CD i DA na równe cze֒́sci i pojawiaja֒

sie֒ na nich w podanej kolejności. Wykazać, że odcinki KQ i LP sa֒ podzielone

odcinkami MS i NR na równe cze֒́sci oraz że pole środkowego z powsta lych

dziewie֒ciu czworoka֒tów jest równe 1
9

pola czworoka֒ta ABCD . Podać przyk lad

świadcza֒cy o tym, że pola dziewie֒ciu czworoka֒tów moga֒ być różne, chociaż suma

pól trzech z nich ”tworza֒cych gruba֒ przeka֒tna֒” jest równa 1
3

pola czworoka֒ta

ABCD .

A jak można fizycznie uzasadnić pierwsza֒ cze֒ść tezy?

17. Uogólnić twierdzenie z poprzedniego zadania: rozpatrzeć podzia ly boków na

wie֒ksza֒ liczbe֒ równych cze֒́sci.

18. Udowodnić, że boki AB i CD czworoka֒ta wypuk lego ABCD , którego prze-

ka֒tne przecinaja֒ sie֒ w punkcie S , sa֒ równoleg le wtedy i tylko wtedy, gdy pola

trójka֒tów ADS i BCS sa֒ równe.

19. Niech czworoka֒t wypuk ly ABCD be֒dzie trapezem o podstawach AB i CD ,

a S punktem przecie֒cia jego przeka֒tnych. Niech R , T be֒da֒ takimi punktami

ramion AD i BC , że odcinek RT jest równoleg ly do podstaw trapezu ABCD

i zawiera punkt S . Udowodnić, że S jest środkiem odcinka RT .

20. Przyjmujemy oznaczenia z poprzedniego zadania oraz a = AB i b = CD .

Wyrazić d lugość odcinka RT za pomoca֒ a i b . Znaleźć stosunki pól trójka֒tów

ABS , BCS , CDS i DAS do pola trapezu ABCD .
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21. Przyjmujemy oznaczenia z poprzedniego zadania i zak ladamy dodatkowo, że

a > b . Niech O oznacza punkt wspólny prostych AD i BC . Niech M be֒dzie

punktem wspólnym prostych SO i AB . Udowodnić, że M jest środkiem od-

cinka AB .

Niech N be֒dzie punktem wspólnym prostych MC i BD , a M1 — punktem

wspólnym prostych ON i AB . Udowodnić, że M1B
AB

= 1
3

.

Niech N1 be֒dzie punktem wspólnym prostych M1C i BD , a M2 — punktem

wspólnym prostych ON1 i AB . Udowodnić, że M2B
AB

= 1
4

.

22. Dane sa֒ proste równoleg le ℓ i m . Na prostej ℓ dany jest odcinek AB . Skon-

struować za pomoca֒ samej linijki (bez podzia lki) odcinek trzy razy d luższy od

odcinka AB .

23. Wykazać, że w czworoka֒t wypuk ly ABCD można wpisać okra֒g wtedy i tylko

wtedy, gdy AB + CD = BC +DA .

24. Wykazać, że jeśli w sześcioka֒t wypuk ly ABCDEF można wpisać okra֒g, to

AB +CD+EF = BC +DE +FA . Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

25. Sformu lować i udowodnić odpowiednie twierdzenie dla sześcioka֒ta, na którym

można opisać okra֒g.

26. Każda z przeka֒tnych AD , BE i CF dzieli na po lowy pole sześcioka֒ta wy-

puk lego ABCDEF . Dowieść, że te przeka֒tne przecinaja֒ sie֒ w jednym punkcie.

27. Udowodnić, że jeśli środkowe mA i mB trójka֒ta ABC sa֒ równe, to BC = AC .

28. Udowodnić, że jeśli wysokości hA i hB trójka֒ta ABC sa֒ równe, to BC = AC .

29. Udowodnić, że jeśli dwusieczne dA i dB trójka֒ta ABC sa֒ równe, to BC = AC .

30. W trójka֒cie ABC oba ka֒ty przy podstawie BC sa֒ równe 80◦ . Punkt D leży na

ramieniu AB a punkt E — na ramieniu AC . Zachodza֒ równości ∢DCB = 60◦

i ∢EBC = 50◦ . Znaleźć ka֒t ∢EDC .

Zadania 23 — 30 nie zosta ly omówione 1 grudnia, ale uważam je, zw laszcza w

zestawach 23 z 24 i 25 oraz 27, 28 i 29 (dwa pierwsze  latwiutkie w odróżnieniu od

trzeciego ), za kszta lca֒ce, wie֒c ich z pliku nie usuwam
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Rozwia֒zania

1. Dzielnikami naturalnymi liczby 12 sa֒ 1 , 2 , 3, 4 , 6 i 12 . Ile dzielników natu-

ralnych ma liczba 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 · 12 = 479001600 ?

Rozwia֒zanie: Mamy 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 · 11 · 12 = 210 · 35 · 52 · 7 · 11 . Każdy

dzielnik tej liczby jest postaci 2a ·3b ·5c ·7d ·11f , gdzie a ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},
b ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, } , c ∈ {0, 1, 2} , d ∈ {0, 1} i f ∈ {0, 1} , np. jedynke֒ otrzymujemy

przyjmuja֒c a = b = c = d = f = 0 , liczbe֒ 12 — dla a = 2 , b = 3 , c = d = f = 0

itd. Wobec tego naturalnych dzielników jest tyle samo, ile pia֒tek liczb (a, b, c, d, f) ,

zatem jest ich 11 · 6 · 3 · 2 · 2 = 792 .

2. Czy liczba 10! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 = 3 628 800 jest podzielna przez

liczbe֒ 210 = 1024 ?

Dla jakich liczb n spośród 1, 2, 3, 4, . . . liczba n! = 1 · 2 · 3 · 4 · . . . (n− 1) · n jest

podzielna przez liczbe֒ 2n ?

Rozwia֒zanie: Liczba 2 wchodzi w rozk lad liczby 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 na

czynniki pierwsze z wyk ladnikiem 8 , wie֒c nie jest podzielna przez 210 .

3. Niech a = 1
3 · 57 · 9

11 · 13
15 · 17

19 · 21
23 ·. . .· 2001

2003 · 2005
2007 , b = 1

2 · 34 · 56 · 78 · 9
10 · 11

12 ·. . .· 1001
1002 · 1003

1004 .

Która z liczb a, b jest wie֒ksza i dlaczego?

Rozwia֒zanie: Wie֒ksza jest liczba b . Każda z liczb a, b jest iloczynem 502 u lamków.

Mamy też 1
3
< 1

2
, 5

7
= 1− 2

7
< 1− 2

8
= 1− 1

4
= 3

4
, 9

11
= 1− 2

11
< 1− 2

12
= 1− 1

6
= 5

6
,

. . . Widać wie֒c, że czynniki liczby a sa֒ mniejsze od odpowiednich czynników liczby

b , a iloczyn mniejszych liczb dodatnich jest mniejszy.

4. Udowodnić ceche֒ podzielności przez 3 i przez 9 (nieco poprawiona wersja):

reszta z dzielenia danej liczby naturalnej przez 3 (odpowiednio przez 9 ) równa

jest reszcie z dzielenia jej sumy cyfr (w uk ladzie dziesia֒tkowym) przez 3 (odpo-

wiednio przez 9 ).

Rozwia֒zanie: Zaczniemy od przyk ladu. Rozważmy liczbe֒ 4567321 . Mamy

4 567 321 = 1 + 2 · 10 + 3 · 100 + 7 · 1 000 + 6 · 10 000 + 5 · 100 000 + 4 · 1 000 000 =

1 + 2 + 3 + 7 + 6 + 5 + 4 + 2 · 9 + 3 · 99 + 7 · 999 + 6 · 9 999 + 5 · 99 999 + 4 · 999 999 . I

to w laściwie koniec, bo liczba 2 · 9 + 3 · 99 + 7 · 999 + 6 · 9 999 + 5 · 99 999 + 4 · 999 999

jest podzielna przez 9 , wie֒c również przez 3 i jako taka nie ma wp lywu na reszte֒

z dzielenia przez te dwie liczby. Wykazalísmy, że w tym wypadku teza twierdzenia

jest prawdziwa. A co z dowodem w ogólnej sytuacji. Jest w laściwie taki sam. Należy

jakoś oznaczyć liczbe֒ cyfr danej liczby N w uk ladzie dziesia֒tkowym, np. przez n a

potem cyfry, np. przez a0 , a1 , . . . , an i wszystko zapisać. Autor tekstu zdecydowa l,

że a0 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} to cyfra jedności, a1 to cyfra dziesia֒tek, a2 to

cyfra setek itd. Pozwala to napisać równość

N = anan−1 . . . a2a1a0 = a0 + a1 · 10 + a2 · 100 + . . . + an−1 · 10n−1 + an · 10n =

= a0 +a1 +a2 + . . .+an−1 +an+a1 ·9+a2 ·99+ . . .+an−1 ·(10n−1−1)+an ·(10n−1)
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i stwierdzić, że liczba a1 · 9 + a2 · 99 + . . .+ an−1 · (10n−1 − 1) + an · (10n − 1) jest

w oczywisty sposób podzielna przez 9 , np. 10n − 1 = 99 . . .99
︸ ︷︷ ︸

n dziewia֒tek

. Nie wp lywa wie֒c

ona na reszte֒ z dzielenia przez 9 lub przez 3 .

5. Można sformu lować podobne cechy podzielności przez 11 i przez 99 : dzielimy

liczbe֒ na grupy dwucyfrowe zaczynaja֒c od cyfry dziesia֒tek i jedności, naste֒pnie

z cyfry tysie֒cy i setek i tak dalej, sumujemy te liczby dwucyfrowe (ostatnia może

być jednocyfrowa).

Udowodnić, że reszty z dzielenia otrzymanej i wyj́sciowej liczby z dzielenia przez

99 (również przez 11 , 9 , 3 , 33 ).

Rozwia֒zanie: Rozważmy na pocza֒tek liczbe֒ 4567321 . Mamy 4 567 321 = 21 +

+73 · 100 + 56 · 10 000 + 4 · 1 000 000 = 21 + 73 + 56 + 4 + 73 · 99 + 56 · 9 999 +

4 · 999 999 . Jasne jest, że każda z liczb 99 , 9 999 = 99 · 101 , 999 999 = 99 · 10 101

jest podzielna przez 99 , wie֒c również liczba 73 · 99 + 56 · 9 999 + 4 · 999 999 dzieli

sie֒ bez reszty przez 99 i wobec tego nie ma wp lywu na reszte֒ z dzielenia liczby

4567321 przez 99 , ani przez 3 , 9 , 11 , 33 . Przejdźmy do sytuacji ogólnej. Mamy

N = anan−1 . . . a2a1a0 = a0 + a1 · 10 + a2 · 100 + . . . + an−1 · 10n−1 + an · 10n =

= a1a0 + a3a2 · 100 + a5a4 · 10 000 + . . . =
(
a1a0 + a3a2 + a5a4 + . . .

)
+

+
(
a3a2 · 99 + a5a4 · 9 999 + . . .

)
. Jest oczywiste, że liczba w drugim nawiasie jest

podzielna przez 99 , wie֒c ten sk ladnik nie ma wp lywu na reszte֒ z dzielenia liczby

anan−1 . . . a2a1a0 przez 99 , ani przez 3 , 9 , 11 , 33 . To zdanie kończy dowód twier-

dzenia.

6. Można sformu lować podobne cechy podzielności przez 27 i 37 : dzielimy liczbe֒

na grupy trzycyfrowe zaczynaja֒c od cyfry setek, cyfry dziesia֒tek i cyfry jedności,

naste֒pnie z cyfry setek tysie֒cy, cyfry dziesia֒tek tysie֒cy i cyfry tysie֒cy i tak dalej,

sumujemy te liczby trzycyfrowe (ostatnia może mieć mniej cyfr).

Udowodnić, że reszty z dzielenia otrzymanej i wyj́sciowej liczby z dzielenia przez

999 (również przez 27 , 37 , 3 , 9 , 111 , 333 ).

Rozwia֒zanie tego zadania jest dok ladnie takie samo, jak poprzedniego z tym, że

dzielimy teraz na grupy trzycyfrowe zamiast na dwucyfrowe i korzystamy z równości

27 · 37 = 999 .

7. Dla jakich liczb k można sformu lować cechy podzielności typu opisanego w po-

przednich trzech zadaniach?

Rozwia֒zanie: Należy stwierdzić jakie liczby naturalne sa֒ dzielnikami której́s z liczb

9 , 99 , 999 , 9 999 , 99 999 itd. Oczywíscie liczba k , która jest dzielnikiem liczby

99 . . .999
︸ ︷︷ ︸

n dziewia֒tek

, nie jest podzielna ani przez 2 , ani przez 5 .

Za lóżmy, że 2 ∤ k i 5 ∤ k . Różnych, niezerowych reszt z dzielenia liczb przez

5



liczbe֒ k jest dok ladnie k − 1 . Jeśli żadna z liczb 9 , 99 , . . . s , 99 . . . 999
︸ ︷︷ ︸

k dziewia֒tek

nie jest

podzielna przez k , to wśród nich znajduja֒ sie֒ co najmniej, które z dzielenia przez k

dadza֒ te֒ sama֒ reszte֒. Oznacza to, że ich różnica (odejmuje mniejsza֒ od wie֒kszej) jest

podzielna przez liczbe֒ k . Ta różnica jest postaci 99 . . .99
︸ ︷︷ ︸

m

00 . . .00 . Ponieważ k jest

niepodzielne ani przez 2 , ani przez 5 wie֒c liczba 99 . . .99
︸ ︷︷ ︸

m

też jest podzielna przez k ,

co oznacza, że wśród pierwszych k liczb 9 , 99 , 999 , 9 999 , 99 999 itd. co najmniej

jedna dzieli sie֒ przez k . Wobec cechy omawianego rodzaju można sformu lować dla

każdej liczby liczby k wzgle֒dnie pierwszej z 10 .

8. Za lóżmy, że N = anan−1an−2 . . . a2a1a0 =

= an · 10n + an−1 · 10n−1 + an−2 · 10n−2 + + . . . + a2 · 102 + a1 · 10 + a0 , przy

czym a0, a1, a2, . . . , an−2, an−1, an ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} — oznacza to, że

liczby a0 , a1 , . . . sa֒ kolejnymi cyframi liczby N : a0 to cyfra jedności, a1 to

cyfra dziesia֒tek, a− 2 to cyfra setek itd.

Udowodnić, że reszta z dzielenia liczby n przez 11 jest równa reszcie z dzielenia

przez 11 liczby a0 − a1 + a2 − a3 + . . . .

Rozwia֒zanie: Liczby 11 = 10 + 1 , 99 = 10 · 11 − 11 , 1001 = 10 · 99 + 11 , 9 999 =

10 · 1001 − 11 , 100 001 = 10 · 9 999 + 11 , 999 999 = 10 · 100 001 − 11 , itd. sa֒

przez 11 podzielne jako sumy lub różnice liczb podzielnych przez 11 . Mamy wie֒c

anan−1 . . . a2a1a0 = a0− a1 + a2− a3 + . . .+ 11a1 + 99a2 + 1001a3 + . . . , a ponieważ

suma 11a1 + 99a2 + 1001a3 + . . . jest przez 11 podzielna, wie֒c reszty z dzielenia

przez 11 liczb anan−1 . . . a2a1a0 i a0 − a1 + a2 − a3 + . . . sa֒ równe.

9. Sformu lować ceche֒ podzielności przez 101 analogiczna֒ do cechy podzielności

przez 11 opisanej w poprzednim zadaniu.

Rozwia֒zanie: Reszty z dzielenia przez 101 liczby N = anan−1 . . . a2a1a0 oraz liczby

a1a0 − a3a2 + a5a4 − . . . sa֒ równe. Szczegó lów dowodu nie przytaczam, bo jest on

praktycznie nie różni sie֒ on od dowodu zaprezentowanego w poprzednim zadaniu.

Teraz korzystamy z tego, że liczby 101 , 9 999 , 1 000 001 , 99 999 999 , 10 000 000 001 ,

999 999 999 999 , . . . sa֒ podzielne przez 101 .

10. Sformu lować ceche֒ podzielności przez 1001 oraz przez 7 , 11 , 13 , 77 , 91 , 143

analogiczna֒ do cech podzielności przez 11 i 101 opisanych w poprzednich dwóch

zadaniach.

Rozwia֒zanie: Reszty z dzielenia przez 1001 liczby N = anan−1 . . . a2a1a0 oraz

liczby a2a1a0 − a5a4a3 + a8a7a6 − . . . sa֒ równe. Szczegó lów dowodu nie przyta-

czam, bo jest on praktycznie nie różni sie֒ on od dowodu zaprezentowanego w zadaniu

ósmym. Teraz korzystamy z tego, że wszystkie liczby: 1001 , 999 999 , 1 000 000 001 ,

999 999 999 999 , 1 000 000 000 000 001 , 999 999 999 999 999 999 , . . . sa֒ podzielne
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przez 1001 = 7 · 11 · 13 .

Przypuszczalnie teraz widać wyraźnie, że zapis 103n + (−1)n+1 jest co najmniej tak

samo czytelny jak użyty wyżej. Tym nie mniej dla gimnazjalistów może być akurat

odwrotnie. Podzielność przez 1001 liczb z lożonych z samych dziewia֒tek, wymienio-

nych wyżej, wynika z tego, że 999 999 = 1001 · 999 , a po odje֒ciu od tych z lożonych z

dwu jedynek i wielu zer liczby 1001 otrzymujemy liczbe֒ z lożona֒ z wielu dziewia֒tek,

których liczba jest podzielna przez 6 , i trzech zer na końcu.

11. Wykazać, że każda z liczb: 10001 , 99 999 999 , 1 000 000 000 001 ,

9 999 999 999 999 999 , 100 000 000 000 000 000 001 , . . . , czyli z liczb postaci

10000n + (−1)n+1 dla n = 1, 2, 3, 4, 5, . . . jest podzielna przez 73 .

Rozwia֒zanie: To powtórzenie poprzedniego zadania z liczba֒ 10 001 = 73 · 137 w roli

liczby 1001 , wie֒c uzasadnienie jest takie samo jak w poprzednich trzech zadaniach

z oczywistymi drobnymi zmianami.

12. Udowodnić, że jeśli x2 +y2 = z2 dla pewnych liczb ca lkowitych x, y, z , to liczba

xyz jest podzielna przez 60 .

Rozwia֒zanie: Jeśli x2 + y2 = z2 , gdzie x, y, z sa֒ liczbami ca lkowitymi, to, albo

wszystkie one sa֒ podzielne przez 2 , albo nie. W pierwszym przypadku dzielimy

każda֒ przez 2 otrzymuja֒c nowa֒ trójke֒ liczb spe lniaja֒cych równanie x2 + y2 = z2 ,

po skończonej liczbie takich kroków dochodzimy do trójki liczb, z których co najmniej

jedna jest nieparzysta. Powtarzamy procedure֒ kieruja֒c sie֒ teraz podzielnościa֒ przez

3 , potem przez 5 i przez kolejne liczby pierwsze. W rezultacie otrzymujemy trójke֒

liczb, których NWD jest równy 1 .

Wystarczy udowodnić twierdzenie dla takich trójek. Gdyby dwie spośród liczb

x, y, z by ly parzyste, to trzecia też by laby parzysta, bo suma oraz różnica liczb pa-

rzystych jest parzysta. Mamy (2k+1)2 = 4k2 +4k+1 = 4k(k+1) +1 , wie֒c kwadrat

liczby nieparzystej daje reszte֒ jeden z dzielenia przez 4 (a nawet przez 8 ). Suma

kwadratów dwóch liczb nieparzystych daje wie֒c reszte֒ 2 z dzielenia przez 4 , wie֒c

nie jest kwadratem liczby parzystej. Oznacza to, że jedna z liczb x, y jest parzysta,

a druga — nieparzysta, zaś liczba z jest nieparzysta.

Dla ustalenia uwagi przyjmiemy, że x jest liczba֒ nieparzysta֒, a y — parzysta֒.

Wtedy y2 = z2 − x2 = (z − x)(z + x) . Ponieważ (z + x)− (z − x) = 2x jest liczba֒

parzysta֒, ale niepodzielna֒ przez 4 , wie֒c jedna z liczb parzystych z + x , z − x jest

podzielna przez 4 , a druga nie. Iloczyn jest wie֒c podzielny przez 8 , wie֒c kwadrat

liczby y jest podzielny przez 8 , a to oznacza, że liczba y jest podzielna przez 4 ,

wie֒c iloczyn xyz też jest podzielny przez 4 .

Mamy (3k+1)2 = 9k2 +6k+1 = 3k(3k+2)+1 oraz (3k+2)2 = 9k2 +12k+4 =

3(3k2 + 4k+ 1) + 1 , wie֒c wykazalísmy, że reszta֒ z dzielenia przez 3 kwadratu liczby

ca lkowitej niepodzielnej przez 3 jest 1 . Wynika sta֒d, że jedna z liczb x, y dzieli sie֒
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przez 3 , a druga nie. Również z przez 3 podzielna nie jest. Tak czy inaczej iloczyn

xyz jest podzielny przez 3 .

Mamy (5k + 1)2 = 25k2 + 10k + 1 = 5(5k2 + 2k) + 1 , wie֒c jeśli liczba daje

z dzielenia przez 5 reszte֒ 1 , to jej kwadrat daje z dzielenia przez 5 reszte֒ 1 .

(5k + 2)2 = 25k2 + 20k + 4 = 5(5k2 + 4k) + 4 , wie֒c jeśli liczba daje z dzielenia

przez 5 reszte֒ 2 , to jej kwadrat daje z dzielenia przez 5 reszte֒ 4 .

(5k+3)2 = 25k2 +30k+3 = 5(5k2 +6k+1)+4 , wie֒c jeśli liczba daje z dzielenia

przez 5 reszte֒ 3 , to jej kwadrat daje z dzielenia przez 5 reszte֒ 4 .

(5k+4)2 = 25k2+40k+16 = 5(5k2+8k+3)+1 , wie֒c jeśli liczba daje z dzielenia

przez 5 reszte֒ 4 , to jej kwadrat daje z dzielenia przez 5 reszte֒ 1 .

Widać że możliwe jest, aby kwadrat jednej z liczb x, y dawa l z dzielenia przez

5 reszte֒ 1 , a drugiej reszte֒ 4 i wtedy liczba z jest podzielna przez 5 . Oczywíscie

może zdarzyć sie֒, że jedna z liczb x, y jest podzielna przez 5 , a kwadrat drugiej daje

reszte֒ 1 lub 4 , taka֒ sama֒, jak kwadrat liczby z , ale we wszystkich takich sytuacjach

iloczyn xyz dzieli sie֒ przez 5 bez reszty.

Udowodnilísmy, że liczba xyz jest podzielna przez 4 , 3 i 5 , wie֒c jest podzielna

przez 4 · 3 · 5 = 60 .

13. Dane sa֒ takie liczby ca lkowite a i b , że 2a2 +a = 3b3 +b . Udowodnić, że liczby

a− b oraz 2a+ 2b+ 1 sa֒ kwadratami liczba ca lkowitych,

Rozwia֒zanie: Mamy b2 = 2a2 +a−2b2−b = (a−b)(2a+2b+1) . Jeśli liczba pierwsza

p dzieli liczby a− b i 2a+ 2b+ 1 , to dzieli też liczbe֒ b oraz liczbe֒
(
2a+ 2b+ 1− 2(a− b)

)
− 4b = 4b+ 1− 4b = 1 ,

wie֒c nie ma takiej liczby pierwszej. Sta֒d i z równości b2 = (a−b)(2a+2b+1) wynika,

że każdy czynnik pierwszy liczby a−b pojawia sie֒ w jej rozk ladzie na czynniki pierw-

sze tyle samo razy ile w rozk ladzie liczby b2 na czynniki pierwsze, wie֒c w parzystej

pote֒dze. To samo można powiedzieć o czynnikach pierwszych liczby 2a+2b+1 . Czy

to koniec zadania?

Ależ ska֒d! Przecież nie wiemy, czy liczba a − b jest nieujemna! To trzeba wy-

kazać i to korzystaja֒c z ca lkowitości liczb a, b , bo bez trudu można znaleźć liczby

rzeczywiste, dla których spe lniona jest równość 2a2 + a = 3b2 + b oraz a < b , np.

b = 1 , a = −1
4
(1 +
√

33) .

Za lóżmy, że a− b < 0 , wie֒c że istnieja֒ takie liczby ca lkowite k, ℓ , że

a− b = −k2 i 2a+ 2b+ 1 = −ℓ2 . (1)

Liczba 3b2 + b = b(3b+ 1) jest parzysta, wie֒c liczba 2a2 + a też jest parzysta zatem

liczba a jest parzysta. Z równań (1) wynika, że a = 1
4 (−2k2 − ℓ2 − 1). Ponieważ a

jest liczba֒ ca lkowita֒, wie֒c liczba ℓ jest nieparzysta. Istnieje wie֒c taka liczba ca lkowi-

ta n , że ℓ = 2n+ 1 . Wobec tego a = 1
4

(−2k2 − 4n(n+ 1)− 2) . Sta֒d wynika, że k
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jest liczba֒ nieparzysta֒, wie֒c istnieje taka liczba ca lkowita m , że k = 2m+ 1 . Wobec

tego a = 1
4

(
− 2(4m2 + 4m+ 1)− 4n(n+ 1)− 2

)
= = − 2m2 − 2m− n(n+ 1)− 1 ,

co oznacza, że liczba a jest nieparzysta, wbrew wcześniejszym ustaleniom. Za lożenie

a < b doprowadzi lo do sprzeczności, wie֒c a− b ≥ 0 . Dowód zosta l zakończony.

Oczywíscie druga cze֒́sć dowodu jest trudniejsza od pierwszej.

14. Udowodnić wzór na pole równoleg loboku korzystaja֒c z wzoru na pole prosto-

ka֒ta.

W zdecydowanej wie֒kszości znanych mi podre֒cznków dowód jest niekompletny,

chodzi o pe lny dowód obejmuja֒cy wszystkie przypadki.

Rozwia֒zanie:

Rozwia֒zanie:

Tak wygla֒da wyprowadzenie wzoru w wielu

podre֒cznikach szkolnych.

A tak wygla֒da problem: po prze lożeniu trójka֒-

ta nie otrzymujemy prostoka֒ta.

A na tym rysunku widać jak po kilku prze lożeniach trójka֒ta z prawej na lewa֒ strone֒

otrzymujemy równoleg lobok, dla którego podre֒cznikowe wyprowadzenie wzoru dzia la.

Te operacje nie zmieniaja֒ ani pola równoleg loboku, ani podstawy, ani wysokości. To

dowodzi, że wzór dzia la również w sytuacjach pomijanych w szkolnym wyprowadzeniu

tej formu ly.

Można poste֒pować nieco inaczej. Np. można zbyt wyd lużony równoleg lobok

przecia֒ć w po lowe wysokości prosta֒ równoleg la֒ do podstawy, a naste֒pnie prze lożyć

górna֒ cze֒́sć tak, by otrzymać dwa razy niższy równoleg lobok o dwa razy d luższej pod-

stawie. Ta operacja nie zmienia pola równoleg loboku, ani iloczynu podstawy przez

wysokość. Powtarzaja֒c ja֒ odpowiednia֒ liczbe֒ razy dochodzimy do równoleg loboku,

w którym szkolne wyprowadzenie wzoru dzia la.

I jeszcze metoda zwalczenia problemu. Obudowujemy równoleg lobok prostoka֒-

tem P tak, by d luższa przeka֒tna równoleg logoku sta la sie֒ przeka֒tna֒ prostoka֒ta i by

podstawy równoleg loboku zawiera ly sie֒ w bokach prostoka֒ta.

Z dodanych trójka֒tów prostoka֒tnych można z lożyć prostoka֒t R , o wysokości równej

wysokości równoleg loboku i prostoka֒ta P . Suma pól równoleg loboku i prostoka֒ta R
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jest równa polu prostoka֒ta P . Suma podstaw równoleg loboku i prostoka֒ra R jest

równa podstawie prostoka֒ta P . Sta֒d wynika wzór na pole równoleg loboku.

15. Udowodnić wzór na pole trapezu.

Rozwia֒zanie: Z dwóch trapezów sk ladamy w zwyk ly sposób równoleg lobok i korzy-

stany z poprzedniego zadania. Tak samo wyprowadzamy wzór na pole trójka֒ta.

16. Dany jest czworoka֒t wypuk ly ABCD . Punkty K i L , M i N , P i Q , R i S

dziela֒ kolejno każdy z boków AB , BC , CD i DA na równe cze֒́sci i pojawiaja֒

sie֒ na nich w podanej kolejności. Wykazać, że odcinki KQ i LP sa֒ podzielone

odcinkami MS i NR na równe cze֒́sci oraz że pole środkowego z powsta lych

dziewie֒ciu czworoka֒tów jest równe 1
9

pola czworoka֒ta ABCD . Podać przyk lad

świadcza֒cy o tym, że pola dziewie֒ciu czworoka֒tów moga֒ być różne, chociaż suma

pól trzech z nich ”tworza֒cych gruba֒ przeka֒tna֒” jest równa 1
3 pola czworoka֒ta

ABCD .

A jak można fizycznie uzasadnić pierwsza֒ cze֒ść tezy?

Rozwia֒zanie:

A B

C

D

K L

M

N

P

Q

R

S
W X

Y

Z

Oznaczmy W , X , Y , Z punkty przecie֒cia prostych KQ i SM , LP i SM , LP i

NR oraz QK i NR . Z twierdzenia Talesa wynika, że odcinki SK i RL sa֒ równoleg le

do przeka֒tnej DB . To samo dotyczy odcinków PK i QM . Dodatkowo spe lnione

sa֒ równości SK = 1
3DB = PK oraz RL = 2

3DB = QM . Sta֒d wynika  latwo, że

trójka֒ty SWK i MWQ sa֒ podobne oraz że boki trójka֒ta MWQ sa֒ dwukrotnie

d luższe od swych odpowiedników w drugim trójka֒cie. Wobec tego WK = 1
3QK

i SW = 1
3SM . Analogiczne rozumowanie przekonuje nas o tym, że LX = 1

3LP ,

MX = 1
3
SM , NY = 1

3
NR , PY = 1

3
PL , QZ = 1

3
QK i RZ = 1

3
RN . Wobec tego

trójka֒t KWS przystaje do trójka֒ta ZWX i ZX = KS = 1
3BD i ZX ‖ KS ‖ BD.

Analogicznie WY ‖ AC i WY = 1
3
AC . Sta֒d wynika, że pole trójka֒ta WXYZ

jest równe 1
9 pola trójka֒ta ABCD . Wynika sta֒d też, że suma pól trójka֒tów SWK

i PY N jest równa polu czworoka֒ta WXYZ , wie֒c jest równe 1
9 pola czoroka֒ta

ABCD . Pole trójka֒ta SAK to 1
9

pola trójka֒ta DAB , a pole trójka֒ta CPN to
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1
9

pola trójka֒ta CDB . Wobec tego suma pól trójka֒tów SAK i CPN to 1
9

pola

czwoorka֒ta ABCD . Z tego wszystkiego wynika, że suma pól czworoka֒tów SAKW ,

WXYZ i CPY N jest równa 1
3

pola czworoka֒ta ABCD . Zadanie zosta lo roz-

wia֒zane.

Dodajmy jeszcze, że można je rozwia֒zać „fizycznie”. Umieszczamy w punkcie A

mase֒ 4 , w każdym z punktów B i D — mase֒ 2 , a w punkcie C — mase֒ 1 . Wtedy

środkiem masy pary punktów A,B jest punkt K , środkiem masy pary punktów

D,C jest punkt Q . W punkcie K umieszczamy mase֒ 4 + 2 = 6 , a w punkcie Q

— mase֒ 2 + 1 = 3 . Wtedy środkiem masy czwórki punktów A , B , D i C z tymi

masami jest środek masy pary punktów K , Q , w których znajduja֒ sie֒ masy 6 i 3

jest taki punkt E leża֒cy na odcinku KQ , że KE
EQ

= 2 , wie֒c E = W . Można też

zauważyć, że S jest środkiem masy pary punktów A i D , a M środkiem masy pary

punktów B i C . Umieszczaja֒c mase֒ 4 + 2 = 6 w punkcie S , a mase֒ 2 + 1 = 3 w

punkcie M stwierdzamy, że środek masy czwórki punktów A , D , B i C , czyli W ,

dzieli odcinek SM w stosunku 2 : 1 .

17. Uogólnić twierdzenie z poprzedniego zadania: rozpatrzeć podzia ly boków na

wie֒ksza֒ liczbe֒ równych cze֒́sci.

Rozwia֒zanie: W dużym skrócie: dzielimy każdy bok czworoka֒ta na nieparzysta֒ liczbe֒

równych cze֒́sci. Jeśli n jest liczba֒ tych cze֒́sci, to pole „środkowego” czworoka֒ta jest

równe 1
n2

razy pole czworoka֒ta ABCD , a suma pól czworoka֒tów na pogrubionej

przeka֒tnej to 1
n

pola czworoka֒ta ABCD . Dowód jest w pe lni analogiczny do rozu-

mowania przeprowadzonego w rozumowaniu z poprzedniego zadania.

18. Udowodnić, że boki AB i CD czworoka֒ta wypuk lego ABCD , którego prze-

ka֒tne przecinaja֒ sie֒ w punkcie S , sa֒ równoleg le wtedy i tylko wtedy, gdy pola

trójka֒tów ADS i BCS sa֒ równe.

Rozwia֒zanie: Jeśli pola trójka֒tów ADS i CBS sa֒ równe, to również powie֒kszone

o pole trójka֒ta ABS sa֒ równe, a to oznacza, że pola trójka֒tów ABD i ABC sa֒

równe.

R T

A B

CD

S

h2 h2

h1 h1

Wynika sta֒d, że wyskości tych trójka֒tów prostopad le do wspólnego ich boku

AB sa֒ równe, wie֒c punkty D i C sa֒ równoodleg le od prostej AB i leża֒ po jednej

jej stronie. Dowód w druga֒ strone֒ polega na odwrócenie tego rozumowania.
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19. Niech czworoka֒t wypuk ly ABCD be֒dzie trapezem o podstawach AB i CD ,

a S punktem przecie֒cia jego przeka֒tnych. Niech R , T be֒da֒ takimi punktami

ramion AD i BC , że odcinek RT jest równoleg ly do podstaw trapezu ABCD

i zawiera punkt S . Udowodnić, że S jest środkiem odcinka RT .

Rozwia֒zanie: Niech h1 be֒dzie odleg lościa֒ prostych CD i TR , a h2 — odleg lościa֒

prostych TR i BA . Wtedy pole trójka֒ta ASD jest równe
1
2RS · h1 + 1

2RS · h2 = 1
2(h1 + h2) ·RS .

Analogicznie pole trójka֒ta BCS jest równe 1
2
(h1 + h2) · ST . Z równości tych pól

wynika, że RS = ST .

20. Przyjmujemy oznaczenia z poprzedniego zadania oraz a = AB i b = CD .

Wyrazić d lugość odcinka RT za pomoca֒ a i b . Znaleźć stosunki pól trójka֒tów

ABS , BCS , CDS i DAS do pola trapezu ABCD .

Rozwia֒zanie: Niech, jak w poprzednim zadaniu h1 be֒dzie wysokościa֒ trójka֒ta CDS ,

a h2 — wysokościa֒ trójka֒ta ABS . Niech h = h1 + h2 be֒dzie wysokościa֒ trapezu

ABCD . Ponieważ trójka֒t CDS jest podobny do trójka֒ta ABS , wie֒c h1
h2

= b
a

. Sta֒d

wynika, że h1 = bh2
a

, zatem h = bh2
a

+ h2 = h2
b+a
a

, wie֒c h2 = ah
a+b i wobec tego

h1 = bh
a+b . Wobec tego pole trójka֒ta ABS jest równe 1

2 · a · aha+b = a2h
2(a+b) , a pole

trójka֒ta CDS jest równe b2h
2(a+b) . Wobec tego suma pól trójka֒tów DAS i BCS jest

równa
(a+b)h

2 − a2h
2(a+b) − b2h

2(a+b) = (a+b)2−a2−b2

2(a+b) · h = abh
a+b .

Pola tych trójka֒tów sa֒ równe, wie֒c każde z nich to abh
2(a+b)

, a z drugiej strony to

pole jest równe 1
2RSh2 + 1

2RSh1 = 1
2RS(h2 + h1) = 1

2RS · h . Sta֒d wynika, że
abh

2(a+b) = 1
2RS ·h , wie֒c RS = ab

a+b , zatem RT = 2RS = 2ab
a+b = 2

1

a
+ 1
b

. Udowodnilísmy,

że odcinek RT jest średnia֒ harmoniczna֒ podstaw trapezu. Możemy wie֒c napisać, że:

stosunek pola trójka֒ta ABS do pola trapezu to a2h
2(a+b) : h(a+b)2 = a2

(a+b)2 ;

stosunek pola trójka֒ta CDS do pola trapezu to b2h
2(a+b) : h(a+b)2 = b2

(a+b)2 ;

stosunek pola trójka֒ta BCS do pola trapezu to abh
2(a+b)

: h(a+b)
2

= ab
(a+b)2

.

21. Przyjmujemy oznaczenia z poprzedniego zadania i zak ladamy dodatkowo, że

a > b . Niech O oznacza punkt wspólny prostych AD i BC . Niech M be֒dzie

punktem wspólnym prostych SO i AB . Udowodnić, że M jest środkiem od-

cinka AB .

Niech N be֒dzie punktem wspólnym prostych MC i BD , a M1 — punktem

wspólnym prostych ON i AB . Udowodnić, że M1B
AB

= 1
3 .

Niech N1 be֒dzie punktem wspólnym prostych M1C i BD , a M2 — punktem

wspólnym prostych ON1 i AB . Udowodnić, że M2B
AB

= 1
4 .

Rozwia֒zanie: Za lóżmy, że punkt X leży na odcinku AB w odleg lości x < a od

punktu B , wie֒c w odleg lości a − x > 0 od punktu A . Niech P be֒dzie punktem
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wspólnym prostych BD i XC .

A B

CD

O

X Y

Z

P

zb − z

a − x x − y y

Niech Y be֒dzie punktem wspólnym prostych OP

i AB , a Z — prostych OP i CD . Niech y = BY

i z = ZC . Trójka֒ty BY P oraz DZP sa֒ podobne.

Również trójka֒ty XY P oraz CZP sa֒ podobne.

Wobec tego możemy napisać: y
b−z

= Y P
ZP

= x−y
z

i

dalej z
b−z

= x−y
y

. Z podobieństwa trójka֒tów CZO

i BY O oraz DZO i AYO wynikaja֒ równości:
y
z

= Y O
ZO

= a−y
b−z

, zatem z
b−z

= y
a−y

. Z otrzymanych równości wnioskujemy, że x−y
y

=
z
b−z

= y
a−y

, wie֒c (x− y)(a− y) = y2 . Po wymnożeniu i redukcji: ax− y(a+x) = 0 ,

zatem y = ax
a+x . Udowodnilísmy, że

jeśli x = XB , to y = Y B = ax
a+x

. (*)

A B

CD

O

M M1 M2

N N1

Przyja֒wszy w równości (*) X = M otrzymujemy

M1 = Y , wie֒c M1B =
a· a
2

a+ a
2

= a2

3a = a
3 . Przyja֒wszy

w równości (*) X =M1 , czyli x = a
3

, otrzymujeny

M2B = y =
a· a
3

a+ a
3

= a2

4a = a
4 . Poste֒powanie można

powtarzać. Otrzymujemy kolejne równości
a· a
4

a+ a
4

=

a2

5a
= a

5
,
a· a
5

a+ a
5

= a2

6a
= a

6
, itd. Okaza lo sie֒, że maja֒c

odcinek AB i prosta֒ do niego równoleg la֒ możemy

znaleźć odcinki o d lugościach 1
2AB , 1

3AB , 1
4AB , 1

5AB , 1
6AB , itd. używaja֒c jedynie

linijki bez podzia lki (cyrkiel nie jest nam potrzebny!).

22. Dane sa֒ proste równoleg le ℓ i m . Na prostej ℓ dany jest odcinek AB . Skon-

struować za pomoca֒ samej linijki (bez podzia lki) odcinek trzy razy d luższy od

odcinka AB .

Rozwia֒zanie: Wybieramy punkt O po przeciwnej stronie prostej m niż prosta ℓ .

EA B

C
D

O

S

M

P
Q

L
T

FN

Punkty przecie֒cia prostych OA i OB z prosta֒ m oznaczamy odpowiednio przez

D i C . Oznaczamy przez S punkt przecie֒cia przeka֒tnych -trapezu ABCD . Punkty

L i M , w których prosta OS przecina odcinki CD i AB sa֒ ich środkami (zob.

poprzednie zadanie). Niech P be֒dzie punktem wspólnym prostych BL i OA , a E

punktem wspólnym prostych AB i PC . Z podobieństw trójka֒tów DLP i ABP
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oraz CLP i EBP wynika, że DL
AB

= LP
BP

= CL
EB

. Ponieważ DL = CL , wie֒c również

AB=EB . Od lożylísmy odcinek AB na pó lprostej AB→ zaczynaja֒c od punktu B .

Powtarzamy konstrukcje֒ jeszcze raz (czerwone linie) odk ladaja֒c odcinek BE

na pó lprostej BE→ zaczynaja֒c od punktu E . Zamiast trapezu ABCD mamy do

czynienia z trapezem BECL , którego przeka֒tne BC i EL przecinaja֒ sie֒ w punkcie

T , a przed lużenia ramion — w punkcie Q . Koniec najnowszego odcinka oznaczamy

przez F . Jasne jest, że AF = 3AB .

Jasne jest, że możemy od lożyć odcinek AB na prostej ℓ dowolnie wiele razy.

23. Wykazać, że w czworoka֒t wypuk ly ABCD można wpisać okra֒g wtedy i tylko

wtedy, gdy AB + CD = BC +DA .

Rozwia֒zanie: Trzeba wykazać dwa wynikania. Za lóżmy najpierw, że w czworoka֒t

ABCD wpisano okra֒g i oznaczmy przez K , L , M , N punkty styczności okre֒gu

z bokami AB , BC , CD i DA danego czworoka֒ta.

A BK

L

CM

N

D

A B

D C1

CN

A B

D C1

C

N

Wtedy AK = AN , bo odcinki stycznych z punktu A do okre֒gu sa֒ równe. Po-

dobnie BK = BL , CL = CM i DM = DN . Sta֒d wynika, że

AB + CD = AK +KB + CM +MD = AN +BL+ CL+DN =

= AN +DN +BL+ CL = AD +BC .

Twierdzenie zosta lo udowodnione w jedna֒ strone֒.

Za lóżmy teraz, że w czworoka֒cie wypuk lym ABCD spe lniony jest warunek

AB + CD = BC + DA . Punkt O , w którym przecinaja֒ sie֒ dwusieczne ka֒tów

∢DAC i ∢ABC jest środkiem okre֒gu T stycznego do prostej AB i pó lprostych

AD→ oraz BC→ w punktach K , N i L . Jeśli odcinek DC jest styczny, do okre֒gu

T , to znaleźlísmy okra֒g wpisany w czworoka֒t ABCD . Jeśli nie jest styczny, to albo

przecina okra֒g T w dwóch punktach, albo nie przecina go wcale.

Za lóżmy, że odcinek DC ma dwa punkty wspólne z okre֒giem T . Zauważmy, że

z nierówności AD+BC = AB+CD > AB wynika, że BC > BL lub AD > AN .*

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, że AD > AN . Poprowadźmy z punktu D styczna֒

do T , różna֒ od DA . Przecina ona pó lprosta֒ BC→ w pewnym punkcie C1 . W opi-

sanej sytuacji odcinek DC jest zawarty w czworoka֒cie ABC1D . Z już udowodnionej

cze֒́sci twierdzenia wynika równość AB+C1D = BC1 +DA . Odejmuja֒c od niej stro-

nami równość AB+CD = BC+DA otrzymujemy C1D−CD = BC1−BC = C1C ,

*spójnik „lub” oznacza, że spe lniona jest co najmniej jedna z tych nierówności, moga֒ być też spe lnione

obie.
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czyli C1D = CD + CC1 przecza֒ca֒ temu, że punkty C1 , C i D nie leża֒ na jed-

nej prostej. Wobec tego odcinek CD nie może mieć dwóch punktów wspólnych z

okre֒giem T .

Za lóżmy, że odcinek CD nie ma ani jednego punktu wspólnego z okre֒giem T .

Poprowadźmy z punktu D styczna֒ do okre֒gu T , różna֒ od DA . Przecina ona

pó lprosta֒ BC→ w pewnym punkcie C1 . W opisanej sytuacji odcinek DC1 jest za-

warty w czworoka֒cie ABCD . Z już udowodnionej cze֒́sci twierdzenia wynika równość

AB+C1D = BC1+DA . Odejmuja֒c od niej stronami równość AB+CD = BC+DA

otrzymujemy C1D−CD = BC1−BC = −C1C , czyli CD = C1D+C1C przecza֒ca֒

temu, że punkty C1 , C i D nie leża֒ na jednej prostej. Wobec tego odcinek CD nie

musi mieć punkt wspólny z okre֒giem T , a ponieważ nie może mieć dwóch punktów

wspólnych, wie֒c ma dok ladnie jeden.

24. Wykazać, że jeśli w sześcioka֒t wypuk ly ABCDEF można wpisać okra֒g, to

AB +CD+EF = BC +DE +FA . Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

Rozwia֒zanie: Za lóżmy, że okra֒g wpisany w sześcioka֒t ABCDEF jest styczny do

kolejnych boków w punktach K , L , M , N , P , Q , punkt K leży na boku AB

itd. Ponieważ odcinki stycznych do okre֒gu poprowadzonych z jednego punktu sa֒

równe, wie֒c: AQ = AK , BK = BL , CL = CM , DM = DN , EN = EP i

FP = FQ .

A K B
L

C

M

D

N
E

P

F

Q
O

A

B C

D

EF

Wobec tego AB + CD + EF =

= AK +KB + CM +MD + EP + PF = AQ+BL+ CL+DN +EN + FQ =

= AQ + FQ + BL + CL + DN + EN = AF + BC + DE , wie֒c twierdzenie zo-

sta lo udowodnione. Twierdzenie odwrotne prawdziwe nie jest. Wystarczy „rozcia-

gna֒ć” sześcioka֒t foremny w jedna֒ strone֒ i „ścisna֒ć” go w kierunku prostopad lym.

Można np. przyjrzeć sie֒ sześcioka֒towi o wierzcho lkach A = (0, 0) , B = (12,−5) ,

C = (25,−5) , D = (37, 0) , E = (25, 5) i F = (12, 5) . Jego boki sa֒ równe 13 .

Jasne jest, że jeśli okra֒g ma być styczny do boków BC i EF , to środek okre֒gu

musi leżeć na osi OX , a promieniem musi być liczba 5 . Taki sam argument można

zastosować do boków CD i FA , również równoleg lych. Jednak odleg lość prostych,

na których leża֒ te dwa boki jest równa 185
13 , wie֒c promieniem okre֒gu musia laby być

liczba 185
26 > 7 . Wobec tego w ten sześcioka֒t okre֒gu wpisać nie można, choć warunek

jest spe lniony.

15



Komentarz. Rozwia֒zanie tego zadania niczym istotnym od rozwia֒zania zadania dla

czworoka֒ta nie różni sie֒. Jedna twierdzenie odwrotne jest nieprawdziwe, a dla czwo-

roka֒ta jest prawdziwe. Autor tekstu uważa, że to dobrze ilustruje różnice֒ mie֒dzy twier-

dzeniem prostym i odwrotnym. Przyk lad nie jest sztuczny nie jest też trudny.

25. Sformu lować i udowodnić odpowiednie twierdzenie dla sześcioka֒ta, na którym

można opisać okra֒g.

Rozwia֒zanie: W tym rozwia֒zaniu mówia֒c o  luku XY Z , be֒dziemy zawsze mieć na

myśli ten z dwóch  luków okre֒gu wyznaczonych przez punkty X i Z , na którym leży

punkt Y .

Za lóżmy, że wierzcho lki sześcioka֒ta ABCDEF leża֒ na pewnym okre֒gu. Wtedy ka֒t

∢FAB jest oparty na  luku BCF , ka֒t ∢BCD — na  luku DEB , ka֒t ∢DEF —

na  luku FAD .

A

B

C

D
E

F

B C

D

EF

A

Suma d lugości tych  luków równa jest podwojonej d lugości okre֒gu, zatem suma

ka֒tów ∢FAB , ∢BCD i ∢DEF jest równa 360◦ . Oznacza to, że suma trzech pozo-

sta lych ka֒tów też jest równa 360◦ , bo suma wszystkich ka֒tów sześcioka֒ta jest równa

4 · 180◦ = 720◦ . Wobec tego udowodnilísmy, że

jeśli na sześcioka֒cie wypuk lym ABCDEF można opisać okra֒g, to suma ka֒tów o

wierzcho lkach A , C , E jest równa sumie ka֒tów o wierzcho lkach B , D , F (obie

równe 360◦ ).

Twierdzenia tego nie można odwrócić. Istnieje przecież sześcioka֒t, którego

wszystkie ka֒ty sa֒ równe 120◦ , a kolejne boki maja֒ d lugości 1, 4, 1, 1, 4, 1 — wy-

cia֒gnie֒ty w jednym kierunku sześcioka֒t foremny, a trzy niewspóliniowe punkty wy-

znaczaja֒ okra֒g.

26. Każda z przeka֒tnych AD , BE i CF dzieli na po lowy pole sześcioka֒ta wy-

puk lego ABCDEF . Dowieść, że te przeka֒tne przecinaja֒ sie֒ w jednym punkcie.

Rozwia֒zanie: W tym rozwia֒zaniu symbol (XY Z) oznacza pole trójka֒ta XY Z ,

(WXYZ) — pole czworoka֒ta WXY Z itd.

Za lóżmy, że te przeka֒tne nie przecinaja֒ sie֒ w jednym punkcie i oznaczmy: przez K
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punkt wspólny odcinków AD i BE , przez L punkt wspólny odcinków BE i CF ,

a przez M punkt wspólny odcinków CF i AD . Jeśli K = L , to ten punkt leży na

prostych AD , BE i CF , zatem jako punkt wspólny prostych AD i CF pokrywa

sie֒ z M , wie֒c albo K = L =M , albo K 6= L 6=M 6= K . W tym drugim przypadku

punkty K,L,M sa֒ wierzcho lkami trójka֒ta, czyli nie leża֒ na jednej prostej (prosta

BE pokrywa sie֒ z prosta֒ KL , prosta AD — z KM , CF — z LM ). Wykażemy,

że K = L =M .

A

B

C

D
E

F

K

L M

A

B

K

D
E

HA

HD

h1

h2
h2

DK
= h1

AK
i

(EDK) = (ABK) ⇒

EK · h2 = BK · h1 =

= BK ·
AK
DK

· h2 ⇒

EK · DK = BK · AK

Za lóżmy, że tak nie jest. Mamy (rysunek z lewej strony)

(AKB) + (KBCD) = (ABCD) = 1
2
(ABCDEF ) .

(EKD) + (KBCD) = (BCDE) = 1
2(ABCDEF ) .

Sta֒d wynika, że (AKB) = (EKD) . Sta֒d wnioskujemy (rysunek z prawej strony),

że AK · BK = EK · DK — ka֒ty mie֒dzy bokami AK i BK oraz EK i DK sa֒

równe, wie֒c z równości pól trójka֒tów wynika równość iloczynów ramion tych ka֒tów.

W taki sam sposób dowodzimy, że BM ·CM = EM ·FM oraz CL ·DL = AL ·FL .

Mnoża֒c otrzymane trzy równości stronami otrzymujemy równość

AK ·BK · CL ·DL · EM · FM = DK · EK · FL ·AL ·BM · CM . (∗)
Dla ustalenia uwagi za lóżmy, że punkt L leży mie֒dzy A i K . Wtedy M leży mie֒dzy

K i B . Równość (*) można wtedy napisać w postaci

(AL+LK) · (BM +MK) · (CM +ML) · (DK +KL) · (EK +KM) · (FL+LM) =

= AL ·BM · CM ·DK ·EK · FL .

Z niej wynika, że LK =MK =ML = 0 , wie֒c K = L =M .

Gdy punkt K leży mie֒dzy A i L analogiczne rozumowanie prowadzi do wnio-

sku, że K = L =M . Zadanie zosta lo rozwia֒zane.

Uwaga. Z równości pól trójka֒tów AKB i DKE wynika, że AE ‖ BD , wie֒c

czworoka֒t ABDE jest trapezem. To rozumowanie można też kontynuować, by otrzy-

mać inne rozwia֒zanie zadania, troche֒ trudniejsze — zdaniem autora tego tekstu.
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27. Udowodnić, że jeśli środkowe mA i mB trójka֒ta ABC sa֒ równe, to BC = AC .

Rozwia֒zanie:

A B

C

D

S

E

Niech D be֒dzie środkiem boku BC , a E — środkiem odcinka AC

i niech S be֒dzie punktem wspólnym środkowych AD i BE . Mamy

AS = 2
3AD = 2

3BE = BS . Również DS = 1
3AD = 1

3BE = ES .

Wynika sta֒d, że trójka֒ty BSD i ASE sa֒ przystaja֒ce (cecha bkb).

Sta֒d wynika, że zachodzi równość CB = 2DB = 2EA = CA , a to

w laśnie chcielísmy dowieść.

28. Udowodnić, że jeśli wysokości hA i hB trójka֒ta ABC sa֒ równe, to BC = AC .

Rozwia֒zanie: Pole trójka֒ta można obliczać co najmniej dwoma sposobami: 1
2
· BC ·

hA = 1
2 ·AC ·hB . Z za lożenia i z napisanego wzoru wynika natychmiast: BC = AC .

29. Udowodnić, że jeśli dwusieczne dA i dB trójka֒ta ABC sa֒ równe, to BC = AC .

Rozwia֒zanie: Tym razem trzeba be֒dzie troche֒ popracować. Niech AD i BE be֒da֒

dwusiecznymi, zak ladamy punkt D leży na boku BC , punkt E na boku AC .

Niech D1 i E1 oznaczaja֒ rzuty prostoka֒tne punktów D i E na prosta֒ AB . Jeśli

DD1 = EE1 , to trójka֒ty ADD1 i BEE1 sa֒ przystaja֒ce jako prostoka֒tne o równych

przeciwprostoka֒tnych i jednej przyprostoka֒tnej. Sta֒d wynika, że ∢DAB = ∢EBA ,

wie֒c również ∢CAB = 2∢DAB = 2∢EBA = ∢CBA , a sta֒d równość AC = BC .

A B

C

DK

E L

D1E1

Za lóżmy teraz, że DD1 6= EE1 , np. DD1 > EE1 . Niech K

be֒dzie takim punktem odcinka AC , że KD ‖ AB , a L — takim

punktem odcinka BC , że LE ‖ BA . Ponieważ DD1 > EE1 ,

wie֒c KD < LE . Trójka֒ty BEL i ADK sa֒ równoramienne,

bo ∢LEB = ∢ABE = ∢LBE i ∢KDA = ∢BAD = ∢KAD .

Z nierówności DD1 > EE1 i równości AD = BE wynika, że

∢ABE < ∢BAD. (1) .

Jednak z dwóch trójka֒tów równoramiennych o takiej samej

podstawie d luższe ramie֒ ten, którego ka֒t przy podstawie jest wie֒kszy, wie֒c z nierów-

ności KD < LE wynika, że ∢BAD = ∢KAD < ∢LBE = ∢ABE . Otrzymalísmy

nierówność dok ladnie przecina֒ do nierówności (1), wie֒c DD1 = EE1 .

Uwaga: Zadanie można rozwia֒zać wieloma sposobami. Żaden znany autorowi

tego tekstu nie jest bardzo prosty. Można np. użyć wzorów na d lugość dwusiecznej

otrzymać rezultat po pewnej liczbie przekszta lceń algebraicznych. Wzór na d lugość

dwusiecznej wygla֒da tak da = 1
b+c

√

bc(b+ c− a)(b+ c+ a) , jeśli ktoś chcia lby ta֒

droga֒ udowodnić twierdzenie.
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30. W trójka֒cie ABC oba ka֒ty przy podstawie AB sa֒ równe 80◦ . Punkt D leży na

ramieniu BC a punkt E — na ramieniu AC . Zachodza֒ równości ∢DAB = 50◦

i ∢EBA = 60◦ . Znaleźć ka֒t ∢EDA .

Rozwia֒zanie: Niech F be֒dzie takim punktem odcinka BC , że ∡FAB = 60◦ . Niech

H oznacza punkt przecie֒cia odcinków AF i BE . Trójka֒ty ABH i HFE sa֒ rów-

A B

C

D

E F

H

50
◦

60
◦

20
◦

20
◦

50
◦

noboczne, gdyż wszystkie ich ka֒ty wewne֒trzne maja֒ po 60◦ .

Zachodza֒ równości ∡ABD = 80◦ i ∡BAD = 50◦ , wie֒c

∡ADB = 50◦ , zatem AB = BD i w końcu BH = AB=BD.

Wobec tego

∡BDH = ∡DHB = 1
2 (180◦−∢DBH) = 1

2 (180◦−20◦) = 80◦.

Sta֒d wynika, że ∡FHD = 180◦ − ∡BHA − ∡BHD =

= 180◦ − 60◦ − 80◦ = 40◦ . Mamy też ∡HFD = ∡AFB =

= 180◦ − ∡BAF − ∡ABF = 180◦ − 60◦ − 80◦ = 40◦ . Wy-

nika sta֒d, że trójka֒t HDF jest równoramienny, dok ladniej,

że HD = DF . Ponieważ EH = EF , wie֒c trójka֒ty EDH

i EDF maja֒ odpowiednio równe boki, zatem sa֒ przystaja֒ce

i odpowiednie ich ka֒ty sa֒ równe, a to oznacza, że odcinek

ED leży na dwusiecznych ka֒tów ∡HEF = 60◦ i ∡HDF =

= 180◦ − 80◦ = 100◦ . Zachodzi zatem równość ∡EDF =

= 1
2 · 100◦ = 50◦ . Wobec tego

∡EDA = 180◦∡EDF − ∡ADD = 180◦ − 50◦ − 50◦ = 80◦ .

Na tym rysunku  luki tego samego koloru oznaczaja֒ równe ka֒ty: czerwony — 60◦ ,

niebieski — 20◦ , zielony — 80◦ .
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