O Olimpiadzie, liczbach catkowitych i réwnaniach
Najpierw kilka twierdzen, o ktérych nie mowitem z braku czasu.

Twierdzenie 1 (o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspélczynnikach calkowitych)

Jesli liczby ag,aq,...,a, sa calkowite, liczby p, q sa catkowite i wzglednie pierwsze, q # 0

oraz ag + a1§ + as <§>2 + ...+ ay, <§>n =0, to liczba p jest dzielnikiem liczby ag, a
liczba g — dzielnikiem liczby a,, .
Dowdéd. Z réwnodei ag + a1§ + as <§>2 +...+ay <§>n = 0 wynika, ze

apq" + a1pg”t +aopg T+ ... +app” =0.
Wobec tego liczba p dzieli iloczyn apq™, a poniewaz jest wzglednie pierwsza z ¢, wiec
dzieli liczbe ag. Analogicznie ¢ dzieli iloczyn a,p™, jest wzglednie pierwsza z p", wiec

dzieli a,, . &

Whiosek 2
Wymierne pierwiastki wielomianu unormowanego o wspélczynnikach catkowitych sa licz-
bami catkowitymi. H

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych nie daje zadnych informacji o niewymiernych
pierwiastkach wielomianu.

Bez dowodu podaje uogolnienie twierdzenia.

Lemat 3 (Gaussa)
Jesli wielomian w(x) = ag+a1x+ - - -+ a,z™ ma wspdlezynniki catkowite i jest iloczynem
wielomianéw u(z) = bg+byx+---+bpa® oraz v(z) = co+crx+- - +cpr™ o wspélezyn-
nikach wymiernych, to istnieja takie liczby wymierne (i v, ze #-v = 1 i wielomiany
B -u oraz v-v maja catkowite wspdtczynniki. B

Dowdd jest dosyé¢ powszechnie dostepny, poza nietrudny i nadaje sie na zadanie na
kétko. Po ewetualnym przerobieniu tego na kétku mozna ewetualnei daé¢ jako zadanie
(w tym samym duchu) dow6d znanego kryterium Eisensteina o nierozktadalnosci niekté-

rych wielomianéw o wspétczynnikach catkowitych.

Twierdzenie 4 (Eisensteina)

Jedli liczby ag,a1,...,a, sa calkowite, p jest liczba pierwsza, ktéra jest dzielnikiem liczb
ag, @i, ...,an_1, ale nie jest dzidelnikiem liczby a,, , p? nie jest dzielnikiem liczby ag, to
wielomian w(x) = ag + a1 + -+ + a,x™ nie jest iloczynem dwéch wielomianéw stopnia

nizszego niz n o wspolczynnikach catkowitych. B
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Na pierwszym stopniu LXII Olimpiady pojawilo sie zadanie:

Dane sq liczby catkowite dodatnie m, n oraz d. Udowodnié, Ze jezeli liczby m?n + 1
i mn? 41 sq podzielne przez d, to réwniez liczby m> +1 i n® +1 sq podzielne przez d.

Wiekszosé uczestnikéw dala sobie z nim rade i w zasadzie nic specjalnie ciekawego
w nim nie ma. Jednak tzw. naturalna metoda rozwigzania tego zadania polega na napisa-
niu réznicy m?n +1 — (mn?+1) = mn(m —n) i wykazaniu, ze d jest dzielnikiem m —n.
To chwile trwa. Firmowe rozwiazanie wyglada tak:
Liczba m(mn? + 1) — n(m?n + 1) = m — n jest podzielna przez d jako réznica liczb
podzielnych przez d, wiec liczba m3 +1— (m?n+1) = m?(m —n) jest podzielna przez d.
Wyglada nieco sztucznie? Tak, ale to wynik przemys$lenia rozwigzania. Czesto zapisujemy
co$ jako sume lub réznice liczb podzielnych np. przez d. Geneza tego sposobu myslenia
to algorytm Euklidesa szukania najwiekszego wspélnego dzielnika. Czy warto tak zapi-
sywac? Rozwiazanie krétsze jest na ogol bardziej czytelne niz dituzsze. Nigdy nie wyma-
gamy wyjasniania, skad wzial sie pomyst na rozwiazanie lub zredagowanie rozwiazania.

Na finale XVI OM pojawito sie zadanie: Udowodnic, Ze jesli liczby a,b sq catkowite
oraz

2a%> +a=3b*>+0,

to liczby a —b 1 2a 4+ 2b+ 1 sq kwadratams liczb catkowitych.

Mamy b = 2a%+a—2b%>—b = (a—b)(2a+2b+1) . Jedli liczba pierwsza p dzieli liczby
a—b i 2a+ab+1, to dzieli tez liczbe b oraz liczbe (2a+2b+1—2(a—b))—4b = 4b+1—-4b =1,
wiec nie ma takiej liczby pierwszej. Stad i z réwnosci b* = (a — b)(2a + 2b + 1) wynika,
ze kazdy czynnik pierwszy liczby a — b pojawia sie w jej rozkladzie na czynniki pierwsze
tyle samo razy ile w rozkladzie liczby b? na czynniki pierwsze, wiec w parzystej potedze.
To samo mozna powiedzie¢ o czynnikach pierwszych liczby 2a + 2b 4 1. Czy to koniec
zadania?

Alez skad! Przeciez nie wiemy, czy liczba a —b jest nieujemna! To trzeba wykazaé i to
korzystajac z catkowitosci liczb a, b, bo bez trudu mozna znalezé liczby rzeczywiste, dla
ktérych spelniona jest réwnoéé 2a? +a=3b>+bia<b,np. b=1, a= —i(l +/33).

Zatézmy, ze a — b < 0, wiec ze istnieja takie liczby catkowite k, /¢, ze
a—b=—-k* i 2a+2b+1=—(2. (1)

Liczba 3b% 4+ b = b(3b + 1) jest parzysta, wiec liczba 2a® + a tez jest parzysta i wobec
tego liczba a jest parzysta. Z réwnan (1) wynika, ze a = i(—%z — (%2 —1). Poniewaz
a jest liczba catkowita, wiec liczba ¢ jest nieparzysta. Istnieje wiec taka liczba catkowi-

ta n, ze £ =2n+ 1. Wobec tego a = ; (—2k? — 4n(n + 1) — 2). Stad wynika, ze k jest
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liczba nieparzysta, wiec istnieje taka liczba catkowita m, ze k£ = 2m + 1. Wobec tego
a=—=2(4m?> +4m +1) —4n(n+1) — 2) = —2m? — 2m —n(n + 1) — 1, co oznacza, ze
liczba a jest nieparzysta, wbrew wczesniejszym ustaleniom. Zalozenie a < b doprowadzito
do sprzecznosci, wiec a > 0. Dowdd zostat zakonczony. B

Oczywiscie druga czes¢ dowodu jest trudniejsza od pierwszej.

Mozna na tym zakonczy¢, bo zadanie jest rozwiazane. Ale mozna tez zadaé pytanie
o pary liczb a,b spehiajacych réwnanie 2a? 4+ a = 3b? 4+ b. Mozna je potraktowaé jako

réwnanie z niewiadoma a i parametrem b:
2a® +a— (3b> +b) =0.

Réwnanie kwadratowe, wiec A, = 1+ 8(3b? +b) . Aby rozwiazanie a bylo catkowite musi
istnie¢ taka liczba catkowita ¢, ze 1+ 8(3b% +b) = 2, czyli 24b> +8b+1—c? = 0. To
znéw réwnanie kwadratowe, z niewiadoma b. A, = 64 — 96(1 — ¢?) = 32(3¢? — 1). Aby

rozwiazanie b bylo calkowite musi istnieé taka liczba calkowita d, ze 3c® — 1 = 2d2.

Jedli takie liczby c,d istnieja, to b= =884 = _1td Jyp p = =880 — _1od e )
. . . T I
jest catkowite, gdy reszta z dzielenia liczby b przez 6 Jest réwna 5 lub 1. Wtedy a = ==
lub a = _14+c, wiec jesli ¢ jest nieparzysta, to jedna z tych liczb jest catkowita, a druga

nie.

Jesli 3¢?—1 = 2d?, to oczywiscie ¢ # 0 # d i % = g—;-l—%.Widaé wiec, ze % ~ + %

dla ,duzych” liczb c. Zajmijmy sie liczba \/g . Mamy

3 _ V6-2 _ — — _ 1 _
\/g_1+ 2 1+f+2 1+4+f2 1+4+f+2_1+4+¢g+2_

=1+ ﬁ =1+ ﬁ , bo liczba f 2 pojawila sie ponownie, wiec wszystko
2+ 4+ﬁ

zaczyna powtarzacé sie.

Przedstawilismy liczbe \/g jako tzw. utamek tancuchowy.

Kolejne utamki wygladaja tak:

= 1_5 1 _ 11 1 _ 49 109 485 1079
1_1’1+ 471+4+§_9’1+4+2J+1—40789’396’ 881 7 " (U)
1

25 3 121 2401 3 11881 3
1_6>§’8_<§’ 1600 ~ 27 7921 < g -

Ich kwadraty to % < %

Trzy zadania.
1. Udowodnié, ze jesli Z—: jest n—tym ulamkiem tego ciagu, przy czym py =1 = qq, to

Pnt2 = Un41Pn+l T Pn 1 Gui2 = Ani1Gnt1 + Pn, Przyjmujemy tu ay = 4, ag = 2,
CL3:4, a4:2, ...
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Pn+1  Pn

= (—1 n—1
n+1  Gn ( )

2. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza wzory ‘

i Pnt1l _ Pn _ (=np~*
dn+1 dn qn qn+1

3. Udowodni¢, ze jesli liczby r i s > 0 sa calkowite i liczba % znajduje si¢ miedzy

liczbami Z"ﬁ i zﬁ , to zachodzi nier6wnos¢ k > q,+1. W
n n

Uwaga 5
W podobny sposéb mozna zdefiniowaé¢ utamek tancuchowy dla kazdej dodatniej liczby

rzeczywistej . Wtedy ag to czesé catkowita liczby z, np. dla 2 = +v/70 zachodzi réwnosé

1
x—ag

ap = 4, bo 4 < /70 < 5. Nastepnie definiujemy a; jako czesé catkowita liczby

Dla z = /70 otrzymujemy a; = {ﬁJ = 8. Definiujemy as jako czes¢ catkowity

liczby ﬁ itd. Tezy sformutowane w zadaniach 1 — 3 pozostaja prawdziwe. Jesli =

r—ag

jest liczba wymierna, to procedura konczy sie po skoriczonej liczbie krokéw. W przypadu
liczby niewymiernej otrzymujemy utamek tancuchowy nieskonczony. Wiecej o utamkach
laricuchowych mozna znalezé np. w , Teorii liczb” W. Sierpinskiego i wielu innych ksiazkach
z teorii liczb. Sa tez ksiazki poswiecone tylko utamkom tanicuchowym. Utamki tancuchowe
przydaja sie do przyblizania liczb i funkcji. B

Ze stwierdzen zawartych w zadaniach i uwadze korzystaé¢ nie bedziemy, ale sa one
wazne i nadaja sie na zadania na koétko (pierwsze moze by¢ trudnawe, drugie jest proste, a
trzecie to tatwy, krétki wniosek z drugiego, ale jednak wymagajacy zrozumienia sytuacji,

wiec réwniez pewnego namystu).

Przyjrzyjmy sie tym utamkom z wiersza (U), ktére sa mniejsze od \/g . Widzimy, ze
3:-12-2-12=1,3-92-2-112=1,3-892-2-109?=1, 3-8812-2-1079* =1, ...

Niech § = 5d + 6¢, v =4d + 5c. Jedli 3¢ —2d%? =1, to

3v? — 26% = 3(4d + 5¢)* — 2(5d + 6¢)* = 3c* — 2d*> = 1.

Mamy wiec ,,maszynke” do wskazywania nastepnych rozwiazan réwnania 3c¢? —2d? = 1.*
Wskazane juz rozwiazania otrzymujemy z rozwiazania d =1, c=1: 11 =5-14+6-1,
9=4-14+5-1. Nastepnie 109 =5-114+6-9 oraz 89 =4-1145-9 itd. Innych rozwiazan
nie ma, co wykazemy zaraz.

Latwo mozna zauwazy¢, ze § = 5d + 6¢ i v = 4d + bc wtedy i tylko wtedy, gdy
d=56—6v i c=>5y—45. Zakladamy, ze liczby ~,§ sa dodatnie i 37? — 262 = 1. Wtedy
réwniez 3¢? — 2d? = 3(5y — 46)% — 2(56 — 67)2 = 342 — 262 = 1.

Wiem z wilasnego do$wiadczenia, ze te wzory mozna zobaczy¢ wpatrujac sie w utamki z ciagu (U), jesli
wierzy si¢ mocno w istnienie takich wzoréw. Mozna tez uzyskaé je z wzoréw rekurencyjnych z zadania 1.
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Mamy tes ¢ = 57— 46 = 5 1+3252_45:25(1+252)—3-16(52: 25 + 262 >0,
3(54/ 122 + 46) 3(54/ 12 + 46)
d= 56— Gy=56_6 Craer _ 2567 —12(1426%) 212 20, ady 5> 3
3 2 ) )
BO 464/ 22 55+ 6,/ 12

c—v=4(y—46) <0 oraz

_ _ 14282 \ _ o452-3(1+26%) _ _2§2_3
d—06=40 — 6y =2 (25 -3 T) = 226+3\/1+§52 = 226+3\/1+§52

Wykazalisémy, ze przejscie od pary liczb catkowitych (d,7), do pary (d,c) powoduje

zmniejszenie obu elementéw pary przy zachowaniu ich dodatniosci. Oznacza, to, ze po
skonczenie wielu takich operacjach warto$é liczby § stanie sie mniejsza od 3, a taka para
jest tylko jedna (z dokladnoscia do znakéw): (1,1).

Dodajmy jeszcze, ze dzielac kolejne liczby d, czyli liczby dop =1, d; =11, dy = 109,
ds = 1079,... przez 6 otrzymujemy reszty 1,5,1,5,..., bowiem 5-1 = 5(mod 6) oraz

5-5=1(mod 6).Z wzoru b = = 6id otrzymujemy wiec kolejno liczby catkowite b: by = 0,
by = =2, by = 18, b3 — 180, ... Odpowiadajace im liczby a otrzymujemy z réwnosci
a==1E:a9=0, a1 =2, ap =22, a3 =220, ...

Mozna uzyska¢ jawne wzory na ¢, i d, korzystajac z rownosci

dn—‘,—l = 5dn + 6Cn
Cn+1 = 4d, + 5c,

Mnozac pierwsza z nich przez 5 i odejmujac od wyniku druga pomnozona przez 6 otrzy-
mujemy bd,+1 — 6¢py1 = dy,, czyli 6¢p41 = bdp+1 — dy, . Stad i z réwnodci
dpt2 = bdyy1 + 6¢p 1 Otrzymujemy wzor d,yo = 10d,,+1 — d,, . Znajdziemy takie liczby
rzeczywiste q, ze ¢"t? = 10¢" ! — ¢". Ciagi (¢") beda zdefiniowane takim samym wzo-
rem rekurencyjnym jak ciag (d,). Dzielac stronami przez ¢™ i przenoszac wszystko na
jedna, strone otrzymujemy 0 = ¢? — 10¢ + 1 = (¢ — 5)? — 24. Wobec tego sa dwie ta-
kie liczby ¢1 = 5 — V24 = 5 — 26 oraz ¢ = 5 + V24 = 5+ 2v/6. Znajdziemy takie
liczby A, B, ze d, = Aq} + Bqy dla n =0,1,2.... Wystarczy, aby tak bylo dla n =0
i n =1, bo nastepne wyrazy, we wszystkich trzech wypadkach wyliczane sa z wzoru
dpto = 10d,4+1 — d,, . Maja wiec by¢ spelnione réwnoséci

{d():l:Aq?+Bq8:A+B

dy =11 = Aq} + Bgi = A(5—2v6) + B(5+2v6)
Otrzymujemy 11(5—2v6)—1= A(5—2v6)? — A = A(48 —20v/6) . Wynika stad, ze

A — 54-22V6 _ (27-11v6)(1245v6) _ —6+3v6 _ 2—6
T 4(12—-5vV6) 2(144—150) - -12 4

napisaé, ze d, = %6-(5—2\/6)"4—%6 (54+2v6)".

i wobec tego B = %@ . Mozemy
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Wzér na ¢, mozna uzyska¢ w podobny sposéb. Postapimy jednak nieco inaczej. Sko-
rzystamy z wyprowadzonego juz wzoru d,y+1 = 5d,, + 6¢, . Wyznaczamy z niego
6Cn = dpi1 — 5y, = 226 . (5 — 2¢/6)n+1 4 206 (51 2/6)n 1 —
52508 (5 —2v6)" + 25 (54 2V6)") =
= (—2v6)2508 . (5 - 2v/6)" + 2v62L5 . (5 4+ 2V6)" =
= 3-v6)-(5-2V6)"+ (34+V6) - (5+ 2v6)". Wynika stad, ze dla kazdej liczby

naturalnej n zachodzi wzér ¢, = 3_6\/6 (5 —2v6)" + %E (5+2V6)".m




