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Szobsta seria

Oczekujemy, ze kazdy uczestnik seminarium rozwigze co nagmnie] dwa sposrod dotqd nieoma-
wianych zadan.

Definicja. Grupg topologiczng nazywamy grupe, ktora jest jednocze$nie grupa i przestrzenia
topologiczng a dziatania grupowe (mnozenie o odwracanie elementéw grupy sa) ciaglte. [
Grupami topologicznymi sa przestrzen euklidesowa, okrag (jako zbior liczb zespolonych
o module 1), torus 7" wymiaru n (jako produkt n okregbéw), sfera trojwymiarowa (jako zbiér
kwaternionéw o module 1), zbiér liniowych izomorfizm po w przestrzeni euklidesowej, zbiér
przeksztalceni afinicznych (réznowarto$ciowych), zbiér Cantora (jako produkt Z) = {0,1}).
Zachodzi nastepujace, opublikowane w 1932 r.
Twierdzenie Haara
Jesli G jest lokalnie zwarta grupa topologiczna, to istnieja miary: lewoniezmiennicza py; i pra-
woniezmiennicza p, tj, takie miary, ze dla kazdego g € G i kazdego zbioru borelowskiego
A C G zachodza rownosci py(gA) = pe(A) oraz p,.(Ag) = p-(A). Miary te sa wyznaczone
jednoznacznie przez warunek niezmienniczosci z doktadnoscia do pomnozenia przez stata.

Zadanie 1. Znalez¢ lewoniezmiennicza i prawoniezmiennicza miare Haara na grupie prze-

ksztatcen afinicznych prostej, czyli przeksztatcen postaci z +— ax + b, gdzie a,b € R i a # 0.

Zadanie 2. Wykazaé¢, ze na grupie zwartej lewoniezmiennicza miara pokrywa si¢ z prawo-

niezminnicza.
Wskazéwka. Czy nie warto skorzysta¢ z twierdzenia Fubini’ego?

Zadanie 3. Tréjwymiarowa sfera S® jest grupa nieabelowa. Niech g € S3. Definiujemy
Ly(z) = gz dla z € S®. Dla jakich g € S® przeksztelcenie L, jest ergodyczne (wzgledem
miary Haara).

To odpowiednika pytania o ergodycznosé przesunieé na torusie. To pytanie mozna powtorzyc

w odniesieniu do przesunieé na innych grupach.

Zadanie 4. Udowodni¢, ze kolejne wyrazy utamka tancuchowego tworza ciag okresowy od
pewnego miejsca wtedy i tylko wtedy, gdy reprezentowana przez ten utamek liczba jest pier-

wiastkiem réwnania kwadratowego o wspotczynnikach catkowitych.

Uwaga. To zadanie nie ma nic do uktadéw dynamicz nych, ale jest nietrudne i pokazuje

pewien fakt, ktory wiele oso6b sktonnych jest uznac za interesujacy.

Zadanie 5. Udowodnié, ze zbiér liczb niewymiernych jest homeomorficzny ze zbiore NV,



Wiskazéwka. Czy to wiaze sie utamkami tancuchowymi?

Uwaga. Hugo Steihaus w Kalejdoskopie matematycznym napisal, ze muzycy europejscy po-
winni w zasadzie porzucié liczbe 212 i zastapi¢ ja przez 2/, bo

21/12 = [1;16,1,4,2,7,1,1,2,2,7,4,1,2,1,60,1,3,1,2, ...] podczas, gdy

21T — [1;24,34,4,3,49,3,1,5,1,1,3,6,1,1,1,5,14,1,1,...],

wiec kolejne redukty w pierwszym wypadku to

117 18 89 196 a w drugim:

Rzecz w tym, ze mianowniki kolejnych reduktéw szybciej rosna w wypadku 217, a pono¢
rézne dzwieki lepiej wspotbrzmia, gdy ich czestotliwosci sa wspétmierne (pitagorejezycy). W
uzywanej gamie czestotliwos¢ przy zwiekszaniu wysokosci dzwieku o jeden potton mnozona
jest przez 2Y/'2. a lepiej byloby mnozy¢ przez 2Y/17, ktéry doktadniej mozna przyblizaé licz-

bami wymiernymi.



