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Szósta seria

Oczekujemy, że każdy uczestnik seminarium rozwi ↪aże co najmniej dwa spośród dot ↪ad nieoma-
wianych zadań.

Definicja. Grupa̧ topologiczna̧ nazywamy grupȩ, która jest jednocześnie grup ↪a i przestrzenia̧

topologiczna̧ a działania grupowe (mnożenie o odwracanie elementów grupy sa̧) cia̧głe. ¤

Grupami topologicznymi sa̧ przestrzeń euklidesowa, okra̧g (jako zbiór liczb zespolonych
o module 1), torus T n wymiaru n (jako produkt n okrȩgów), sfera trójwymiarowa (jako zbiór
kwaternionów o module 1), zbiór liniowych izomorfizm po w przestrzeni euklidesowej, zbiór
przekształceń afinicznych (różnowartościowych), zbiór Cantora (jako produkt ZN2 = {0, 1}∞).
Zachodzi nastȩpuja̧ce, opublikowane w 1932 r.

Twierdzenie Haara
Jeśli G jest lokalnie zwarta̧ grupa̧ topologiczn ↪a, to istnieja̧ miary: lewoniezmiennicza µl i pra-
woniezmiennicza µr tj, takie miary, że dla każdego g ∈ G i każdego zbioru borelowskiego
A ⊆ G zachodza̧ równości µ`(gA) = µ`(A) oraz µr(Ag) = µr(A). Miary te sa̧ wyznaczone
jednoznacznie przez warunek niezmienniczości z dokładnościa̧ do pomnożenia przez stała̧.

Zadanie 1. Znaleźć lewoniezmiennicza̧ i prawoniezmiennicza̧ miarȩ Haara na grupie prze-

kształceń afinicznych prostej, czyli przekształceń postaci x 7→ ax + b, gdzie a, b ∈ R i a 6= 0.

Zadanie 2. Wykazać, że na grupie zwartej lewoniezmiennicza miara pokrywa siȩ z prawo-

niezminnicza̧.

Wskazówka. Czy nie warto skorzystać z twierdzenia Fubini’ego?

Zadanie 3. Trójwymiarowa sfera S3 jest grupa̧ nieabelowa̧. Niech g ∈ S3. Definiujemy

Lg(z) = gx dla x ∈ S3. Dla jakich g ∈ S3 przeksztełcenie Lg jest ergodyczne (wzglȩdem

miary Haara).

To odpowiednika pytania o ergodyczność przesuniȩć na torusie. To pytanie można powtórzyć

w odniesieniu do przesuniȩć na innych grupach.

Zadanie 4. Udowodnić, że kolejne wyrazy ułamka łańcuchowego tworza̧ ci ↪ag okresowy od

pewnego miejsca wtedy i tylko wtedy, gdy reprezentowana przez ten ułamek liczba jest pier-

wiastkiem równania kwadratowego o współczynnikach całkowitych.

Uwaga. To zadanie nie ma nic do układów dynamicz nych, ale jest nietrudne i pokazuje

pewien fakt, który wiele osób skłonnych jest uznać za interesuja̧cy.

Zadanie 5. Udowodnić, że zbiór liczb niewymiernych jest homeomorficzny ze zbiore NN.
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Wskazówka. Czy to wia̧że siȩ ułamkami łańcuchowymi?

Uwaga. Hugo Steihaus w Kalejdoskopie matematycznym napisał, że muzycy europejscy po-

winni w zasadzie porzucić liczbȩ 21/12 i zasta̧pić ja̧ przez 21/17, bo

21/12 = [1; 16, 1, 4, 2, 7, 1, 1, 2, 2, 7, 4, 1, 2, 1, 60, 1, 3, 1, 2, . . . ] podczas, gdy

21/17 = [1; 24, 34, 4, 3, 49, 3, 1, 5, 1, 1, 3, 6, 1, 1, 1, 5, 14, 1, 1, . . . ],

wiȩc kolejne redukty w pierwszym wypadku to
1
1
, 17

16
, 18

17
, 89

64
, 196

185
, . . . a w drugim:

1
1
, 25

24
, 851

817
, 3429

3292
, 11138

10693
, . . .

Rzecz w tym, że mianowniki kolejnych reduktów szybciej rosna̧ w wypadku 21/17, a ponoć

różne dźwiȩki lepiej współbrzmia̧, gdy ich czȩstotliwości sa̧ współmierne (pitagorejczycy). W

używanej gamie czȩstotliwość przy zwiȩkszaniu wysokości dźwiȩku o jeden półton mnożona

jest przez 21/12, a lepiej byłoby mnożyć przez 21/17, który dokładniej można przybliżać licz-

bami wymiernymi.
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