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Pi ↪ata seria

Definicja. Miar ↪a Lebesgue’a L na torusie T2 nazywamy poniżej miar ↪e, która przy jest obra-

zem miary Lebesgue’a na jednostkowym kwadracie przy wiadomym rzutowaniu. Inaczej: jest

to produkt unormowanych miar Lebesgue’a na okr ↪egach przy utożsamieniu T2 = S1 × S1.

Zadanie 1. Przesuni ↪ecia na torusie T2. Niech [α1, α2] ∈ R2. Rozważamy przekształcenie

T[α1,α2] : R2 → R2 wzorem T[α1,α2](x, y) = (x + α1, y + α2). T[α1,α2] wyznacza dyfeomorfizm

torusa T2; oznaczamy go tak samo. Należy sprawdzić, że ten dyfeomorfizm zachowuje miar ↪e

L, a nast ↪epnie:

1. Wykazać, że jeżeli 1, α1, α2 s ↪a liniowo niezależne nad Q, to trajektoria każdego punktu

torusa jest g ↪esta.

2. Wykazać, że jeżeli 1, α1, α2 s ↪a liniowo zależne nad Q to żadna trajektoria nie jest g ↪esta.

3. Wykazać, przy założeniu punktu (1), że dla każdej funkcji ci ↪agłej f : T2 → R mamy

lim
n→∞

1

n

∞∑
i=0

f ◦ T i
[α1,α2] =⇒

∫
fdl

gdzie dL oznacza miar ↪e Lebesgue’a na torusie T2.

4. Wywnioskować z punktu (3), że T[α1,α2] ma dokładnie jedn ↪a borelowsk ↪a miar ↪e niezmien-

nicz ↪e.

Wskazówka. 1: można rozumować tak jak w przypadku obrotu niewymiernego: wskazać

jakiś punkt skupienia trajektorii, wybrać punkty T n(x), Tm(x) bliskie sobie i...

2: można też podejść do problemu analitycznie i rozważyć funkcje postaci f(x, y) = eikxeimx

gdzie k, m ∈ Z. Sprawdzić, że dla tych funkcji teza punktu (3), przy wiadomym założeniu,

zachodzi i wywnioskować st ↪ad.
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Zadanie 2. Miary niezmiennicze.

Niech X b ↪edzie przestrzeni ↪a metryczn ↪a zwart ↪a, T : X → X przekształceniem ci ↪agłym,

µ - probabilistyczn ↪a miara borelowsk ↪a na X. Niech T : X → X b ↪edzie przekształceniem

ci ↪agłym. Wówczas możemy zdefiniować now ↪a miar ↪e borelowsk ↪a T∗µ, określaj ↪ac j ↪a na zbiorach

borelowskich wzorem

T∗µ(A) = µ(T−1(A)).

Mówimy, że miara jest niezmiennicza dla T jeżeli T∗µ = µ.

Wykazać , że µ jest niezmiennicza wtedy i tylko wtedy gdy dla każdej funkcji ci ↪agłej

f : X → R ∫
fdµ =

∫
f ◦ Tdµ.

Uwaga. Definicja obrazu miary przy przekształceniu T∗µ nie wymaga ci ↪agłości przekształ-

cenia; ważne jest tylko, żeby zbiór T−1(A) był mierzalny jeśli A jest mierzalny. Prowadzi to

do nast ↪epuj ↪acej definicji:

Definicja. Niech (X,M, µ) - przestrzeń z miar ↪a probabilistyczn ↪a. Mówimy, że T : X → T

jest mierzalne jeśli dla każdego zbioru A ∈ M zbiór T−1(A) też należy do σ–ciała M. Dla

przekształcenia mierzalnego możemy wi ↪ec zdefiniować, wzorem jak powyżej, miar ↪e T∗µ na

tym samym σ- ciele M. Miara µ jest T -niezmiennicza jeśli T∗µ = µ.

Zadanie 3. Definiujemy przekształcenia g : [0.1] → [0, 1] oraz ga : [0, 1] → [0, 1] (a ∈ (0, 1)),

wzorami: g(x) = (2x)mod1,

ga(x) =

{
x
a

dla x ∈ [0, a)
x−a
1−a

dla x ∈ [a, 1]
.

1. Sprawdzić, że przekształcenia g, ga zachowuja̧ miarȩ Lebesgue’a na odcinku [0, 1].

2. Wykazać, że przekształcenia ga i g, traktowane jako przekształcenia [0, 1] → [0, 1] sa̧

topologicznie sprzȩżone.

3. Niech homeomorfizm ha : [0, 1] → [0, 1] bȩdzie sprzȩżeniem miȩdzy g oraz ga, tzn.

ha ◦ ga = g ◦ ha.

Wykazać, że miara µa = (ha)∗(l) (czyli obraz miary Lebesgue’a przy przekształceniu

ha) jest niezmiennicza dla g.

4. Mamy wiȩc nieprzeliczalnie wiele różnych miar niezmienniczych dla g, wszystkie beza-

tomowe, o nośniku (topologicznym) bȩda̧cym całym odcinkiem. Wykazać, że miary µa

sa̧ faktycznie parami różne.

5. Wykazać, że miary µa sa̧ parami singularne.
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Zadanie 4. Przekształcenie piekarza. Rozważamy kwadrat X = [0, 1]2 z miar ↪a Lebesgue’a,

określon ↪a na σ–ciele zbiorów borelowskich. Definiujemy przekształcenie T : X → X wzorem

T (x, y) =

{
(2x, 1

2
y) dla x ∈ [0, 1

2
), y ∈ [0, 1]

(2x− 1, 1
2
y + 1

2
) dla x ∈ [1

2
, 1], y ∈ [0, 1]

. (1)

Wykazać , że T zachowuje miar ↪e Lebesgue’a. Ponadto: poszukać g ↪estych orbit.

Zadanie 5. (Tym razem b ↪edzie mowa o nieskończonej mierze niezmienniczej.) Rozważamy

przekształcenie T : R \ {0} → R wzorem

T (x) = x− 1

x
.

Wykazać , że T zachowuje miar ↪e Lebesgue’a na R, w nast ↪epuj ↪acy sposób:

• Ustalić punkt y ∈ R i wyznaczyć jego dwa przeciwobrazy x1, x2 (czyli takie punkty, że

T (x1) = T (x2) = y

• Obliczyć T ′(x1), T ′(x2).

• Przekonać si ↪e, że 1
T ′(x1)

+ 1
T ′(x2)

= 1

• Przekonać si ↪e, że powyższa tożsamość wystarczy do wykazania, że przekształcenie T

zachowuje miar ↪e Lebesgue’a.

• Zaproponować jakieś ogólne twierdzenie, na podstawie tego przykładu.

Zadanie 6. Niech a2, a3, . . . b ↪ed ↪a dowolnymi liczbami zespolonymi, dla których szereg∑∞
n=2 anzn ma dodatni promień zbieżności. Niech f(z) = 2z +

∑∞
n=2 anzn dla tych z ∈ C, dla

których szereg
∑∞

n=2 anz
n jest zbieżny. Udowodnić, że istniej ↪a: taka liczba % > 0 i takie róż-

nowartościowe przekształcenie analityczne h : D(0, %) −→ C, że h(2z) = f(h(z)) dla każdego

z ∈ D(0, %), D(0, %) = {z ∈ C : |z| < %}.

Wskazówka. Dwie propozycje rozwi ↪azania tego zadania.

Propozycja pierwsza

• Zauważyć, że istnieje otoczenie V zera, na którym f jest odwracalne. Niech U = f(V )

i niech f−1 : U → V b ↪edzie przekształceniem odwrotnym; można założyć, że |(f−1)′| < 2
3

na zbiorze U , wi ↪ec również f−1(U) ⊂ U . W dalszym ci ↪agu f−n oznacza n–krotne

złożenie f−1 ◦ f−1 ◦ · · · ◦ f−1

︸ ︷︷ ︸
n liter f

funkcji f−1.

• Rozważamy ci ↪ag przekształceń hn : U → C,

hn(z) = 2n · f−n(z).

• Wówczas hn jest holomorficznym dyfeomorfizmem (czyli biholomorfizmem) U na zbiór

hn(U), hn(0) = 0, (hn)′(0) = 1.
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• Można oszacować różnic ↪e:

hn+1(z)− hn(z) = 2n+1f−(n+1)(z)− 2nf−n(z) =

2n+1
(

1
2
f−(n)(z) + O(|f−n(z)|2))− 2nf−n(z).

• Jeśli dostatecznie dobrze oszacowaliśmy różnic ↪e, to bez trudu stwierdzimy jednostajn ↪a

zbieżność ci ↪agu (hn) w obszarze U , a potem holomorficzność i różnowartościowość funkcji

granicznej.

• Ponieważ hn(f(z)) = 2hn−1(z), wi ↪ec graniczna funkcja h spełnia h(f(z)) = 2h(z).

Propozycja druga

• Posłużyć si ↪e metod ↪a dowodzenia pochodz ↪ac ↪a od Cauchy’ego. Jej opis można znaleźć np.

w drugim tomie „Rachunku różniczkowego i całkowego” G.M. Fichtenholza. Metoda

użyta jest tam do dowodu analityczności funkcji odwrotnej do danej rzeczywistej funkcji

analitycznej (działa też w przypadku zespolonym ). Dowód ten znajduje si ↪e też tu:

na stronach 5, 6 i 7 — to dla osób, które wol ↪a ekran od ksi ↪ażki.

• Poszukać formalnego rozwi ↪azania h równania funkcyjnego h(2z) = f(h(z)), czyli szeregu

pot ↪egowego h(z) = z +
∑∞

n=2 bnzn odkładaj ↪ac kwesti ↪e jego zbieżności na później.

• Powinno okazać si ↪e, że współczynnik bn jest rozwi ↪azaniem równania postaci

2nbn = 2bn + αn(a2, . . . , an−1, b2, . . . , bn−1).

Zauważyć, że jeśli |an| ≤ ân dla n = 2, 3, . . . , to

|αn(a2, . . . , an−1, b2, . . . , bn−1)| ≤ |αn(â2, . . . , ân−1, b̂2, . . . , b̂n−1)|,
gdzie b̂n jest zdefiniowane dla funkcji 2z +

∑
ânzn w taki sam sposób jak bn dla funkcji

2z +
∑

anz
n.

• A teraz to, co wielu studentów bardzo lubi. „Najgorszy przypadek”. Należy wykazać

istnienie takich dodatnich liczb rzeczywistych M, r, że dla każdego n zachodzi nierów-

ność |an| ≤ M
rn . Potem zaj ↪ać si ↪e funkcj ↪a ϕ(z) = 2z + M

∑∞
n=2

zn

rn dla z ∈ D(0, r), gdzie

D(0, r) = {z ∈ C : |z| < r}. Udowodnić, że istniej ↪a: taka liczba % > 0 i takie róż-

nowartościowe przekształcenie analityczne H : D(0, %) −→ C, że H(2z) = ϕa(H(z)) dla

każdego z ∈ D(0, %), D(0, %) = {z ∈ C : |z| < %}. Z istnienia takiego przekształcenia

H wynika istnienie h, bo współczynniki szeregu Maclaurina funkcji H s ↪a wi ↪eksze od

współczynników szeregu Maclaurina funkcji h.

• Wykazać istnienie H można dosyć łatwo. Wystarczy zauważyć, że dosyć podobne wzory

służ ↪a do wyrażenia współczynników szeregu Maclaurina funkcji ϕ−1, któr ↪a do funkcj ↪e

możemy znaleźć dzi ↪eki wiedzy posiadanej przez niektórych studentów I roku naszego

wydziału. I znów coś oszacować.
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Zadanie 7. Udowodnić, że dyfeomorfizmy rozmaitości zwartej, których różniczki w ich punk-

tach stałych nie maj ↪a wartości własnej 1, tworz ↪a zbiór otwarty i g ↪esty w C1–topologii w zbiorze

wszystkich dyfeomorfizmów.

Zadanie 8. Punkt okresowy p o okresie n nazywamy hiperbolicznym wtedy i tylko wtedy,

gdy moduły wartości własnych przekształcenia Dfn(p) s ↪a różne od jedności. Udowodnić, że

dyfeomorfizmy rozmaitości zwartej, których wszystkie punkty stałe s ↪a hiperboliczne, tworz ↪a

zbiór otwarty i g ↪esty w C1–topologii w zbiorze wszystkich dyfeomorfizmów. Wykazać, że

twierdzenie jest też prawdziwe dla zbioru dyfeomorfizmów, których punkty okresowe o okresie

12122013 s ↪a hiperboliczne.

Zadanie 9. Udowodnić, że dyfeomorfizmy okr ↪egu, których wszystkie punkty okresowe s ↪a

hiperboliczne, tworz ↪a zbiór otwarty i g ↪esty w C1–topologii w zbiorze wszystkich dyfeomorfi-

zmów.

Zadanie 10. Udowodnić, że zbiór dyfeomorfizmów rozmaitości zwartej wymiaru wi ↪ekszego

od 1, których wszystkie punkty okresowe s ↪a hiperboliczne nie jest otwarty.

Zadanie 11. Udowodnić, że zbiór dyfeomorfizmów rozmaitości zwartej M wymiaru wi ↪ekszego

od 1, których wszystkie punkty okresowe s ↪a hiperboliczne ma niepuste wn ↪etrze.

Wskazówka. Można rozważyć funkcj ↪e f : M −→ R, której wszytkie punkty krytyczne s ↪a nie-

zdegenerowane. Jej gradient (wspomnienia z równań różniczkowych) generuje jednoparame-

trow ↪a grup ↪e (ϕt) dyfeomorfizmów M . Interesuj ↪acym obiektem może okazać si ↪e ϕ1 zwłaszcza,

jeśli hesjan, czyli D2f w punktach krytycznych funkcji f ma wyznacznik różny od 0.
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