Kilka zadan z Uktadow Dynamicznych
17 grudnia 2013

Piata seria

Definicja. Miara Lebesgue’a L na torusie T? nazywamy ponizej miare, ktéra przy jest obra-
zem miary Lebesgue’a na jednostkowym kwadracie przy wiadomym rzutowaniu. Inaczej: jest

to produkt unormowanych miar Lebesgue’a na okregach przy utozsamieniu T? = S! x S

Zadanie 1. Przesuniecia na torusie T2. Niech [ay, as] € R%. Rozwazamy przeksztalcenie
Tiar,00] @ R? — R? wzorem Tio, a,)(2,y) = (2 + @1,y + a2). Tjay s Wyznacza dyfeomorfizm
torusa T?; oznaczamy go tak samo. Nalezy sprawdzi¢, ze ten dyfeomorfizm zachowuje miare

L, a nastepnie:

1. Wykaza¢, ze jezeli 1, a;, ay sa liniowo niezalezne nad Q, to trajektoria kazdego punktu

torusa jest gesta.
2. Wykazac, ze jezeli 1, aq, as sa liniowo zalezne nad Q to zadna trajektoria nie jest gesta.

3. Wykazaé, przy zatozeniu punktu (1), ze dla kazdej funkcji ciagltej f : T> — R mamy
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gdzie dL oznacza miare Lebesgue’a na torusie T2.

4. Wywnioskowa¢ z punktu (3), ze Tla, o] ma dokladnie jedna borelowska miare niezmien-

nicze.

Wskazéwka. 1: mozna rozumowaé tak jak w przypadku obrotu niewymiernego: wskazaé
jakis punkt skupienia trajektorii, wybra¢ punkty 7" (x), 7™ (x) bliskie sobie i...

2: mozna tez podej$¢ do problemu analitycznie i rozwazy¢ funkcje postaci f(z,y) = eeime
gdzie k,m € Z. Sprawdzi¢, ze dla tych funkcji teza punktu (3), przy wiadomym zaltozeniu,

zachodzi i wywnioskowac¢ stad.



Zadanie 2. Miary niezmiennicze.

Niech X bedzie przestrzenia metryczna zwarta, T' : X — X przeksztalceniem ciagtym,
i - probabilistyczna miara borelowska na X. Niech 7' : X — X bedzie przeksztatceniem
ciaglym. Woéwczas mozemy zdefiniowa¢ nowa miare borelowska T, 1, okreslajac ja na zbiorach
borelowskich wzorem

Tou(A) = w(T71(A)).

Moéwimy, ze miara jest niezmiennicza dla T jezeli Ty = p.

Wykaza¢ , ze p jest niezmiennicza wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdej funkcji ciagtej

FfiX R
/fdu:/fonu.

Uwaga. Definicja obrazu miary przy przeksztalceniu T,u nie wymaga ciagtosci przeksztat-
cenia; wazne jest tylko, zeby zbior T—1(A) byl mierzalny jesli A jest mierzalny. Prowadzi to

do nastepujacej definicji:

Definicja. Niech (X, M, ) - przestrzen z miara probabilistyczna. Méwimy, ze T : X — T
jest mierzalne jesli dla kazdego zbioru A € M zbiér T~1(A) tez nalezy do o—ciata M. Dla
przeksztatcenia mierzalnego mozemy wiec zdefiniowa¢, wzorem jak powyzej, miare T,u na

tym samym o- ciele M. Miara p jest T-niezmiennicza jesli T,y = p.

Zadanie 3. Definiujemy przeksztatcenia g: [0.1] — [0, 1] oraz g,: [0,1] — [0,1] (a € (0,1)),

wzorami: g(x) = (22)modr,

dla z €10,a)
o) = —a
=2 dla z € [a,1]

1. Sprawdzié, ze przeksztalcenia g, g, zachowuja miare Lebesgue’a na odcinku [0, 1].
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2. Wykazaé, ze przeksztalcenia g, i g, traktowane jako przeksztalcenia [0,1] — [0,1] sa

topologicznie sprzezone.
3. Niech homeomorfizm h,: [0, 1] — [0, 1] bedzie sprzezeniem miedzy g oraz g,, tzn.
he © go = g o hyg.

Wykazaé, ze miara p, = (hg)«(l) (czyli obraz miary Lebesgue’a przy przeksztalceniu

he) jest niezmiennicza dla g.

4. Mamy wiec nieprzeliczalnie wiele roznych miar niezmienniczych dla g, wszystkie beza-
tomowe, o nosniku (topologicznym) bedacym calym odcinkiem. Wykazaé, ze miary p,

sa faktycznie parami rozne.

5. Wykazac, ze miary p, sa parami singularne.



Zadanie 4. Przeksztalcenie piekarza. Rozwazamy kwadrat X = [0,1]? z miara Lebesgue’a,

okreslong na o—ciele zbioréw borelowskich. Definiujemy przeksztatcenie T : X — X wzorem

meﬂz{(mgw dla z€[0,1),y€10,1] "

2z —1,3y+3) da ze[51,yel01]
Wykazac¢ , ze T' zachowuje miare Lebesgue’a. Ponadto: poszukaé gestych orbit.

Zadanie 5. (Tym razem bedzie mowa o nieskoniczonej mierze niezmienniczej.) Rozwazamy
przeksztatcenie T': R\ {0} — R wzorem

ﬂ@:x—%

Wykazaé¢ , ze T zachowuje miare Lebesgue’a na R, w nastepujacy sposdb:

e Ustali¢ punkt y € R i wyznaczy¢ jego dwa przeciwobrazy 1, x2 (czyli takie punkty, ze
T(xy) =T(x2) =y

e Obliczy¢ T"(z1), T'(z2).

e Przekonac sie, ze —T/(lml) + T’(lmz) =1

e Przekonac¢ sie, ze powyzsza tozsamos¢ wystarczy do wykazania, ze przeksztatcenie T'

zachowuje miare Lebesgue’a.

e Zaproponowac jakies ogdlne twierdzenie, na podstawie tego przyktadu.

Zadanie 6. Niech as,as3,... beda dowolnymi liczbami zespolonymi, dla ktérych szereg
>, anz" ma dodatni promien zbieznosci. Niech f(z) =22+ 7, a,2" dla tych z € C, dla
ktorych szereg > 7, a,z" jest zbiezny. Udowodnié, ze istnieja: taka liczba o > 0 1 takie r6z-
nowartosciowe przeksztalcenie analityczne h: D(0, 0) — C, ze h(2z) = f(h(z)) dla kazdego
z€ D(0,0), D(0,0) ={z€C: |z| < g}

Wskazéwka. Dwie propozycje rozwiazania tego zadania.

Propozycja pierwsza

e Zauwazy(¢, ze istnieje otoczenie V' zera, na ktérym f jest odwracalne. Niech U = f(V)
iniech f~': U — V bedzie przeksztalceniem odwrotnym; mozna zatozy¢, ze |(f~1)'| < 2
na zbiorze U, wiec réwniez f~1(U) € U. W dalszym ciagu f~" oznacza n—krotne
ztozenie f o f oo f7! funkeji f.

~
n liter f

e Rozwazamy ciag przeksztatcen h,: U — C,
ho(z) =2"- f77(2).

o Woéwcezas h, jest holomorficznym dyfeomorfizmem (czyli biholomorfizmem) U na zbior
hn(U), hn(0) =0, (h,)'(0)=1.



e Mozna oszacowaé roznice:

Pg1(2) — hp(z) = 201 f= (0D () — 27 7 (2) =
2 (=) + O f(2)) — 20 (2).

e Jesli dostatecznie dobrze oszacowaliSmy réznice, to bez trudu stwierdzimy jednostajna
zbieznos¢ ciagu (h,,) w obszarze U, a potem holomorficznosé i réznowartosciowos¢ funkeji

graniczne;j.
e Poniewaz h,(f(z)) = 2h,_1(z), wiec graniczna funkcja h spetia h(f(z)) = 2h(z2).
Propozycja druga

e Postuzy¢ sie metoda dowodzenia pochodzaca od Cauchy’ego. Jej opis mozna znalezé np.
w drugim tomie ,Rachunku rézniczkowego i catkowego” G.M. Fichtenholza. Metoda
uzyta jest tam do dowodu analitycznodci funkcji odwrotnej do danej rzeczywistej funkeji
analitycznej (dziata tez w przypadku zespolonym ). Dowdd ten znajduje sie tez tu:

na stronach 5, 6 1 7 — to dla oséb, ktore wola ekran od ksiazki.

e Poszukaé formalnego rozwiazania h réwnania funkcyjnego h(2z) = f(h(z)), czyli szeregu

potegowego h(z) =z + >~ , b,z" odkladajac kwestie jego zbieznosci na pézniej.

e Powinno okazac sie, ze wspotczynnik b, jest rozwiazaniem rownania postaci
2", = 2b, + ap(ag, ..., apn_1,ba, ... bp_1).
Zauwazy¢, ze jedli |a,| <@, dlan=2,3,..., to
i (as, .y a1, b2y o bu1)| < Jon(@, - - o Gnets b2y oo Do),
gdzie Bn jest zdefiniowane dla funkcji 2z + > @,2™ w taki sam sposéb jak b, dla funkcji
224+ a2

e A teraz to, co wielu studentéw bardzo lubi. ,Najgorszy przypadek”. Nalezy wykazaé
istnienie takich dodatnich liczb rzeczywistych M, r, ze dla kazdego n zachodzi nierow-
no$¢ |a,| < 2. Potem zajaé sie funkcja p(2) =224+ M > o0, 2 dla z € D(0,r), gdzie
D(0,r) = {2z € C: |z] < r}. Udowodni¢, ze istnieja: taka liczba o > 0 i takie roz-
nowartosciowe przeksztatcenie analityczne H: D(0,0) — C, ze H(2z2) = p,(H(z)) dla
kazdego z € D(0, ), D(0,0) ={z € C: |z| < o}. Z istnienia takiego przeksztalcenia
H wynika istnienie h, bo wspotezynniki szeregu Maclaurina funkcji H sa wieksze od

wspotezynnikéw szeregu Maclaurina funkcji h.

e Wykazac istnienie H mozna dosy¢ tatwo. Wystarczy zauwazy¢, ze dosy¢ podobne wzory
shuza do wyrazenia wspotczynnikéw szeregu Maclaurina funkeji ¢!, ktéra do funkcje
mozemy znalez¢ dzieki wiedzy posiadanej przez niektorych studentow I roku naszego

wydziatu. I znow co$ oszacowac.



Zadanie 7. Udowodni¢, ze dyfeomorfizmy rozmaitosci zwartej, ktorych rézniczki w ich punk-
tach statych nie maja wartosci wlasnej 1, tworza zbior otwarty i gesty w C'~topologii w zbiorze

wszystkich dyfeomorfizméow.

Zadanie 8. Punkt okresowy p o okresie n nazywamy hiperbolicznym wtedy i tylko wtedy,
gdy moduly wartosci whasnych przeksztatcenia D f"(p) sa rézne od jednosci. Udowodnié, ze
dyfeomorfizmy rozmaitosci zwartej, ktorych wszystkie punkty state sa hiperboliczne, tworza
zbioér otwarty i gesty w C'-topologii w zbiorze wszystkich dyfeomorfizméw. Wykazaé, ze
twierdzenie jest tez prawdziwe dla zbioru dyfeomorfizméw, ktérych punkty okresowe o okresie
12122013 sa hiperboliczne.

Zadanie 9. Udowodni¢, ze dyfeomorfizmy okregu, ktérych wszystkie punkty okresowe sa
hiperboliczne, tworza zbior otwarty i gesty w C'—topologii w zbiorze wszystkich dyfeomorfi-

zmow.

Zadanie 10. Udowodnié, ze zbior dyfeomorfizméw rozmaitosci zwartej wymiaru wiekszego

od 1, ktorych wszystkie punkty okresowe sa hiperboliczne nie jest otwarty.

Zadanie 11. Udowodni¢, ze zbior dyfeomorfizmoéow rozmaitosci zwartej M wymiaru wiekszego

od 1, ktorych wszystkie punkty okresowe sa hiperboliczne ma niepuste wnetrze.

Wskazéwka. Mozna rozwazy¢ funkcje f: M — R, ktérej wszytkie punkty krytyczne sa nie-
zdegenerowane. Jej gradient (wspomnienia z réwnan rézniczkowych) generuje jednoparame-
trowa grupe (@) dyfeomorfizméw M. Interesujacym obiektem moze okazaé sie ¢, zwlaszcza,

jedli hesjan, czyli D?f w punktach krytycznych funkcji f ma wyznacznik rézny od 0.



