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Czwarta seria

Zadanie 1. Podać przykład takiego homeomorfizmu f : M −→ M zwartej przestrzeni me-
trycznej M , że dla dowolnych x, y ∈ M

d(fn(x), fn(y))−−−−→
n→∞

0 .

Zadanie 2. Niech f b ↪edzie homeomorfizmem okr ↪egu. Sprawdzić, że liczb ↪e obrotu ρ(f) można
zdefiniować w nast ↪epuj ↪acy, równoważny sposób:

ρ(f) = lim
n→∞

1

n
·#{

0 ≤ i ≤ n : f i(x) ∈ [
z, f(z)

)}
,

gdzie x, z s ↪a dowolnymi punktami okr ↪egu S1, a
[
z, f(z)

)
jest (domkni ↪eto–otwartym) łukiem

w S1.

Zadanie 3. Niech f : S1 → S1 b ↪edzie homeomorfizmem zachowuj ↪acym orientacj ↪e, o liczbie
obrotu α. Oznaczmy przez Rβ obrót o k ↪at β 6= 0. Porównać liczby obrotu dla homeomorfi-
zmów f i dla Rβ ◦ f . Sformułować założenia na f oraz/lub α, które gwarantuj ↪a, że te liczby
obrotu b ↪ed ↪a różne.

Zadanie 4. Niech H oznacza zbiór wszystkich homeomorfizmów okr ↪egu S1, a H+ — zbiór
homeomorfizmów okr ↪egu zachowuj ↪acych orientacj ↪e. Niech

d(h1, h2) = sup{|h1(z)− h2(z)| : z ∈ S1} .

Udowodnić, że przekształcenia (h1, h2) 7→ h1 ◦ h2 i h 7→ h−1 s ↪a ci ↪agłe.
Czy funkcja H+ 3 h 7→ ρ(h) ∈ [0, 1) przypisuj ↪aca homemorfizmowi jego liczb ↪e obrotu spełnia
warunek Lipschitza?

Zadanie 5. Niech (X, d) b ↪edzie przestrzeni ↪a metryczn ↪a. Mówimy, że przekształcenie
f : X −→ X jest wrażliwe na warunki pocz ↪atkowe (sensitive dependence on initial conditions),
jeśli istnieje taka δ > 0, że dla każdego ε > 0 i dla każdego x ∈ X istnieje takie y ∈ X, że
d(x, y) < ε i d(fn(x), fn(y)) > δ dla pewnego n > 0.

Wskazać przekształceni ↪e ci ↪agłe f : S1 → S1, wrażliwe na warunki pocz ↪atkowe oraz prze-
kształcenia ci ↪agłe f : S1 → S1, różne od identyczności, niewrażliwe na warunki pocz ↪atkowe.

Sprawdzić, że automorfizm liniowy torusa T2, wyznaczony przez macierz

(
2 1

1 1

)

jest wrażliwy na warunki pocz ↪atkowe.
Znaleźć dyfeomorfizm torusa T2, różny od identyczności, niewrażliwy na warunki pocz ↪atkowe.
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