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Trzecia seria

Zadanie 1. Wyznaczyć supn∈N sin
√

3n, supn∈N cos n oraz

sup
n∈N

(
sin
√

3n + cos n
)

Zadanie 2. Pokazać, że jeśli f : R → R jest ci ↪agłe i każdy punkt jest okresowy, to f 2 jest
identyczności ↪a.

Zadanie 3. Rozpatrzmy przekształcenie którego wykres jest ńamiotem”: F : [0, 1] −→ [0, 1],

F (x) =

{
2x dla x ∈ (0, 1

2
]

2− 2x dla x ∈ [1
2
, 1]

.

Wykazać że punkt x jest preokresowy (to znaczy: któryś jego obraz jest okresowy) wtedy
i tylko wtedy gdy x ∈ Q. Wykazać że x jest okresowy wtedy i tylko wtedy gdy x jest postaci
2k
p

, gdzie k jest liczb ↪a naturalna, a p jest liczb ↪a naturaln ↪a nieparzyst ↪a.

Definicja. Topologiczne sprz ↪eżenie. Niech X– przestrzeń topologiczna. Mówimy że prze-
kształcenia ci ↪agłe f : X −→ X, g : X −→ X s ↪a topologicznie sprz ↪eżone jeśli istnieje home-
omorfizm h : X −→ X taki że f ◦ h = h ◦ g.

Zadanie 4. Które pary poniższych przekształceń R −→ R s ↪a topologicznie sprz ↪eżone?

a. f(x) = x/2, b. f(x) = 2x, c. f(x) = −2x,

d. f(x) = 5x, e. f(x) = x3.

Które przekształcenia można sprz ↪ac dyfeomorfizmem?

Zadanie 5. Wypisać wzorem sprz ↪eżenie topologiczne h : R −→ R pomi ↪edzy przekształceniem
f(x) = ax2 − 1 oraz przekształceniem g(x) = x2 − c (dla pewnego c zależnego od a).

Zadanie 6. Rozważmy takie homeomorfizmy f, g : [0; 1] −→ [0; 1], że f(0) = g(0) = 0,
f(1) = g(1) = 1, i f, g nie maj ↪a innych punktów stałych. Wykazać że f i g s ↪a topologicznie
sprz ↪eżone. Wskazówka: można założyc (dlaczego?) że f(x) > x, g(x) > x dla x ∈ (0, 1).
Wybierzmy punkt x0 ∈ (0, 1) i odcinki If = [x0, f(x0)], Ig = [x0, g(x0)]. Przekształćmy If na
Ig jakimś rosn ↪acym homeomorfizmem h. Jak rozszerzyć h na cały odcinek [0, 1], aby otrzymać
ż ↪adane sprz ↪eżenie?

Zadanie 7. Rozpatrzmy rodzin ↪e przekształceń kwadratowych fa : [0, 1] −→ [0, 1], a ∈ (0, 4):

fa(x) = ax(1− x) .

Wykazać że dla dowolnych a1, a2 ∈ (1, 2) przekształcenia fa1 oraz fa2 s ↪a topologicznie sprz ↪eżone.
Wykazać że przekształcenia f3 i f4 nie s ↪a topologicznie sprz ↪eżone.
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