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Druga seria

Twierdzenie Sarda w przestrzeni euklidesowej
Jeśli f : Rk −→ R` jest odwzorowaniem klasy C∞, to miara zbioru

V = {y ∈ R` : ∃x∈Rk y = f(x) i Df(x)(Rk)  R`}
jest równa 0. ¤

Punkty zbioru V zdefiniowanego w twierdzeniu Sarda nazywamy wartościami krytycz-
nymi funkcji f . Twierdzenie Sarda mówi wi ↪ec, że zbiór wartości krytycznych odwzorowania
gładkiego ma miar ↪e 0.

Definicja rozmaitości
Przestrzeń topologiczna M 6= ∅ nazywana jest m–wymiarow ↪a rozmaitości ↪a klasy Cr, r ≥ 0,
wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego punktu p ∈ M istnieje takie otoczenie U otwarte
w M i taki homeomorfizm (mapa) ϕ : U −→ ϕ(U) na otwarty w Rm zbiór ϕ(U), że jeśli
ϕi : Ui −→ ϕi(Ui) i ϕj : Uj −→ ϕj(Uj) s ↪a dwiema mapami, to przekształcenie ϕi ◦ ϕ−1

j jest
dyfeomorfizmem klasy Cr zbioru ϕj(Uj ∩ Ui) na zbiór ϕi(Uj ∩ Ui).
Rozmaitości klasy C0 nazywane bywaj ↪a topologicznymi, a rozmaitości klasy C∞ — gład-
kimi. ¤
Definicja przekształceń różniczkowalnych na rozmaitościach
Jeśli M1, M2 s ↪a rozmaitościami klasy Cr, to f : M1 −→ M2 jest klasy Cr wtedy i tylko wtedy.
gdy dla dowolnych map ϕ : U −→ ϕ(U), U ⊆ M1, ψ : V −→ ψ(V ), v ⊆ M2, przekształcenie
ψ ◦ f ◦ ϕ−1 jest klasy Cr.1 ¤
Definicja krzywej
Krzyw ↪a klasy Cr przechodz ↪ac ↪a przez punkt p ∈ M nazywamy dowolne przekształcenie
γ : (a, b) −→ M klasy Cr, w którego obrazie znajduje si ↪e punkt p. ¤

Zmierzamy do zdefiniowania wektorów stycznych do krzywej w punkcie p. W tym celu
definiujemy relacj ↪e równoważności w zbiorze krzywych przechodz ↪acych przez punkt p. Dwie
takie krzywe γ1 : (−1, 1) −→ M , γ2 : (−1, 1) −→ M , że γ1(0) = p = γ2(0) s ↪a równoważne
wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnej mapy (u, ϕ) określonej w otoczeniu U punktu p zachodzi
równość

(ϕ ◦ γ1)
′(0) = (ϕ ◦ γ2)

′(0) .

Można łatwo sprawdzić, że zdefiniowana wyżej relacja jest równoważności ↪a oraz że jeśli rów-
ność (ϕ◦γ1)

′(0) = (ϕ◦γ2)
′(0) zachodzi dla jednej mapy ϕ zdefiniowanej w otoczeniu punktu p,

1 Oczywiście dziedzina przekształcenia ψ ◦ f ◦ ϕ−1, czyli ϕ(u ∩ v), bywa czasem pusta.
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to dla każdej mapy ψ zdefiniowanej w otoczeniu punktu p zachodzi odpowiednia równość
(ψ ◦ γ1)

′(0) = (ψ ◦ γ2)
′(0).

Definicja wektorów stycznych w danym punkcie rozmaitości
Klas ↪e równoważności zdefiniowanej tuż przed t ↪a definicj ↪a równoważności nazywamy wektorem
stycznym do rozmaitości M w punkcie p. ¤

Definicja pozwala na zdefiniowanie sumy wektorów. Jeśli v1 i v2 s ↪a wektorami stycznymi
w punkcie p zdefiniowanymi za pomoc ↪a krzywych γ1 i γ2, a ϕ jest dowoln ↪a map ↪a określon ↪a
w otoczeniu punktu p, to sum ↪e wektorów określa krzywa ϕ−1(ϕ◦γ1 +ϕ◦γ2). Jest jasne, że ta
definicja nie zależy od wyborów mapy ani reprezentantów klas równoważności definiuj ↪acych
wektory styczne. Podobnie definiujemy mnożenie wektorów przez liczby. Otrzymujemy prze-
strzeń liniow ↪a wymiaru m = dim M

Zbiór wszystkich wektorów stycznych do rozmaitości M w punkcie p oznaczamy symbolem
TpM .

Bez problemu definiujemy obraz wektora stycznego przy odwzorowaniu f : M1 −→ M2.
Po prostu zamiast krzywej γ definiuj ↪acej wektor v ∈ TpM1 rozważyć należy krzyw ↪a f ◦γ i ona
definiuje obraz wektora v styczny do M2 w punkcie f(p). Ten obraz oznaczamy symbolem
Df(p)v, co ma sens nie tylko formalny, bo uznawszy, że współrz ↪ednymi wektora v w mapie
ϕ s ↪a współrz ↪edne wektora (ϕ ◦ γ)′(0), trzeba uznać że współrz ↪ednymi jego obrazu w mapie ψ
zdefiniowanej w otoczeniu punktu f(p) s ↪a współrz ↪edne wektora

(ψ ◦ f ◦ γ)′(0) = (ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ)′(0) = D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)) · (ϕ ◦ γ)′(0) .

D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)) to przekształcenie liniowe z Rm1 do Rm2 . Przekształca ono wektory
styczne do Rm1 w wektory styczne do Rm2 , ale te pierwsze traktować należy jako wektory
styczne do M1 w punkcie p wyrażone za pomoc ↪a mapy ϕ, a te drugie jako wektory styczne
do M2 w punkcie f(p). Wtedy przekształcenie D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)) traktować trzeba jako
opis przekształcenia liniowego z TpM1 do Tf(p)M2.

Dodajmy na koniec tego szybkiego przegl ↪adu podstawowych poj ↪eć zwi ↪azanych z rozma-
itościami, że na wektory styczne można i cz ↪esto należy patrzeć jak na operacj ↪e przypisuj ↪ac ↪a
funkcji różniczkowalnej pochodn ↪a w kierunku danego wektora. Niech α : M −→ R oznacza
funkcj ↪e różniczkowaln ↪a w punkcie p ∈ M, i niech v ∈ TpM. Przez Dvα oznaczamy liczb ↪e
(α ◦ γ)′ (0), gdzie γ jest dowoln ↪a tak ↪a krzyw ↪a klasy C1, że γ(0) = p. Jasne jest, że operacja Dv

jest R–liniowym funkcjonałem określonym na przestrzeni funkcji różniczkowalnych na M speł-
niaj ↪acym dodatkowo warunek na pochodn ↪a iloczynu Dv(α ·β) = Dv(α) ·β(p)+α(p) ·Dv(β).
Takie odwzorowania liniowe nazywane s ↪a bardzo cz ↪esto różniczkowaniami (w punkcie p).
Cz ↪esto wektory styczne do rozmaitości definiowane s ↪a właśnie jako różniczkowania.

Zadanie 1. Niech α : Rm −→ R oznacza funkcj ↪e klasy C∞. Udowodnić, że istniej ↪a takie
funkcje α1, α2, . . . , αm, że α(x1, x2, . . . , xm) = α(0, 0, . . . , 0) +

∑m
j=1 xjαj(x1, x2, . . . , xm) oraz

αj(0, 0, . . . , 0) = ∂f
∂xj

(0, 0, . . . , 0) dla j = 1, 2, . . . , m.

Zadanie 2. Niech C∞(Rm, 0) oznacza zbiór wszystkich takich funkcji α klasy C∞, że
α(0, . . . , 0) = 0. Udowodnić, że zbiór różniczkowań określonych na C∞(Rm, 0) czyli takich
przekształceń R–liniowych D : C∞(Rm, 0) −→ R, że D(α ·β) = D(α) ·β(0)+α(0) ·D(β), jest
m–wymiarow ↪a przestrzeni ↪a liniow ↪a.
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Zadanie 3. Niech Cr(Rm, 0) oznacza zbiór wszystkich takich funkcji α klasy Cr, 1 ≤ r < ∞,
że α(0, . . . , 0) = 0. Udowodnić, że zbiór różniczkowań określonych na Cr(Rm, 0) czyli takich
przekształceń R–liniowych D : Cr(Rm, 0) −→ R, że D(α · β) = D(α) · β(0) + α(0) ·D(β), jest
nieskończenie wymiarow ↪a przestrzeni ↪a liniow ↪a.

Zadanie 4. A b ↪edzie macierz ↪a nieosobliw ↪a wymiaru m×m, a P : Sm+1 \{(0, 0, . . . , 0, 1) −→
Rm rzutem stereograficznym z „bieguna północnego”:

P (x1, x2, . . . , xm, xm+1) =

(
x1

1− xm+1

,
x2

1− xm+1

, . . . ,
xm

1− xm+1

)

Niech fA(x) = P−1(AP(x)) dla x ∈ Sm+1 \ {(0, 0, . . . , 0, 1) i fA(0, 0, . . . , 0, 1) = (0, 0, . . . , 0, 1).
Udowodnić, że fA : Sm −→ SM jest homeomorfizmem.
Dla jakich macierzy przekształcenie fA jest gładkie?

Definicja zbiorów miary zero
Zbiór A ⊆ M ma miar ↪e 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej mapy (U,ϕ) m–wymiarowa
miara Lebesgue’a zbioru ϕ(A ∩ U) ⊆ Rm jest równa 0. ¤
Definicja wartości krytycznych regularnych
Jeśli f : M1 −→ M2 jest odwzorowaniem klasy C1, to wartości ↪a krytyczn ↪a nazywamy każdy
punkt y ∈ M2, dla którego istnieje taki punkt x ∈ M1, że przekształcenie DF (x) nie prze-
kształca przestrzeni TxM1 na przestrzeń TyM2. Jeśli y ∈ M2 nie jest wartości ↪a krytyczn ↪a, to
nazywamy go wartości ↪a regularn ↪a nawet wtedy, gdy f−1(y) = ∅. ¤

Z twierdzenia o funkcjach uwikłanych wynika, że niepuste przeciwobrazy wartości regu-
larnych przekształcenia f : M1 −→ M2 s ↪a rozmaitościami wymiaru m1 −m2.

O przeciwobrazach wartości krytycznych czasem coś si ↪e daje powiedzieć, ale mog ↪a one być
dowolnymi zbiorami domkni ↪etymi w M1 (twierdzenie o najpaskudniejszej poziomicy).

Twierdzenie Sarda dla rozmaitości gładkich
Jeśli f : M1 −→ M2 jest odwzorowaniem klasy C∞, to miara zbioru wartości krytycznych jest
równa jest równa 0. ¤

Zadanie 5. Udowodnić, że jeśli f : M −→ R` jest przekształceniem gładkim rozmaitości
zwartej M wymiaru m i ` ≥ 2m, {(Uj, ϕj)} jest atlasem na M , {Cj} jest zwartym pokryciem
M , przy czym Cj ⊆ Uj, to dla każdej liczby ε ≥ 0 istnieje przekształcenie g : M −→ R`, że
dla każdego x ∈ M różniczka Dg(x) : TxM −→ R` ma zerowe j ↪adro oraz dla każdego x ∈ Cj

zachodz ↪a nierówności ‖f(x)− g(x)| < ε i ‖D(f ◦ ϕ−1
j )(ϕj(x))−D(g ◦ ϕ−1

j )(ϕj(x))‖ < ε‖

Zadanie 6. Udowodnić, że jeśli f : R −→ R jest funkcj ↪a klasy C2, to dla każdej funkcji
ci ↪agłej ε : R −→ (0,∞) istnieje taka funkcja g : R −→ R klasy C2, że

|f (i)(x)− g(i)(x)| < ε|
dla każdego x ∈ R oraz jeśli dla pewnego x ∈ R zachodzi równość g′(x) = 0, to zachodzi
też nierówność g′′(x) 6= 0 — wszystkie punkty krytyczne funkcji g s ↪a niezdegenerowane,
w szczególności jest ich niezbyt wiele, ile?.
Sformułować i udowodnić twierdzenie dla funkcji f : Rm −→ R.
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Zadanie 7. Udowodnić, że jeśli A jest macierz ↪a wymiaru m × m o współczynnikach cał-
kowitych det(A) = d 6= 0 a TA : Tm −→ Tm jest przekształceniem m–wymiarowego torusa
Tm = Rm/Zm, to każdy punkt Tm ma dokładnie m przeciwobrazów przy przekształceniu TA.

Zadanie 8. Udowodnić, że jeśli A jest macierz ↪a wymiaru m × m o współczynnikach cał-
kowitych det(A) = d 6= 0 a TA : Tm −→ Tm jest przekształceniem m–wymiarowego torusa
Tm = Rm/Zm, to zbiór punktów okresowych przekształcenia TA jest g ↪esty w Tm.
Opisać w sensowny i krótki sposób punkty okresowe TA.

Zadanie 9. Niech `2 b ↪edzie przestrzenia złożon ↪a z ci ↪agów (an) sumowalnych z kwadratami
(
∑∞

n=0 |an|2 < ∞). Udowodnić, że istnieje funkcja f : `2 −→ R klasy C∞, której zbiór wartości
krytycznych jest cał ↪a prost ↪a.
Oznacza to, że nie da si ↪e łatwo uogólnić twierdzenia Sarda na przestrzenie nieskończenie
wymiarowe. Pewne uogólnienia s ↪a znane, ale o nich nie b ↪edziemy mówić.
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