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Druga seria

Twierdzenie Sarda w przestrzeni euklidesowej
Jedli f: R¥ — R jest odwzorowaniem klasy C°°, to miara zbioru

V={yeR: IJmy=f(x) i Di(x)(R) ¢ R"}

jest réwna 0. [J

Punkty zbioru V' zdefiniowanego w twierdzeniu Sarda nazywamy wartosciami krytycz-
nymi funkcji f. Twierdzenie Sarda mowi wiec, ze zbiér wartosci krytycznych odwzorowania
gtadkiego ma miare 0.

Definicja rozmaitosci

Przestrzen topologiczna M # () nazywana jest m—wymiarowa rozmaitoscia klasy C”, r > 0,
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu p € M istnieje takie otoczenie U otwarte
w M i taki homeomorfizm (mapa) ¢: U — ¢(U) na otwarty w R™ zbior ¢(U), ze jesli
0ir Uy — @i(U;) 1 Uj — ¢;(U;) sa dwiema mapami, to przeksztalcenie ¢; o <p;1 jest
dyfeomorfizmem klasy C" zbioru ¢;(U; N U;) na zbiér ¢;(U; N U;).

Rozmaitosci klasy C° nazywane bywaja topologicznymi, a rozmaitosci klasy C* — glad-
kimi. [

Definicja przeksztalcen rézniczkowalnych na rozmaitosciach

Jesli My, M sa rozmaitosciami klasy C”, to f: My — M, jest klasy C" wtedy i tylko wtedy.
gdy dla dowolnych map ¢: U — @(U), U C My, ¥: V. — (V), v C My, przeksztalcenie
o fop!jest klasy C".1 [

Definicja krzywej

Krzywa klasy C" przechodzaca przez punkt p € M nazywamy dowolne przeksztatcenie
v: (a,b) — M klasy C", w ktorego obrazie znajduje sie punkt p. O

Zmierzamy do zdefiniowania wektoréow stycznych do krzywej w punkcie p. W tym celu
definiujemy relacje rownowaznosci w zbiorze krzywych przechodzacych przez punkt p. Dwie
takie krzywe v1: (=1,1) — M, 75: (=1,1) — M, ze 11(0) = p = 12(0) sa réwnowazne
wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnej mapy (u, ¢) okreslonej w otoczeniu U punktu p zachodzi
rOwWnosc

(9 07)'(0) = (¢ 072)'(0).
Mozna tatwo sprawdzi¢, ze zdefiniowana wyzej relacja jest réwnowaznoscia oraz ze jesli row-
n0s¢ (¢ov1)(0) = (pov2)'(0) zachodzi dla jednej mapy ¢ zdefiniowanej w otoczeniu punktu p,

1

1 Oczywidcie dziedzina przeksztalcenia 1) o f o =1, czyli p(u Nv), bywa czasem pusta.



to dla kazdej mapy v zdefiniowanej w otoczeniu punktu p zachodzi odpowiednia réwnosé
(¥ om)'(0) = (¢ ©72)(0).

Definicja wektoréw stycznych w danym punkcie rozmaitosci

Klase réwnowaznosci zdefiniowanej tuz przed ta definicja réwnowaznosci nazywamy wektorem
stycznym do rozmaitosci M w punkcie p. [

Definicja pozwala na zdefiniowanie sumy wektoréw. Jesli vy i vo sa wektorami stycznymi
w punkcie p zdefiniowanymi za pomoca krzywych v, i 72, a ¢ jest dowolna mapa okreslona
w otoczeniu punktu p, to sume wektoréw okresla krzywa o ~(povy; + o). Jest jasne, ze ta
definicja nie zalezy od wyboréw mapy ani reprezentantéw klas rownowaznosci definiujacych
wektory styczne. Podobnie definiujemy mnozenie wektorow przez liczby. Otrzymujemy prze-
strzen liniowa wymiaru m = dim M

Zbioér wszystkich wektoréw stycznych do rozmaitosci M w punkcie p oznaczamy symbolem
ToM.

Bez problemu definiujemy obraz wektora stycznego przy odwzorowaniu f: M; — M.
Po prostu zamiast krzywej v definiujacej wektor v € T,M; rozwazy¢ nalezy krzywa fo+ iona
definiuje obraz wektora v styczny do My w punkcie f(p). Ten obraz oznaczamy symbolem
Df(p)v, co ma sens nie tylko formalny, bo uznawszy, ze wspéhrzednymi wektora v w mapie
¢ sa wspoétrzedne wektora (¢ o) (0), trzeba uznaé ze wspotrzednymi jego obrazu w mapie v
zdefiniowanej w otoczeniu punktu f(p) sa wspétrzedne wektora

(o for)(0)=(ofop opor)(0)=D(ofor ) e(p)) - (poy)(0).

D(¢p o f o 1) (p(p)) to przeksztalcenie liniowe z R™ do R™2. Przeksztalca ono wektory
styczne do R™ w wektory styczne do R, ale te pierwsze traktowac¢ nalezy jako wektory
styczne do M; w punkcie p wyrazone za pomoca mapy ¢, a te drugie jako wektory styczne
do M, w punkcie f(p). Wtedy przeksztalcenie D(¢) o f o o~ 1)(¢(p)) traktowaé trzeba jako
opis przeksztatcenia liniowego z T, My do Tp) Mo.

Dodajmy na koniec tego szybkiego przegladu podstawowych pojeé¢ zwiazanych z rozma-
itosciami, ze na wektory styczne mozna i czesto nalezy patrzeé¢ jak na operacje przypisujaca
funkcji rézniczkowalnej pochodna w kierunku danego wektora. Niech a: M — R oznacza
funkcje rézniczkowalnag w punkcie p € M, i niech v € T,M. Przez D,a oznaczamy liczbe
(a0 7) (0), gdzie 7y jest dowolna taka krzywa klasy C*, ze 4(0) = p. Jasne jest, ze operacja Dy
jest R-liniowym funkcjonatem okreslonym na przestrzeni funkcji rézniczkowalnych na M spel-
niajacym dodatkowo warunek na pochodna iloczynu Dy (- 3) = Dy(a) - B(p) + a(p) - Dv(5).
Takie odwzorowania liniowe nazywane sa bardzo czesto rézniczkowaniami (w punkcie p).
Czesto wektory styczne do rozmaitosci definiowane sa wtasnie jako rézniczkowania.

Zadanie 1. Niech a: R™ — R oznacza funkcje klasy C*°. Udowodnié, ze istnieja takie
funkcje an, ag, ..., am, ze a(xy, 29, ..., y) = «(0,0,...,0) + Z;n:1 zjo (21,2, .., Ty) Oraz
;(0,0,...,0) = %(0,0,...,0) dlaj=1,2,...,m.

Zadanie 2. Niech C*°(R™,0) oznacza zbiér wszystkich takich funkcji o klasy C*°, ze
a(0,...,0) = 0. Udowodnié¢, ze zbiér rézniczkowan okreslonych na C*°(R™,0) czyli takich
przeksztalcen R-liniowych D: C*(R™,0) — R, ze D(a- ) = D(«) - 3(0) + «(0) - D(5), jest

m—wymiarowa przestrzenia liniowa.



Zadanie 3. Niech C"(R™,0) oznacza zbiér wszystkich takich funkcji o klasy C", 1 < r < oo,
ze a(0,...,0) = 0. Udowodnié¢, ze zbiér rézniczkowan okreslonych na C"(R™,0) czyli takich
przeksztatcen R-liniowych D: C"(R™,0) — R, ze D(a - ) = D(«) - 5(0) + a(0) - D(B), jest

nieskonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa.

Zadanie 4. A bedzie macierza nieosobliwa wymiaru m x m, a P: S™\ {(0,0,...,0,1) —

R™ rzutem stereograficznym z ,.bieguna péinocnego”:

T T2 T
P(xl,xg,...,xm,xmﬂ): 1 T ,1 T ,...,1 -
- dm+1 - dm+1 - dm+1

Niech fa(x) =P }(AP(x)) dla x € S™™\ {(0,0,...,0,1) 1 f4(0,0,...,0,1) = (0,0,...,0,1).
Udowodnié, ze fa: S™ — SM jest homeomorfizmem.

Dla jakich macierzy przeksztatcenie f4 jest gtadkie?

Definicja zbioréw miary zero
Zbiér A C M ma miare 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej mapy (U, ¢) m—wymiarowa
miara Lebesgue’a zbioru o(ANU) C R™ jest réwna 0. O

Definicja wartosci krytycznych regularnych
Jesli f: M; — M, jest odwzorowaniem klasy C*, to wartoscia krytyczna nazywamy kazdy
punkt y € Ms, dla ktérego istnieje taki punkt x € My, ze przeksztalcenie DF(x) nie prze-
ksztatca przestrzeni Ty M; na przestrzen Ty M,. Jesli y € M, nie jest wartoscia krytyczna, to
nazywamy go wartoécia regularna nawet wtedy, gdy f~(y) = 0. O

7 twierdzenia o funkcjach uwiktanych wynika, ze niepuste przeciwobrazy wartosci regu-
larnych przeksztalcenia f: M; — M, sa rozmaito$ciami wymiaru my — me.

O przeciwobrazach wartosci krytycznych czasem co$ sie daje powiedzie¢, ale moga one by¢
dowolnymi zbiorami domknietymi w M; (twierdzenie o najpaskudniejszej poziomicy).

Twierdzenie Sarda dla rozmaitosci gtadkich
Jesli f: My, — M, jest odwzorowaniem klasy C°°, to miara zbioru wartosci krytycznych jest
rowna jest rowna 0. [

Zadanie 5. Udowodni¢, ze jesli f: M — R jest przeksztalceniem gltadkim rozmaitosci
zwartej M wymiaru m i ¢ > 2m, {(U;, ¢;)} jest atlasem na M, {C;} jest zwartym pokryciem
M, przy czym C; C Uj, to dla kazdej liczby € > 0 istnieje przeksztalcenie g: M — Rf, ze
dla kazdego x € M rézniczka Dg(x): TyM — R’ ma zerowe jadro oraz dla kazdego x € C;
zachodza, nierdwnosci || f(x) — g(x)| <1 [[D(f o ¢;")(¢;(x)) = D(go o ) (ei(x))ll <ell

Zadanie 6. Udowodnié, ze jedli f: R — R jest funkcja klasy C?, to dla kazdej funkcji
ciaglej e: R — (0, 00) istnieje taka funkcja g: R — R klasy C?, ze

[fO (@) = gV(2)] <]

dla kazdego = € R oraz jesli dla pewnego = € R zachodzi réwnosé ¢'(z) = 0, to zachodzi
tez nierownos¢ ¢”(x) # 0 — wszystkie punkty krytyczne funkcji ¢ sa niezdegenerowane,
w szczegblnodci jest ich niezbyt wiele, ile?.

Sformutowac i udowodni¢ twierdzenie dla funkcji f: R™ — R.



Zadanie 7. Udowodnié, ze jesli A jest macierza wymiaru m X m o wspoOtczynnikach cal-
kowitych det(A) = d # 0 a Ty: T™ — T™ jest przeksztalceniem m—wymiarowego torusa

T =R™/Z™, to kazdy punkt 7™ ma doktadnie m przeciwobrazéw przy przeksztatceniu 7T'4.

Zadanie 8. Udowodni¢, ze jesli A jest macierza wymiaru m x m o wspélczynnikach cal-
kowitych det(A) = d # 0 a Tx: T™ — T™ jest przeksztalceniem m—wymiarowego torusa
T™ =R™/Z™, to zbiér punktéw okresowych przeksztatcenia Ty jest gesty w 1.

Opisa¢ w sensowny i krotki sposéb punkty okresowe Ty.

Zadanie 9. Niech (2 bedzie przestrzenia zlozona z ciagdéw (a,) sumowalnych z kwadratami
(3°0 o lan]? < 00). Udowodnié, ze istnieje funkcja f: €2 — R klasy C*°, ktdrej zbiér wartosci
krytycznych jest cata prosta.

Oznacza to, ze nie da sie tatwo uogdlni¢ twierdzenia Sarda na przestrzenie nieskonczenie

wymiarowe. Pewne uogoélnienia sa znane, ale o nich nie bedziemy mowic.



