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Pierwsza seria

Zadanie 1. Niech A = ( ? 1 ), B = ( ;l :2 ) Niech @4, pp oznaczaja

przeksztatcenia dwuwymiarowego torusa T? = R?*/Z? indukowane przez
macierze A i B. Znalez¢ punkty okresowe przeksztatcen ¢ i ¢p.
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Zadanie 2. Niech A = o 0 o 1l Niech ¢4 oznacza prze-
-1 1 -1 -1

ksztalcenie czterowymiarowego torusa T* = R*/Z* indukowane przez ma-
cierz A. Znalez¢ punkty okresowe przeksztalcenia 4.

Zadanie 3.  a) Niech T, oznacza obrét o kat a, £ ¢ Q okregu S', L C S*
— dowolny tuk okregu S*. Udowodni¢, ze dla kazdego punktu z € S! zachodzi
rownosé I

lim #{0<i<n: T.(z)eL}= ||51|| :
|L| = €1 (L) — to dlugoséé tuku L, #(C) — to liczba elementéw zbioru C.
b) Niech f: S' — R bedzie funkcja ciagta. Dowies¢, ze
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Zadanie 4. Udowodni¢, ze jedli funkcja f: ST — S jest ciagla, to istnieje
taka funkcja ciagta F': R — R, ze f(e?™) = e2™F®) dla kazdej liczby t € R.
Wtedy F(t+ 1) F(t) = const € Z. Jedli G jest funkcja spetiajaca warunek
f(e¥mit = e2mG®) to funkcja G — F jest stala, a jej jedyna warto$é jest liczba
calkowita.

Liczba F(t + 1) — F(t) nazywana jest stopniem przeksztalcenia f, F' zwane
jest podniesieniem przeksztalcenia f.



Zadanie 5. Udowodni¢, ze jedli funkcja f: ST — S jest ciagla i réznowar-
tosciowa, to |F'(t+1) — F(t)| = 1, gdzie F oznacza funkcje opisana w zadaniu
poprzednim.

Definicja. Niech f: X — X bedzie ciaglym przeksztalceniem prze-
strzeni metrycznej (topologicznej) X. Niech f0 = id, f**' = f"o f dla
n=20,1,2....

Punktem w-granicznym trajektorii punktu z € X nazywamy punkt y € X,
dla ktérego istnieje taki ciag liczb naturalnych (ny) zbiezny do +oo, ze
y = limg_,oo f™ (z). Zbiér punktéw w—granicznych trajektorii punktu x € X
oznaczamy symbolem w(x), czasem wy(x).

Analogicznie definiujemy punkty a—graniczne: zamiast n, — 400 mamy
w tym wypadku ny — —oo. Zbiér punktéw a—granicznych trajektorii punktu
x € X oznaczamy symbolem a(x), czasem ag(z). O

Zadanie 6. Niech f bedzie zachowujacym orientacje homeomorfizmem pro-
stej. Udowodni¢, ze zbiér punktéw w—granicznych kazdej trajektorii jest pusty
lub jednoelementowy.

Jak jest w wypadku zmieniajacego orientacje homeomorfizmu prostej?

Zadanie 7. Czym jest zbiér punktéw w-granicznych w wypadku obrotu
okregu?

Zadanie 8. Udowodni¢, ze f(w(z)) = w(x) dla kazdego homeomorfizmu f.

Zadanie 9. Jesli f jest homeomorfizmem i trajektoria w przéd punktu x jest
zbiorem zwartym, to punkt x jest okresowy, tzn. istnieje wtedy taka liczba

naturalna p > 1, ze fP(x) = x.

Zadanie 10. Niech F(z) = 2 + 15 sin(27z) dla € R. Definiujemy funkcje
f: R — R wzorem f(e?™) = e2"F(t) Znalezé¢ wy(2) i as(z) w zaleznodci od

punktu z € St.

Zadanie 11. Niech F(z) = 24555 sin*(1772) dla z € R. Definiujemy funkcje

fiR — R wzorem f(e¥™) = 2 Znalezé¢ wy(z) i as(z) w zaleznosci

od punktu z € S*.

Zadanie 12. Niech F(z) = 2+ 555 sin*(1772) dla z € R. Definiujemy funkcje

f: 8" — S' wzorem f(e?™) = e2™F(®, Udowodni¢, ze nie istnieje taki

homeomorfizm g: S' — St 7e f =goy.



Zadanie 13. Niech (a,) bedzie takim ciagiem nieujemnych liczb rzeczy-
wistych, ze dla dowolnych liczb naturalnych m,n zachodzi nieréwnoscé

Umin < Um + ap + 1. Udowodni¢, ze istnieje granica lim <.

Zadanie 14. Niech F': R — R bedzie takim homemorfizmem prostej, $cisle
rosnacym, ze F(z+1) = F(z) + 1 dla z € R. Dowies¢, ze dla kazdego x € R
istnieje granica lim % F™(z) i nie zalezy ona od wyboru punktu z.

Definicja. Czes¢ utamkowa granicy, o ktérej mowa w tym zadaniu nazy-
wana jest liczba obrotu przeksztalcenia f: S' — S! zdefiniowanego wzorem
f(ezmt) — e2miF(t)

Zadanie 15. Udowodnié, ze liczba obrotu homemorfizmu f: S — St jest

rowna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f ma punkt staty, tzn. istnieje taki punkt
p €St ze f(p) =p.

Zadanie 16. Udowodnié, ze liczba obrotu homemorfizmu f: St — St jest
wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy f ma punkt okresowy, tzn. istnieje taki
punkt p € S1, ze f¥(p) = p dla pewnej liczby naturalnej k — okresu punktu p.

Zadanie 17. Udowodnié, ze jesli h: ST — S! jest zachowujacym orientacje
homeomorfizmem okregu, to liczba obrotu homeomorfizmu f jest réwna licz-

bie obrotu homeomorfizmu ho f o h™t.

Zadanie 18. Udowodni¢, ze jesli liczba obrotu jest niewymierna, to rownos¢

w(z1) = w(29) zachodzi dla dowolnych z1, z, € S*.



