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Zadanie 1. Opisa¢ wszystkie homeomorfizmy okregu, f: S' — S! zachowujace orientacje,
o nastepujacej wtasnosci: istnieje takie o > 0, ze istnieja tuki o dtugosci « i jesli tuk I na

dhugosé «, to tuk f(I) ma dtugosé mniejsza badz réwna a.

Zadanie 2. Niech z,, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych o nastepujacej wtasnosci:

Tnim S T + L.

Wykazaé, ze ciag % jest zbiezny do swojego kresu dolnego (by¢ moze réwnego —oo).

Zadanie 3. Wykaza¢, ze liczbe obrotu homeomorfizmu f: S! — S! zachowujacego orientacje
mozna rownowaznie zdefiniowa¢, nie uzywajac podniesienia f, w nastepujacy sposéb. Dla kaz-
dego x € S' oznaczamy przez d(x) dtugoéé dodatnio zorientowanego tuku, ktérego poczatkiem
jest punkt z, a koncem — punkt f(x). Nastepnie okreslamy ciag
dp(z) = d(z) + d(f(2)) +...d(f" " (x)).
Wykazaé, ze
d(2) + dm(x) — 1 < dpim(x) < dp(x) + dp(z) + 1
dn ()

n

i ze, w takim razie, ciag ma granice p(z).

Wykazaé ze p(x) jest réwne liczbie obrotu f (i, w takim razie, nie zalezy od ).

Zadanie 4. Podczas referatu wykazaliSmy ze jesli f jest homeomorfizmem okregu zacho-
wujacym orientacje, o niewymiernej liczbie obrotu, to zbiér punktéw w-granicznych (czyli zbiér
punktéw skupienia trajektorii w przoéd) punktu x € S' nie zalezy od wyboru punktu z, i albo
jest (1) calym okregiem, albo (2) doskonalym, domknietym i nigdziegestym podzbiorem okregu.
Oznaczmy ten zbior Q(f).

Wykaza¢ ze w przypadku (1) homeomorfizm f jest topologicznie sprzezony z obrotem R,
o kat 2mp, gdzie p jest liczba obrotu f.

Komentarz: Homeomorfizm h sprzegajacy musi spetniac h o f*(x) = R,, o h(z). Ustalenie
wartosci h(x) wyznacza wiec h na caltej orbicie x, ktora jest gesta w S!. Pozostaje sprawdzié,
czy h, zdefiniowane na orbicie, przedtuza sie do homeomorfizmu S*.

By¢ moze wygodniej jest tu patrze¢ na podniesienie £, i skorzystac¢ z udowodnionego podczas
seminarium lematu: F™x + my > F™x 4+ my <= nip+ my > ngp + mo. Oznacza to ze
przeksztatcenie, ktére punktowi F"z + m (n,m € Z) przyporzadkowuje punkt np + m, jest
Scidle monotoniczne. Mozna je przedtuzy¢ jednoznacznie do $cisle monotonicznego i okresowego

przeksztatcenia R — R, ktore...

Zadanie 5. Ciag dalszy. Wykazaé ze w przypadku (2) ta sama konstrukcja prowadzi do prze-
ksztalcenia h: S' — S', ciaglego, i spelniajacego h o f™(x) = Ry, o h(z). Ale tym razem h nie

jest homeomorfizmem.
Zadanie 6. Dowies¢, ze jesli orbita punktu jest zwarta, to jest skonczona.

Zadanie 7. f: R — R bedzie takim przeksztalceniem klasy C*, ze f(0) = 0, f'(0) = —1.

Dowiesé, ze najmniejsza taka liczba naturalna n > 1, ze (f o f)™ # 0 jest nieparzysta.



