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Pierwsza seria

Zadanie 1. Przeksztaltcenie h: [0, 1] — [0, 1] jest homeomorfizmem. Czy wynika stad, ze jesli
jednowymiarowa miara Lebesgue’a zbioru A C [0, 1] jest zerem, to rowniez miara Lebesgue’a

zbioru h(A) jest zerem?

Zadanie 2. Niech f: R — R bedzie okreslone wzorem f(z) = x + % sin z, a przeksztaltcenie
g: R — R — wzorem g(z) = = + %cos x. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki homeomorfizm
h: R ™% R, ze h(f(x)) = g(h(x)) dla kazdego = € R.

Zadanie 3. Niech f: R — R bedzie okreglone wzorem f(r) = x + 23, a przeksztalcenie

1+x2°

h: R ™% R, ze h(f(x)) = g(h(x)) dla kazdego x € R.

g: R — R — wzorem g(x) = x + Rozstrzygnaé, czy istnieje taki homeomorfizm

Zadanie 4. Niech f: R — R bedzie okre$lone wzorem f(z) = —x — 23, a przeksztalcenie
g: R — R — wzorem g(z) = —x + x3. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki homeomorfizm
h: R 2% R, ze h(f(x)) = g(h(x)) dla kazdego x € R.

Zadanie 5. Niech f: R — R bedzie okreslone wzorem f(x) =z + % sin z, a przeksztatcenie

2

g: R — R — wzorem g(x) = = + %cos x. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki homeomorfizm

h:R 2% R, ze h(f(z)) = g(h(z)) dla kazdego x € R.

Zadanie 6. Niech f: R?> — R? bedzie okreslone wzorem f(z,y) = (%:H—y, %y), a przeksztal-
cenie g: R — R — wzorem g(z,y) = (32, 3y). Rozstrzygnad, czy istnieje taki homeomorfizm
h: R? ™% R? 7e h(f(x,y)) = g(h(z,y)) dla kazdego (r,y) € R2.

Zadanie 7. Niech f: R* — R? bedzie okreslone wzorem f(z,y) = (3z +y, —3y), a prze-
ksztalcenie g: R — R — wzorem g(z,y) = (3, 3y). Rozstrzygnad, czy istnicje taki homeo-
morfizm h: R? ™% R?, ze h(f(z,y)) = g(h(x,y)) dla kazdego (z,y) € R2.

Zadanie 8. Ktore pary ponizszych przeksztatcen R — R sa topologicznie sprzezone?

a. f(z) =x/2, b. f(x) = 2z, c. f(x) = —2x,
d. f(x) = bz, e. f(z) =2

Zadanie 9. Wypisac wzorem sprzezenie topologiczne h: R — R pomiedzy przeksztatceniem

f(x) = az® — 1 oraz przeksztalceniem g(z) = 2 — ¢ (dla pewnego c zaleznego od a).



Zadanie 10. Rozwazmy homeomorfizmy f, g: [0; 1] — [0; 1] takie ze f(0) = ¢g(0) =0, f(1) =
g(1) = 1,1 f, g nie maja innych punktéw statych. Wykazaé ze f i g sa topologicznie sprzezone.
Wskazéwka: mozna zalozyc (dlaczego?) ze f(z) > z,g(x) > x dla = € (0,1). Wybierzmy
punkt xy € (0,1) i odcinki Iy = [z, f(20)], Iy = [0, 9(z0)]. Przeksztatémy Iy na I, jakims
rosnacym homeomorfizmem h. Jak rozszerzy¢ h na caly odcinek [0, 1], aby otrzymaé zadane

sprzezenie?

Zadanie 11. Rozpatrzmy rodzine przeksztalcen kwadratowych f,: [0,1] — [0,1] (a € (0,4):

fa(x) = ax(1l — x).

Wykazaé ze dla dowolnych aq, ay € (1,2) przeksztatcenia f,, oraz f,, sa topologicznie sprzezone.
Wykazac¢ ze przeksztalcenia f3 i f; nie sa topologicznie sprzezone.

Rozstrzygnad, czy przeksztatcenia fo i f3 sa topologicznie sprzezone.

Zadanie 12. Pokaza¢, ze jeéli f: R — R jest ciagte i kazdy punkt jest okresowy, to f2 jest
identycznoscia.
Zadanie 13. Pokaza¢, ze jesli f: R — R jest klasy C! i prawie kazdy punkt (wzgledem miary

Lebesgue’a) jest okresowy, to f2 jest identycznoscia.

Zadanie 14. Rozpatrzmy przeksztatcenie ktérego wykres jest hamiotem”: F': [0,1] — [0, 1],
2 dla x € (0, %]
F(x) = 2
2—-2r dla ze€[3,1]

Wykazaé, ze punkt x jest preokresowy wtedy i tylko wtedy gdy x € Q.
Wykazaé¢, ze x jest okresowy wtedy i tylko wtedy gdy x jest postaci %, gdzie k jest liczba

naturalna, a p jest liczba naturalna nieparzysta.

Zadanie 15. Podaé¢ przyklad dwoch takich przeksztalcenn f, g, pze f? jest sprzezone z ¢2, a

f nie jest sprzezone z g.

Zadanie 16. Ktoére z ponizszych przeksztatcen R — R sa topologicznie sprzezone?

W ktoérych przypadkach sprzezenie jest holderowskie, a w ktorych rézniczkowalne?

a. f(z) =x/2, b. f(x)
d. f(z) = bz, e. f(x)

2z, c. f(z) = —2x,

3,

Zadanie 17. Wypisa¢ wzorem sprzezenie topologiczne przeksztalcen f(z) = az? — 1 oraz
g(z) =2 —c.

Zadanie 18. Ktore z ponizszych przeksztatcen sa topologicznie sprzezone w pewnym otocze-

niu 07 Ktore sprzezenia sa holderowskie, a w ktére rézniczkowalne?

a. f(z) = tg(z), b. f(z) =V2u, c. f(x) = sin(z),
d. f(x) = =2z, e. f(x) = mx.



Zadanie 19. Rozwazmy takie homeomorfizmy f,g: [0;1] — [0;1], ze f(0) = ¢(0) = 0,

f(1) =g(1) =1 oraz f(z) # 2z # g(x), gdy 0 <z < 1.
Wykazaé, ze f i g sa topologicznie sprzezone.

Zadanie 20. Rozpatrzmy rodzing przeksztaltcen kwadratowych f,: [0,1] — [0,1] (a € (0,4):

falx) =az(l —x).

Wykazaé, ze dla dowolnych aq,ay € (1,2) przeksztalcenia F,, oraz f,, sa topologicznie
Sprzezone.

Wykazaé, ze przeksztatcenia f3 1 f; nie sa topologicznie sprzezone.

Zadanie 21. Niech f, g beda takimi przeksztalceniami klasy C! okreslonymi w otoczeniu 0
w R, ze f(0) =¢(0)=0,0< f'(0) <1,0<4'(0) <1.

Wykazaé, ze f i g sa sprzezone topologicznie w pewnym otoczeniu 0.

Ponadto wykazac, ze mozna zbudowaé sprzezenie bilipschitzowskie wtedy i tylko wtedy gdy

f'(0) = ¢'(0).

Zadanie 22. Niech 0 < ¢ < 1. Rozwazmy przeksztatcenie f, okredlone jako f.(z) = £ dla
z€0,difoz) =2 — L dlaxe[c1].
Pokazaé, ze wszystkie przeksztatcenia f. sa topologicznie sprzezone.

Czy istnieje sprzezenie gladkie? Lipschitzowskie? Holderowskie?



