
Szybkość zbieżności

Niech f(x) = x = axk + o(xk), a > 0, k > 1 , k ∈ N. Dla dostatecznie małych
x > 0 mamy 0 < f(x) < x. Niech x0 oznacza dostatecznie małą liczbę dodatnią i niech

xn+1 = f(xn). Z poprzedniego zdania wynika, że ciąg an jest ściśle malejący, ma do-

datnie wyrazy, więc ma granicę g ∈ [0, x0). Oczywiście g = f(g), więc g = 0. Szukamy

takiego wykładnika α > 0, że lim
n→∞

nαxn ∈ (0,∞). Jest to równoważne stwierdzeniu

lim
n→∞

nxβn ∈ (0,∞), gdzie β = 1
α
, co można też zapisać tak: lim

n→∞
x−βn
n
∈ (0,∞). Z twier-

dzenia Stolza wynika, że jeśli istnieje lim
n→∞

x−βn+1−x
−β
n

n+1−n , to istnieje też granica lim
n→∞

x−βn
n

i obie te granice są równe. Wystarczy więc znaleźć taką liczbę β > 0, że

lim
n→∞

(
x−βn+1 − x−βn

)
∈ (0,∞).

Mamy

x−βn+1 − x−βn = x−βn+1 · x−βn
(
xβn − x

β
n+1

)
= f(xn)

−β · x−βn
(
xβn − f(xn)

β
)

=

= (xn − axkn + o(xkn))
−β · x−βn

(
xβn − (xn − axkn + o(xkn))

β
)

=

= (1− axk−1
n + o(xk−1

n ))−β · x−βn
(
1− (1− axk−1

n + o(xk−1
n ))β

)
=

= (1− axk−1
n + o(xk−1

n ))−β · x−βn
(
βaxk−1

n + o(xk−1
n )

)
=

= (1− axk−1
n + o(xk−1

n ))−β · x−β+k−1
n (βa+ o(1)).

Wynika stąd, że interesująca nas granica jest równa 0 dla β < k − 1, +∞ — dla
β > k − 1 a dla β = k − 1 jest równa (k − 1)a.

Stąd wynika, że poszukiwaną liczbą α jest 1
k−1
oraz

lim
n→∞

xn
k−1
√
n = k−1

√
a(k − 1) .
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