
Kilka zadań z AMII
Tekst poprawiony 14 sierpnia po skrytykowaniu poprzedniej wersji przez dwie rozsądne panie.

Oby takich było więcej . . . — i nie tylko pań.

Zadanie 1.1 Wykazać, że jednorodna kula przycia֒ga punktowa֒ mase֒ m z taka֒ sama֒

siła֒ z jaka֒ przycia֒ga ja֒ punkt materialny umieszczony w środku kuli, w którym sku-

piona jest masa równa masie kuli.

Rozwi ֒azanie

Załóżmy, że ge֒stość masy kuli jest równa 1, czyli że masa dowolnej jej cze֒ści równa

jest jej obje֒tości (trójwymiarowej mierze Lebesgue’a). Można przyja֒ć, że środkiem kuli

jest punkt 0 = (0, 0, 0) oraz że masa m znajduje sie֒ w punkcie (a, 0, 0), gdzie a > r,

a r > 0 oznacza promień kuli. Siła przycia֒gania równa jest w tej sytuacji

G ·
∫

x2+y2+z2≤r2

a − x

((a − x)2 + y2 + z2)3/2
dℓ3 ,

gdzie G oznacza stała֒ grawitacyjna֒: masa m przycia֒ga mase֒ M z siła֒ G · m·M
d2 , gdzie d

jest odległościa֒ masy m od masy M . Scałkujemy korzystaja֒c z twierdzenia Fubiniego

i twierdzenia o zamianie zmiennych. Niech ̺ ∈
(

0,
√

r2 − x2
)

, θ ∈ (−π, π), y = ̺ cos θ,

z = ̺ sin θ. Mamy wtedy
∫

x2+y2+z2≤r2
a−x

((a−x)2+y2+z2)3/2 dℓ3 =
∫ r

−r
dx

∫

√
r2−x2

0

∫ π

−π
(a−x)̺d̺dθ

((a−x)2+̺2)3/2 =

= 2π
∫ r

−r
dx

∫

√
r2−x2

0
(a − x)̺

(

(a − x)2 + ̺2
)−3/2

d̺ =

= −2π
∫ r

−r
(a − x)

(

(a − x)2 + r2 − x2
)−1/2

dx + 2π
∫ r

−r
(a − x)

(

(a − x)2 + 02
)−1/2

dx =

= −2π
∫ r

−r
(a − x)

(

a2 + r2 − 2ax
)−1/2

dx + 2π
∫ r

−r
dx

przez
======
cze֒ści

= 2π
a

(a − x)(a2 + r2 − 2ax)1/2
∣

∣

r

−r
+ 2π

a

∫ r

−r
(a2 + r2 − 2ax)1/2 + 4πr =

= 2π
a

(

(a − r)2 − (a + r)2
)

− 2π
3a2 (a

2 + r2 − 2ax)3/2
∣

∣

r

−r
+ 4πr =

= −8πr − 2π
3a2

(

(a − r)3 − (a + r)3
)

+ 4πr = −4πr − 2π
3a2

(

− 6a2r − 2r3
)

=

= 4πr3

3a2 = 4πr3

3
· 1

a2 .

Otrzymaliśmy dokładnie taki wynik, jakiego oczekiwać należało zgodnie z teza֒ dowo-

dzonego twierdzenia.

Zadanie 1.2 Definiujemy zbiór

A =
{

(x, y, z) : z > 0, |x|
√

6+y
√

2+z 6 2
√

2, 2y
√

2−z > −2
√

2, 2y+
√

2z 6 1
}

.

Znaleźć środek cie֒żkości zbioru A (wzgle֒dem miary Lebesgue’a ).

Rozwi ֒azanie

Poziomice funkcji postaci ax + by + cz + d sa֒ płaszczyznami, jeśli spełniona jest nie-

równość [a, b, c] 6= [0, 0, 0]. Nierówność postaci ax + by + cz + d 6 0 opisuje wie֒c pół-

przestrzeń, jedna֒ z dwu wyznaczonych przez płaszczyzne֒ ax+ by + cz +d = 0, gradient

wskazuje która֒: w wypadku tej nierówności jest półprzestrzeń, do której styczny jest

wektor −[a, b, c]. Wobec zbiór A jest cze֒ścia֒ wspólna֒ pie֒ciu półprzestrzeni. Jest wie֒c

zbiorem wypukłym, jeśli jest ograniczony, to jest wielościanem, który ma pie֒ć ścian.

Punkt 0 = (0, 0, 0) jest jego elementem, o czym przekonać sie֒ można podstawiaja֒c

x = y = z = 0 do wszystkich pie֒ciu nierówności. Zajmiemy sie֒ najpierw zbiorem
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A4 =
{

(x, y, z) : z > 0, |x|
√

6 + y
√

2 + z 6 2
√

2, 2y
√

2− z > −2
√

2
}

. Rozwia֒żemy

teraz cztery układy równań:














z = 0,

x
√

6 + y
√

2 + z = 2
√

2,

−x
√

6 + y
√

2 + z = 2
√

2,















z = 0,

x
√

6 + y
√

2 + z = 2
√

2,

2y
√

2 − z = −2
√

2,














z = 0,

−x
√

6 + y
√

2 + z = 2
√

2,

2y
√

2 − z = −2
√

2,















x
√

6 + y
√

2 + z = 2
√

2,

−x
√

6 + y
√

2 + z = 2
√

2,

2y
√

2 − z = −2
√

2.

Rozwia֒zaniami kolejnych układów równań sa֒ punkty :

B = (0, 2, 0), D = (
√

3,−1, 0), C = (−
√

3,−1, 0), E = (0, 0, 2
√

2 ).

Odległość każdych dwóch z nich jest równa 2
√

3, wie֒c sa֒ to wierzchołki czworościanu

foremnego o krawe֒dzi 2
√

3. Ponieważ każdy z tych punktów jest elementem zbioru

A4, wie֒c A4 jest czworościanem foremnym o wierzchołkach B, C, D, E. Widać natych-

miast, że B, E /∈ A oraz C, D ∈ A. Nietrudno sprawdzić, że punkty N = 1
2
(B + C) =

=1
2

(
√

3, 1, 0
)

i M = 1
2
(B +D) = 1

2

(

−
√

3, 1, 0
)

oraz K = 1
2
(E +C) = 1

2

(
√

3,−1, 2
√

2
)

i L = 1
2
(E + D) = =1

2

(

−
√

3,−1, 2
√

2
)

leża֒ na płaszczyźnie o równaniu 2y +
√

2z = 1.

B

C D

E

K L

M
N

O = (0, 0, 0)

Wobec tego A to pie֒ciościan o wierzchołkach K, L, M , N , C, D. Można zauważyć,

że jest on suma֒ dwóch ostrosłupów: trójka֒tnego o wierzchołkach C, D, N , K i czwo-

roka֒tnego o wierzchołkach K, L, M , N , D. Pie֒ciościany KLMNCD i KLMNBE sa֒

przystaja֒ce, bo sa֒ symetryczne wzgle֒dem prostej MK.

Niech 2V oznacza obje֒tość czworościanu BCDE. Wtedy obje֒tość A jest równa V ,

bo to połowa obje֒tości czworościanu BCDE. Natomiast obje֒tość ostrosłupa trójka֒tnego

CDNK to ćwierć obje֒tości czworościanu BCDE, bo pole jego podstawy, czyli trójka֒ta

CDN to połowa pola trójka֒ta BCD a wysokość z wierzchołka K to połowa wysokości

czworościanu BCDE. Z tego wynika, że ta obje֒tość równa jest V
2
i jest równa obje֒tości
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ostrosłupa czworoka֒tnego KLMND, bo ta ostatnia to V − V
2

= V
2
.

Wynika z tych rozważań, że środkiem cie֒żkości pie֒ciościanu KLMNCD jest środek

odcinka, którego końcami sa֒ środki cie֒żkości ostrosłupów CDNK i KLMNDC.

W przestrzeni R3 środkiem cie֒żkości stożka o wierzchołku W i podstawie P , która

jest ograniczonym zbiorem miary dodatniej zawartym w płaszczyźnie z = 0, jest punkt

X = 3
4
S + 1

4
W , gdzie S oznacza środek cie֒żkości podstawy P . W wypadku ostrosłupa

trójka֒tnego jest to punkt 3
4
· 1

3
(C + D + N) + 1

4
K = 1

4
(C + D + N + K) = 1

4

(

C + D +

+1
2
(B+C)+ 1

2
(C +E)

)

= 1
8
B+ 1

2
C+ 1

4
D+ 1

8
E, a w wypadku ostrosłupa czworoka֒tnego

(którego podstawa֒ jest równoległobok, a nawet kwadrat) punkt
3
4
· 1

2
(K + M) + 1

4
D = 3

16
(E + C + D + B) + 1

4
D = 3

16
B + 3

16
C + 7

16
D + 3

16
E,

wie֒c środkiem cie֒żkości pie֒ciościanu o obje֒tości V jest punkt
1
2
(1

8
B + 1

2
C + 1

4
D + 1

8
E + 3

16
B + 3

16
C + 7

16
D + 3

16
E) =

= 1
32

(5B + 11C + 11D + 5E) = (0,−3
8
, 5

16

√
2).

Zadanie 1.3 Niech SO(3) oznacza specjalna grupe֒ ortogonalna֒ rze֒du 3, tj. zbiór zło-

żony z takich macierzy kwadratowych A o 3 wierszach, że AT A = I i det A = 1}.
SO(3) =: M jest trójwymiarowa֒ rozmaitościa֒ zwarta֒ w R

9. Przekształcenie x 7→ Ax

przestrzeni R
3 na siebie jest obrotem o ka֒t θ(A) wokół pewnej prostej ℓ(A) prze-

chodza֒cej przez 0 = (0, 0, 0). Obliczyć wartość średnia֒ funkcji θ, czyli wielkość

1

ℓM

∫

M

θ(A)dℓM ,

gdzie ℓM oznacza miare֒ Riemanna–Lebesgue’a na rozmaitości M = SO(3).

Rozwi ֒azanie

Ponieważ kolumny macierzy A ∈ SO(3) maja֒ długość 1 i sa֒ wzajemnie prostopadłe,

wie֒c przekształcenie liniowe określone za pomoca֒ macierzy A jest izometria֒, a ponie-

waż wyznacznik tej macierzy jest równy 1, wie֒c ta izometria zachowuje orientacje֒.

Wielomian charakterystyczny macierzy A jest stopnia trzeciego, wie֒c ma rzeczywisty

pierwiastek, którego wartość bezwzgle֒dna jest równa jeden (bo to wartość własna izo-

metrii!). Jeśli ta֒ wartościa֒ własna֒ jest −1, to wtedy iloczyn pozostałych dwu wartości

własnych też jest równy −1, wie֒c musza֒ one być rzeczywiste (nierzeczywiste byłyby

sprze֒żone i ich iloczynem byłaby liczba 1). Wobec tego trzecia֒ wartościa֒ własna֒ jest

liczba 1. Wykazaliśmy, że 1 jest wartościa֒ własna֒ macierzy A ∈ SO(3). Pozostałe dwie

wartości własne moga֒ być rzeczywiste i wtedy obie sa֒ równe 1 albo obie sa֒ równe −1 lub

nierzeczywiste i wtedy sa֒ liczbami zespolonymi, sprze֒żonymi o wartości bezwzgle֒dnej 1.

Oczywiście oba rzeczywiste przypadki podpadaja֒ pod ten schemat: ±1 = ±1. Udowod-

niliśmy, że izometria ma prosta֒ złożona֒ z punktów stałych i zachowuje orientacje֒. Jeśli

nie jest identycznościa֒, to w każdej płaszczyźnie prostopadłej do prostej własnej od-

powiadaja֒cej wartości własnej 1 ma dokładnie jeden punkt stały, wie֒c jest obrotem

wokół niego, zatem jest obrotem wokół prostej własnej odpowiadaja֒cej jedynce. Do-

dajmy jeszcze, że M = SO(3) jest rozmaitościa֒, co wynika z liniowej niezależności

gradientów naste֒puja֒cych sześciu funkcji (określonych na R
9):

a2
11 + a2

21 + a2
31 − 1, a2

12 + a2
22 + a2

32 − 1, a2
13 + a2

23 + a2
33 − 1,
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a11a12 + a21a22 + a31a32, a11a13 + a21a23 + a31a33, a12a13 + a22a23 + a32a33

— ta liniowa niezależność jest natychmiastowa֒ konsekwencja֒ liniowej niezależności ko-

lumn macierzy (aij) ∈ SO(3) = M ..

Znajdziemy macierz obrotu o ka֒t θ wokół prostej wyznaczonej przez wektor v =

[a, b, c], przy czym zakładać możemy, że a2 + b2 + c2 = 1, wie֒c że wektor v ma długość

1 — chodzi o konkretne wzory, które pozwola֒ obliczyć miare֒ M . Bez straty ogólności

możemy również założyć, że c > 0, bo możemy zasta֒pić wektor v wektorem −v — oś

obrotu nie zmieni sie֒. Przypomnijmy, że macierza֒ obrotu o ka֒t θ wokół punktu (0, 0)

na płaszczyźnie jest

(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

, wie֒c w obrocie o ka֒t θ wektor e1 przechodzi

na wektor cos θ · e1 + sin θ · e2.

Niech w = [x, y, z] be֒dzie dowolnym wektorem. Możemy napisać:

w = (w · v)v + (w − (w · v)v),

wie֒c przedstawiliśmy wektor w w postaci sumy wektora równoległego do v i wektora

prostopadłego do v. W obrocie o ka֒t prosty wokół v składowa równoległa do v nie

zmienia sie֒ natomiast składowa prostopadła do v, czyli w − (w · v)v, przechodzi na

wektor prostopadły do v i również prostopadły do w − (w · v)v. Takimi wektorami

sa֒ ±v × (w − (w · v)v) = ±v × w. W dalszym cia֒gu be֒dziemy rozważać obrót prze-

kształcaja֒cy wektor w − (w · v)v na wektor v × w (wybór znaku decyduje o tym,

w która֒ strone֒ obracamy). W wyniku obrotu o ka֒t θ wektor w przechodzi na wektor

(w ·v)v+cos θ(w−(w ·v)v)+sin θ(v×w) = (1−cos θ)(w ·v)v+cos θ w+sin θ(v×w).

Wprowadzimy oznaczenie A ⊙ B =
∑

ij aij · bij =
∑k

i=1(
∑m

j=1 aij · bij), gdzie

A, B oznaczaja֒ macierze tego samego wymiaru k × m, u nas be֒da֒ to macierze wy-

miaru 3 × 3. Jest to oczywiście ich standardowy iloczyn skalarny, gdy traktujemy je

jako elementy przestrzeni Rmk, w naszym wypadku R
9. Zauważmy, że jeśli A, B sa֒ ma-

cierzami kwadratowymi tego samego wymiaru i A = AT (A jest macierza֒ symetryczna֒)

oraz B = −BT (B jest macierza֒ antysymetryczna֒) to A ⊙ B = 0 = B ⊙ A.

Dla takiego (a, b, θ), że a2 + b2 < 1 i −π < θ < π definiujemy

f(a, b, θ) = (1− cos θ)





a2 ab ac

ab b2 bc

ac bc c2



 +cos θ





1 0 0

0 1 0

0 0 1



+sin θ





0 −c b

c 0 −a

−b a 0



.

Nie rozpatruja֒c a2 + b2 = 1 oraz θ = ±π pomijamy podzbiór SO(3) = M , którego

dwuwymiarowa miara Lebesgue’a–Riemanna jest zerem, wie֒c nieistotny z punktu wi-

dzenia tego zadania. Jak łatwo można stwierdzić zachodzi równość

f(a, b, θ) ·





x

y

z



 = (1 − cos θ)(w · v)v + cos θ w + sin θ (v × w),

gdzie v i w maja֒ takie znaczenie jak poprzednio przy c =
√

1 − a2 − b2. Zachodza֒

oczywiste równości ∂c
∂a

= −a
c
oraz ∂c

∂b
= − b

c
. Korzystaja֒cv z nich otrzymujemy

∂f
∂a

(a, b, θ) = (1 − cos θ)







2a b c − a2

c

b 0 −ab
c

c − a2

c
−ab

c
−2a






+ sin θ





0 a
c

0

−a
c

0 −1

0 1 0



,
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∂f
∂b

(a, b, θ) = (1 − cos θ)







0 a −ab
c

a 2b c − b2

c

−ab
c

c − b2

c
−2b






+ sin θ





0 b
c

1

− b
c

0 0

−1 0 0



 i wreszcie

∂f
∂θ

(a, b, θ) = sin θ





a2 − 1 ab ac

ab b2 − 1 bc

ac bc c2 − 1



 − cos θ





0 −c b

c 0 −a

−b a 0



.

Widzimy, że każda z tych trzech pochodnych cza֒stkowych funkcji f jest suma֒ macierzy

symetrycznej i antysymetrycznej (wie֒c wektorów prostopadłych w R
9). Mamy zatem

∥

∥

∂f
∂a

∥

∥

2
= ∂f

∂a
⊙ ∂f

∂a
= (1 − cos θ)2

(

8a2 + 2b2 + 2(c − a2

c
)2 + 2a2b2

c2

)

+ sin2 θ
(

2a2

c2
+ 2

)

=

= (1 − cos θ)2
(

2 + 2a2 + 2a4+a2b2

c2

)

+ 2 sin2 θ 1−b2

c2
= 21−b2

c2

(

(1 − cos θ)2 + sin2 θ
)

=

= 4 (1−b2)(1−cos θ)
c2

— korzystaliśmy z równości a2 + b2 + c2 = 1. Analogicznie
∥

∥

∂f
∂b

∥

∥

2
= ∂f

∂b
⊙ ∂f

∂b
= 4 (1−a2)(1−cos θ)

c2
oraz

∥

∥

∂f
∂θ

∥

∥

2
= ∂f

∂θ
⊙ ∂f

∂θ
= sin2 θ

(

(a2 − 1)2 + (b2 − 1)2 + (c2 − 1)2 + 2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2
)

+

+ cos2 θ(2a2 +2b2 +2c2) = sin2 θ(a4 + b4 + c4 +2a2b2 +2a2c2 +2b2c2−2+3)+2 cos2 θ =

=2 sin2 θ + 2 cos2 θ = 2 — znów skorzystaliśmy z równości a2 + b2 + c2 = 1.

Mamy też ∂f
∂a

⊙ ∂f
∂b

= (1 − cos θ)2(2ab − 2ab + 2a3b
c2

− 2ab + 2ab3

c2
+ 4ab) + 2ab

c2
sin2 θ =

= 2ab
c2

(

(1 − cos θ)2 + sin2 θ
)

= 4ab(1−cos θ)
c2

. I dalej
∂f
∂a

⊙ ∂f
∂θ

= sin θ(1 − cos θ)
(

2a(a2 − 1) − 2a(c2 − 1) + 2ab2 + 2ac2 − 2a3 − 2ab2
)

−
− sin θ cos θ(−2a+2a) = 0 i analogicznie ∂f

∂b
⊙ ∂f

∂θ
= 0. Sta֒d wynika, że macierz Grama

wektorów ∂f
∂a

, ∂f
∂b

, ∂f
∂θ
wygla֒da tak:







4(1−b2)(1−cos θ)
c2

4ab(1−cos θ)
c2

0
4ab(1−cos θ)

c2
4(1−a2)(1−cos θ)

c2
0

0 0 2






,

wie֒c pierwiastek z jej wyznacznika równy jest

4
√

2(1−cos θ)
c2

√
1 − a2 − b2 = 4

√
2(1−cos θ)

c
= 4

√
2 1−cos θ√

1−a2−b2
.

Wynika sta֒d, że miara֒ M jest liczba
∫

a2+b2<1,|θ|<π
dℓ3 = 4

√
2
∫

a2+b2<1

(

∫ π

−π
1−cos θ√
1−a2−b2

dθ
)

dℓ2 = 8π
√

2
∫

a2+b2<1
1√

1−a2−b2
dℓ2 =

= 8π
√

2
∫ 1

0

(

∫ π

ϕ=−π
r√

1−r2
dϕ

)

dr = 16π2
√

2
∫ 1

0
r√

1−r2
dr = 16π2

√
2.

Całka z ka֒ta, a raczej z jego wartości bezwzgle֒dnej , to
∫

a2+b2<1,|θ|<π
|θ|dℓ3 = 4

√
2
∫

a2+b2<1

(

∫ π

−π
|θ|(1−cos θ)√

1−a2−b2
dθ

)

dℓ2 =

= 8
√

2
∫

a2+b2<1

(

∫ π

0
θ(1−cos θ)√

1−a2−b2
dθ

)

dℓ2 = 8
√

2 ·
∫

a2+b2<1
1√

1−a2−b2
dℓ2 ·

∫ π

0
θ(1 − cos θ)dθ =

= 8
√

2 · 2π ·
(

θ2

2
− θ sin θ − cos θ

)∣

∣

π

0
= 8

√
2 · 2π ·

(

π2

2
+ 2

)

= 8π
√

2(π2 + 4).

Sta֒d wynika, że poszukiwana średnia wartość ka֒ta (nieujemnego) równa jest

8π
√

2(π2 + 4)

16π2
√

2
=

π2 + 4

2π
=

π

2
+

2

π
.

W stopniach to π2+4
2π2 · 180◦ ≈ 90◦ + 36,48◦ = 126,48◦.

Oczywiście wynik zależy od tego jak umieszczona została przestrzeń SO(3) w

przestrzeni R
9. Jednak umieściliśmy ja֒ w sposób naturalny. Można sprawdzić (może
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warto?), że jeśli A ∈ SO(3) i X ⊆ SO(3) oraz X jest zbiorem mierzalnym, to miary

zbiorów X oraz AX = {AB : B ∈ X} sa֒ równe. Oznacza to, że miara Lebesgue’a
– Riemanna jest w tym wypadku zwia֒zana z algebraiczna֒ struktura֒ zbioru (grupy)

SO(3).

Zadanie 1.4 Niech n ∈ N i niech B be֒dzie kula֒ o środku 0 i promieniu 1 w przestrzeni

R
n. Załóżmy, że f : B −→ R jest taka֒ funkcja֒ klasy C2, że

∫

B

∫

B

|f(x) − f(y)|
‖x− y‖n+1

dxdy < ∞ .

Udowodnić, że funkcja f jest stała.

Udowodnić, że
∫

B

∫

B

|ϕ(x) − ϕ(y)|
‖x− y‖n

dxdy < ∞

dla każdej funkcji ϕ : R
n −→ R, ϕ ∈ C2(Rn, R).

Rozwi ֒azanie

Zaczniemy od drugiej cze֒ści. Ponieważ funkcja ϕ jest klasy C1m wie֒c funkcja określona

na R
2n
wzorami r(x,y) = ϕ(x)−ϕ(y)−Dϕ(y)(x−y)

‖x−y‖ dla x 6= y oraz r(x,x) = 0 jest cia֒gła

na R
2n. Wynika to natychmiast z cia֒głości Dϕ i z twierdzenia o wartości średniej:

|ϕ(x) − ϕ(y) − Dϕ(y)(x− y)| 6 ‖x− y‖ · sup0<t<1 ‖Dϕ(tx+ (1 − t)y) − Dϕ(y)‖.1
Ponieważ funkcja r jest cia֒gła֒, wie֒c jest ograniczona na każdym zbiorze zwartym.

Istnieje wie֒c taka liczba C > 0, że |r(x,y)| 6 C dla dowolnych x,y ∈ B oraz

‖Dϕ(y)‖ 6 C dla każdego y ∈ B. Sta֒d wynika, że

|ϕ(x) − ϕ(y)| = |Dϕ(y)(x− y) + r(x,y)(x− y)| 6 2C‖x− y‖.
Sta֒d wynika, że |ϕ(x)−ϕ(y)|

‖x−y‖n 6
2C

‖x−y‖n−1 , a sta֒d, że
∫

B
|ϕ(x)−ϕ(y)|
‖x−y‖n dx 6 2Cℓn(B), wie֒c

∫

B

∫

B
|ϕ(x)−ϕ(y)|
‖x−y‖n dxdy 6 2Cℓn(B)2, co kończy dowód drugiej cze֒ści twierdzenia.

Zajmiemy sie֒ pierwsza֒ cze֒ścia֒. W istocie rzeczy be֒dzie to prawie to samo rozumo-

wanie. Funkcje֒ r definiujemy tak samo zaste֒puja֒c jedynie ϕ przez f . Jeśli Df(y) 6= 0,

to dla pewnego v ∈ R
n mamy Df(y)v 6= 0 i oczywiście jest tak również dla wektorów

w ≈ v, wie֒c jest tak dla otwartego zbioru wektorów w. Możemy założyć, że jest tak

dla zwartego zbioru K o niepustym wne֒trzu. Mamy wtedy dla pewnej liczby a > 0

|f(y+ tw) − f(y)| = |f(y+ tw) − f(y) − tDf(y)w + tDf(y)w| =

=
∣

∣‖tw‖r(y+ tw,y) + tDf(y)w
∣

∣ >
∣

∣tDf(y)w| − ‖tw‖ · |r(y+ tw,y)| >

>
(

a− |r(y+ tw,y)|
)

‖tw‖ dla wszystkich t ∈ [0, 1], wie֒c istnieje taka liczba δ > 0, że

jeśli 0 < t 6 δ i w ∈ K, to |f(y + tw) − f(y)| >
a
2
‖tw|. Pozwala to oszacować liczbe֒

|
∫

B
|f(x)−f(y)|
‖x−y‖n dx| z dołu przez a

2

∫

D
1

‖x−y‖n+1 , a ta ostatnia całka jest równa +∞.Przeczy
to założeniu o skończoności całki. Wynika sta֒d, że Df(y) = 0 dla każdego y ∈ B. Sta֒d

jednak wynika, że funkcja f jest stała na B.

Uwaga 1.1 W zasadzie w dowodzie drugiej części twierdzenia (czyli w pierwszej części

rozwiązania) można od razu skorzystać z twierdzenia Lagrange’a o wartości średniej

1Tu można skorzystać z założenia, że ϕ jest klasy C2 i oszacować te֒ różnice֒ dokładniej.
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i stwierdzić, że funkcja klasy C1 spełnia warunek Lipschitza z odpowiednią stałą na

kazdym zbiorze zwartym i wypukłym.

Pierwsza֒ cze֒ść twierdzenia można dowieść, zakładaja֒c jedynie mierzalność funkcji

f . Teza wtedy jest nieco słabsza: funkcja f jest stała prawie wsze֒dzie, to znaczy po

usunie֒ciu z jej dziedziny pewnego zbioru miary 0. Zreszta֒ tak to zadanie zostało zapro-

ponowane, ale po rozmowach z niektórymi osobami prowadza֒cymi ćwiczenia zostało

uproszczone (sens nie zmienił sie֒, natomiast dowód uprościł sie֒).
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