Kilka zadan z AMII

Tekst poprawiony 14 sierpnia po skrytykowaniu poprzedniej wersji przez dwie rozsgdne panie.

Oby takich bylo wiecej ... — i nie tylko pan.

Zadanie 1.1 Wykazaé, ze jednorodna kula przyciaga punktowa mase m z taka sama
sita z jaka przyciaga ja punkt materialny umieszczony w $rodku kuli, w ktérym sku-
piona jest masa rowna masie kuli.

Rozwigzanie

Zalozmy, ze gestosé masy kuli jest rowna 1, czyli ze masa dowolnej jej czesci rowna
jest jej objetosci (tréjwymiarowej mierze Lebesgue’a). Mozna przyjaé, ze srodkiem kuli
jest punkt 0 = (0,0,0) oraz ze masa m znajduje sie w punkcie (a,0,0), gdzie a > r,
a r > 0 oznacza promien kuli. Sita przyciagania rowna jest w tej sytuacji
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gdzie G oznacza stala grawitacyjna: masa m przyciaga mase M z sita G - d2 , gdzie d
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jest odlegtoscia masy m od masy M. Scatkujemy korzystajac z twierdzenia Fubiniego
i twierdzenia o zamianie zmiennych. Niech o € (0, V2 —x? ), 0 e (—m,m),y=pcosb,
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Otrzymaliémy doktadnie taki wynik, jakiego oczekiwaé nalezato zgodnie z teza dowo-
dzonego twierdzenia.

Zadanie 1.2 Deﬁniujemy zbior

A:{(x,y,z): \x|\[+y\[+z <2V2, 2uV2—2 > —2V/2, 2y—|—\/§z<1}.
Zmalez¢ srodek aezkosm zbioru A (wzgledem miary Lebesgue’a ).

Rozwigzanie

Poziomice funkcji postaci ax + by + cz + d sa plaszczyznami, jesli spetniona jest nie-
réwnosé [a, b, c| # [0,0,0]. Nieréwnos$é postaci az + by + cz + d < 0 opisuje wiec pol-
przestrzen, jedna z dwu wyznaczonych przez ptaszczyzne ax + by +cz+d = 0, gradient
wskazuje ktora: w wypadku tej nieréwnosci jest potprzestrzen, do ktorej styczny jest
wektor —[a, b, c]. Wobec zbiér A jest czeScia wspdlng pieciu pdlprzestrzeni. Jest wiec
zbiorem wypuklym, jesli jest ograniczony, to jest wieloScianem, ktéry ma pie¢ $cian.
Punkt 0 = (0,0,0) jest jego elementem, o czym przekonaé¢ sie mozna podstawiajac
x =1y = z = 0 do wszystkich pieciu nieréwnosci. Zajmiemy sie najpierw zbiorem



Ay = {(x,y,z): z >0, |x|\/6+y\/§+z <2V2, V22> —2\/5}. Rozwiazemy
teraz cztery uktady réwnan:

(
z =0, z =0,

V6 +yv2 + 2 =22, V6 +yvV2 + 2 = 2V2,
\—x\/5+y\/§+z:2\/§, 2yV2 — 2z = —2/2,

(=0, V6 +yV2 4+ 2 =22,
—2V6 +yv2 + 2 = 2V2, —2V6 4+ yv2 + 2 = 2V/2,
2y\/§—z: —2\/5, 2y\/§—z: —2\/5.

Rozwiazaniami kolejnych uktadéw réwnan sa punkty :
B=1(0,2,0), D=(V3,-1,0), C=(-v3,-1,0), E=(0,0,2v2).

Odlegtosé¢ kazdych dwéch z nich jest réwna 2v/3, wiec sa to wierzchotki czworoscianu

foremnego o krawedzi 2v/3. Poniewaz kazdy z tych punktéw jest elementem zbioru
Ay, wiec Ay jest czworoscianem foremnym o wierzchotkach B, C, D, E. Wida¢ natych-
miast, ze B, E ¢ A oraz C, D € A. Nietrudno sprawdzi¢, ze punkty N = (B +C) =
=1(v3,1,0) i M =L4B+D)=1(-v3,1,0) oraz K = J(E+C) = 1(v3,-1,2v?2)

-2
iL= %(E +D) = :%( —/3,—1, 2\/5) leza na plaszczyznie o réwnaniu 2y + 2z = 1.

E

D

Wobec tego A to piecio$cian o wierzchotkach K, L, M, N, C, D. Mozna zauwazy¢,
ze jest on suma dwoch ostrostupow: trojkatnego o wierzchotkach C, D, N, K i czwo-
rokatnego o wierzchotkach K, L, M, N, D. Pieciosciany KLMNCD i KLMNBE sa
przystajace, bo sa symetryczne wzgledem prostej M K.

Niech 2V oznacza objetosé czworoécianu BCDE. Wtedy objetos¢ A jest réwna V,
bo to potowa objetosci czworo$cianu BC' D E. Natomiast objetos¢ ostrostupa tréjkatnego
CDNK to ¢wierc¢ objetosci czworoscianu BCDFE, bo pole jego podstawy, czyli tréjkata
CDN to potowa pola trojkata BC'D a wysoko$¢ z wierzchotka K to potowa wysokosci
czworoscianu BCDFE. 7 tego wynika, ze ta objeto$¢ réwna jest % i jest rowna objetosci



ostrostupa czworokatnego K LM N D, bo ta ostatnia to V' — % = %

Wynika z tych rozwazan, ze $rodkiem ciezkosci piecioscianu K LM NC'D jest srodek
odcinka, ktérego koncami sa $rodki ciezkosci ostrostupéw CDNK i KLMNDC.

W przestrzeni R? $rodkiem ciezkosci stozka o wierzchotku W i podstawie P, ktéra
jest ograniczonym zbiorem miary dodatniej zawartym w ptaszczyznie z = 0, jest punkt
X = %S + iW, gdzie S oznacza srodek ciezkosci podstawy P. W wypadku ostrostupa
trojkatnego jest to punkt 3+ 3(C+ D+ N)+ 1K =1(C+D+ N+ K)=1(C+ D+
+3(B+C)+3(C+E)) = tB+1iC+1D+iE, aw wypadku ostrostupa czworokatnego
(ktorego podstawa jest réwnolegtobok, a nawet kwadrat) punkt

23K+ M)+iD=3%5(E+C+D+B)+ 3D =3B+ 50+ 5D+ E,
wiec $rodkiem ciezkosci piecioscianu o objetosci V' jest punkt
1iB+3C+iD+LiE+iB+3C+ LD+ 2E) =

= L(5B+11C + 11D + 5E) = (0, -2, 2/2).

Zadanie 1.3 Niech SO(3) oznacza specjalna grupe ortogonalna rzedu 3, tj. zbior zto-
zony 7z takich macierzy kwadratowych A o 3 wierszach, ze ATA = I i detA = 1}.
SO(3) =: M jest trojwymiarowa rozmaitoscia zwarta w RY. Przeksztalcenie x — Ax
przestrzeni R3 na siebie jest obrotem o kat 6(A) wok6l pewnej prostej ((A) prze-
chodzacej przez 0 = (0,0, 0). Obliczy¢ wartos¢ srednia funkcji 0, czyli wielkosé
1

= [ oayacy,

Y,
gdzie £); oznacza miare Riemanna-Lebesgue’a na rozmaitosci M = SO(3).
Rozwigzanie
Poniewaz kolumny macierzy A € SO(3) maja dlugosé 1 i sa wzajemnie prostopadte,
wiec przeksztatcenie liniowe okreslone za pomoca macierzy A jest izometria, a ponie-
waz wyznacznik tej macierzy jest rowny 1, wiec ta izometria zachowuje orientacje.
Wielomian charakterystyczny macierzy A jest stopnia trzeciego, wiec ma rzeczywisty
pierwiastek, ktérego wartosé bezwzgledna jest réwna jeden (bo to warto$é wlasna izo-
metrii!). Jesli ta wartoscia wlasna jest —1, to wtedy iloczyn pozostatych dwu wartosci
wlasnych tez jest rowny —1, wiec musza one by¢ rzeczywiste (nierzeczywiste bytyby
sprzezone i ich iloczynem bytaby liczba 1). Wobec tego trzecia wartoscia wlasna jest
liczba 1. Wykazalidmy, ze 1 jest wartoscia wtasna macierzy A € SO(3). Pozostale dwie
wartos$ci wtasne moga by¢ rzeczywiste i wtedy obie sa réwne 1 albo obie sa réwne —1 lub
nierzeczywiste i wtedy sa liczbami zespolonymi, sprzezonymi o wartosci bezwzglednej 1.
Oczywiécie oba rzeczywiste przypadki podpadaja pod ten schemat: 1 = £1. Udowod-
niliSmy, ze izometria ma prosta ztozona z punktow statych i zachowuje orientacje. Jesli
nie jest identycznoscia, to w kazdej ptaszczyznie prostopadtej do prostej wtasnej od-
powiadajacej warto$ci wlasnej 1 ma doktadnie jeden punkt staly, wiec jest obrotem
wokoét niego, zatem jest obrotem wokot prostej wtasnej odpowiadajacej jedynce. Do-
dajmy jeszcze, ze M = SO(3) jest rozmaitoscia, co wynika z liniowej niezaleznosci
gradientéw nastepujacych szesciu funkcji (okredlonych na R?):
af, +ay +a5 — 1, dh+alh+alh— 1, alytaj;t+aj—1,



a11a12 + Q21022 + 31032,  A11Q13 + A21G23 + (31433, Q12013 + 22023 + A32033
— ta liniowa niezaleznosé jest natychmiastowa konsekwencja liniowej niezaleznosci ko-
lumn macierzy (a;;) € SO(3) = M..

Zmajdziemy macierz obrotu o kat 6 wokot prostej wyznaczonej przez wektor v =
[a,b, c], przy czym zaklada¢ mozemy, ze a® + b* + ¢* = 1, wiec ze wektor v ma dtugosé
1 — chodzi o konkretne wzory, ktére pozwola obliczy¢ miare M. Bez straty ogolnosci
mozemy rowniez zatozy¢, ze ¢ > 0, bo mozemy zastapi¢ wektor v wektorem —v — oS
obrotu nie zmieni sie. Przypomnijmy, ze macierza obrotu o kat # wokét punktu (0,0)
cosf) —sind

sin 0 cos
na wektor cosf - e; +sinf - e,.

na ptaszczyznie jest ( >, wiec w obrocie o kat 6 wektor e; przechodzi

Niech w = [z, y, z| bedzie dowolnym wektorem. Mozemy napisa¢:
w=(W-v)v+(w—(w-V)v),

wiec przedstawiliSmy wektor w w postaci sumy wektora réwnolegtego do v i wektora
prostopadtego do v. W obrocie o kat prosty wokét v sktadowa réwnolegta do v nie
zmienia sie natomiast sktadowa prostopadta do v, czyli w — (w - v)v, przechodzi na
wektor prostopadly do v i réowniez prostopadly do w — (w - v)v. Takimi wektorami
sa v X (w — (w-v)v) = £v x w. W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé obrét prze-
ksztatcajacy wektor w — (w - v)v na wektor v X w (wybdr znaku decyduje o tym,
w ktora strone obracamy). W wyniku obrotu o kat 6 wektor w przechodzi na wektor
(W-v)v+cosf(w—(w-v)v)+sinf(vxw) = (1—cos)(w-v)v+cosd w—+sin (v xw).

Wprowadzimy oznaczenie A © B = >, a;; - by = 25‘11(2?:1 a;; - biy), gdzie
A, B oznaczaja macierze tego samego wymiaru k X m, u nas beda to macierze wy-
miaru 3 x 3. Jest to oczywiscie ich standardowy iloczyn skalarny, gdy traktujemy je
jako elementy przestrzeni R™* w naszym wypadku R?. Zauwazmy, ze jesli A, B sa ma-
cierzami kwadratowymi tego samego wymiaru i A = AT (A jest macierza symetryczna)
oraz B = —BT (B jest macierza antysymetryczna) to A© B=0= B® A.

Dla takiego (a,b,0), ze a®> +b*> < 1i —7 < 6 < 7 definiujemy

a’? ab ac 1 00 0 —c b
fla,b,0) =(1—cosf) [ ab b* bc | +cos@| 0 1 0 | +sinb ¢c 0 —a
ac be 2 0 0 1 -b a 0

Nie rozpatrujac a® 4+ > = 1 oraz § = +7 pomijamy podzbiér SO(3) = M, ktérego
dwuwymiarowa miara Lebesgue’a—Riemanna jest zerem, wiec nieistotny z punktu wi-
dzenia tego zadania. Jak tatwo mozna stwierdzi¢ zachodzi réwnosé

x
fla,0,0)- | y | =1 —cosh)(w-v)v+cosfw+sinf (v xw),
z
gdzie v i w maja takie znaczenie jak poprzednio przy ¢ = V1 — a? — b?. Zachodza
oczywiste rownosci g—; = —% oraz % = —g. Korzystajacv z nich otrzymujemy
20 b c—% 0¢ 0
g—i(a,b,e):(l—cose) b 0 — o +sinf | -2 0 -1 |,
c—C a9 01 0



0 a o 021

%(a, b,6) = (1 — cosf) a 26 c— % +sinf | =2 0 0 | iwreszcie
B 9 ~10 0
a’>—1 ab ac 0 —c b
%(a, b,0) =sinf ab bV -1 be — cosf c 0 —a
ac be -1 b a 0

Widzimy, ze kazda z tych trzech pochodnych czastkowych funkcji f jest suma macierzy
symetrycznej i antysymetrycznej (wiec wektoréw prostopadtych w RY). Mamy zatem
|5 H 8 oo =(1- (:089)2(2&12 +20% 4+ 2(c — %)2 + 2“’3—52) + sin29(2g—§ +2) =
= (1—cos0)?(2+2a*+ 2%) + 2 sin? 91;—;‘2 = 21;—;‘2 ((1 = cos#)? 4 sin* ) =
4M korzystaliémy z réwnosci a? + b? + ¢ = 1. Analogicznie

H H 8f @ 8f _4(1 a2)(1 cos 0) oraz

H H = 9 — sin 0(( — 12+ (0* — 1)% + (¢ — 1)* + 2a%D* + 2a>c? + 26°¢%) +
+ 0052 0(2@ —|—2b2 +2¢%) = sin? O(a* + b* + c* + 2a2b% + 2a%c? + 2% 2 — 2 +3) +2cos? 0 =
=25in? 0 + 2cos? § = 2 — znéw skorzystalismy z réwnos’.ci a2+ +c2=1

Mamy tez g—g ©) 8f (1 cos 0)%(2ab — 2ab + 2 — 2ab + 2“1’3 + 4ab) + 2% sin* 0 =
=20((1- cos@) —|— sin®f) = M | daleJ

g—i © g—g = sinf(1 — cos)(2a(a® — 1) — 2a(c — 1) + 2ab? 4 2ac® — 2a® — 2ab®) —

—sinfcos(—2a+2a) = 0 i analogicznie % ® 8L = 0. Stad wynika, ze macierz Grama
(o df of 9
wektoréw %, 8{:, ag wyglada tak:
4(1— b2)(1 cos 6) 4ab(1—cos )

c2 c2

c? 0
4ab(1 cos 6) 4(1—a?)(1—cos 6) 0
0 0 2

wiec pierwiastek z jej wyznacznika rowny jest

4\[(1 cos@)\/i 4\[1 —cos 6) _4\/§ 1—cos @

Vi—aZ—b?
Wynika stad, ze miara M jest liczba

fa2+b2<1,|0\<7r dls = 4\/§fa2+b2<1 (f \/1—602i§d‘9> dl; = 87T\/§fa2+b2<1 mdﬁz -
1 ™ r r
=81V2 [ (fw:_w = ) dr = 167?2\/f0 =dr = 16721/2.

Catka z kata, a raczej z jego wartosci bezwzglednej , to

m |0](1—cosf
fa2+b2<1,|6\<7r |0|d£3 = 4\/§f2+b2<1 (f l\)1—2—9)d0> dé, =
=8V2 [2 o ( Jo =Y d@) dly = 8v2: [l 0y T dls - [ 0(1 — cos0)dd =
=8vV2- 21 (% —0sinf — cosh)|] =8v2 27 (5 +2) = 87V2(n? +4).

Stad wynika, ze poszukiwana Srednia warto$¢ kata (nieujemnego) réwna jest

16722 - 2r

W stopniach to T - 180° a2 90° + 36,48° = 126,48°.
Oczywiscie wynik zalezy od tego jak umieszczona zostala przestrzen SO(3) w

STV2(r?4+4) w44 B

b | 3

2
+=.
™

przestrzeni RY. Jednak umiedciliémy ja w sposéb naturalny. Mozna sprawdzi¢ (moze

5



warto?), ze jesli A € SO(3) i X C SO(3) oraz X jest zbiorem mierzalnym, to miary
zbior6w X oraz AX = {AB: B € X} sa réwne. Oznacza to, ze miara Lebesgue’a
— Riemanna jest w tym wypadku zwiazana z algebraiczna struktura zbioru (grupy)

SO(3).

Zadanie 1.4 Niech n € Niniech B bedzie kula o srodku 0 i promieniu 1 w przestrzeni
R". Zalézmy, ze f: B — R jest taka funkcja klasy C?, ze

[ IO gy <

% =yl

Udowodni¢, ze funkcja f jest stata.

// Iw(X)—w(y)\dXdy<oo
st Ix—yl"

dla kazdej funkcji ¢: R" — R, ¢ € C*(R™, R).
Rozwiqzanie
Zaczniemy od drugiej czedci. Poniewaz funkcja ¢ jest klasy C'm wiec funkcja okreélona

p(x)— ﬂyll) Dsléi( y)(x=y)
Xy
na R?". Wynika to natychmiast z ciagloéci Dy i z twierdzenia o wartosci $redniej:

o(x) = @(y) = Dop(y)(x = y) < [[x =yl - supgeyc [ Depltx + (1 = t)y) — D(y)|.!
Poniewaz funkcja r jest ciagta, wiec jest ograniczona na kazdym zbiorze zwartym.

Udowodni¢, ze

na R*" wzorami r(x,y) = dla x # y oraz r(x,x) = 0 jest ciagla

Istnieje wiec taka liczba C'° > 0, ze |r(x,y)| < C dla dowolnych x,y € B oraz
|De(y)| < C dla kazdego y € B. Stad wynika, ze

[p(x) — p(¥)| = [Dp(y)(x —y) +r(x,y)(x —y)| < 2C[x —y||.
Stad wynika, ze £X=eWl o 20 a stad, ze [ de < 2C¢,(B), wiec

[x=yll™ = lx=yll"="" lx=vl™

I5 /5 Wﬁi y‘ﬂ(ny le)—eWl 4xdy < 200, (B)?, co koticzy dowdd drugiej czesci twierdzenia.

Zajmiemy sie pierwsza czescia. W istocie rzeczy bedzie to prawie to samo rozumo-

wanie. Funkcje r definiujemy tak samo zastepujac jedynie ¢ przez f. Jesli Df(y) # 0,
to dla pewnego v € R" mamy D f(y)v # 0 i oczywiscie jest tak rowniez dla wektorow
w =~ v, wiec jest tak dla otwartego zbioru wektorow w. Mozemy zatozy¢, ze jest tak
dla zwartego zbioru K o niepustym wnetrzu. Mamy wtedy dla pewnej liczby a > 0
fly +tw) = f(y)| = If(Y+tW) fy) =tDf(y)w +tDf(y)w| =

= |ltwllr(y + tw,y) + tDf(y)w| > [tDf(y)w| = [[tw] - [r(y + tw,y)| >

> (a—|r(y+tw,y)|)|ltw]| dla wszystkich ¢ € [0, 1], wiec istnieje taka liczba § > 0, ze
jesli 0 <t <diwe K, tol|f(y+tw)— f(y)| = 5l[tw|. Pozwala to oszacowaé liczbe
| fB |f”x yf”(,f' |dx| z dotu przez § fD W, a ta ostatnia calka jest rowna +oo.Przeczy
to zatozeniu o skonczonosci calki. Wynika stad, ze Df(y) = 0 dla kazdego y € B. Stad
jednak wynika, ze funkcja f jest stata na B.

Uwaga 1.1 W zasadzie w dowodzie drugiej czesci twierdzenia (czyli w pierwszej czesci
rozwiazania) mozna od razu skorzystaé¢ z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej

!Tu mozna skorzystaé z zalozenia, ze ¢ jest klasy C? i oszacowaé te réznice dokladniej.



i stwierdzi¢, ze funkcja klasy C! spelnia warunek Lipschitza z odpowiednig stala na
kazdym zbiorze zwartym i wypuktym.

Pierwsza czesé¢ twierdzenia mozna dowiesé, zaktadajac jedynie mierzalno$¢ funkcji
f. Teza wtedy jest nieco stabsza: funkcja f jest stala prawie wszedzie, to znaczy po
usunieciu z jej dziedziny pewnego zbioru miary 0. Zreszta tak to zadanie zostalo zapro-
ponowane, ale po rozmowach z niektérymi osobami prowadzacymi ¢wiczenia zostato
uproszczone (sens nie zmienit sie, natomiast dowdd uproscil sie).



