Analiza Matematyczna II.1, kolokwium — rozwiazania
9 stycznia 2015, godz. 16:15 — 19:15

0. Poda¢ definicje zbioru miary 0.
Udowodnié¢, ze jesli A = {(x,y,2): (2?2 —y*)(2® + y* + 22 — 1) = 0}, to £3(A) = 0.
Zbiorem miary zero jest kazdy zbior, ktorego miara jest 0.
W wypadku miary Lebesque’a w przestrzeni k-wymiarowej jest to taki zbiér B C RF,
ze dla kazdej liczby e > 0 istnieja takie k—wymiarowe przedzialy P, P, ..., ze
BCPUPU... i vol(P)+vol(P)+...<e.
Zbior {(x,y,2): x—y =0} jest wykresem funkcji f;: R? — R zdefiniowanej wzorem
r = fi(y, z) =y, wiec ma miare 0.
Zbior {(z,y,2):  x+y = 0} jest wykresem funkcji fo: R? — R zdefiniowanej wzorem
x = foy, z) = —y, wiec ma miare 0.
Zbior {(z,y,2): a?+y*+22—1=0, z > 0} jest wykresem funkcji f3: B(0,1) — R
zdefiniowanej wzorem z = fy(z,y) = /1 — 22 — y2, wiec ma miare 0.
Zbior {(x,y,2): 2> +y?+22—1=0, z > 0} jest wykresem funkcji f,: B(0,1) — R
zdefiniowanej wzorem z = fy(z,y) = —m , wiec ma miare 0.
Zbior A = {(z,y,2): (2* —y*)(x® +y*>+ 2% — 1) = 0} jest wiec suma czterech zbioréw
miary, wiec jego miarg jest 0.
Uwaga. Moglismy tez bylo napisac, ze kazde z trzech réwnan: =z —y =0, x+y =0,
2?2+ 9%+ 2% —1 = 0 opisuje rozmaito$¢ (bo gradient kazdej z trzech funkcji trzech zmien-
nych jest niezerowy w kazdym punkcie badanego zbioru) wymiaru 2, wiec mniejszego
od 3 i wobec tego jest to lokalnie suma co najwyzej przeliczalnie wielu wykresu funkcji

rzeczywistych dwu zmiennych.

1. Znalez¢é odleglosé pomiedzy galtezia hiperboli H = {(z,y): zy+x+y=01i z> —1}
iprosta L ={(z,y): x+2y+1=0}
Nalezy znalez¢ najmniejsza warto$é kwadratu odlegtosci punktu (z, y) lezacego w zbiorze
H od punktu (u,v) lezacego w zbiorze L, czyli najmniejsza warto$¢ wyrazenia (funkcji
czterech zmienych) (z—u)?+ (y—v)? przy zalozeniu, ze 0 = zy+z+y = (z+1)(y+1)—1
oraz 0 =u+2v+1= (u+1)+42(v+1)—2. Gradienty funkcji (zmiennych u, v, z,y)
xy+rx+yiu+2v+1=0saréwne (0,0,y+1,z+ 1)1 (1,2,0,0). Sa one liniowo
niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy (0,0,y + 1,z + 1) jest wektorem niezerowym, wiec
gdy (z,y) # (—1,—1), ale tak jest, bo (-1 +1)(—1+1) — 1 = —1 # 0. Mozemy wiec
zastosowaé twierdzenie Lagrange’a. Zgodnie z nim, jesli funkcja (z — u)? + (y — v)? ma
najmniejsza warto$¢ w punkcie (u,v,x,y), to istnieja takie liczby A;, A2, ze spelniona
jest rownosc¢
2u—x,v—y,x —u,y —v) =A(0,0,y+ 1,2+ 1)+ X2(1,2,0,0) =

= (A2, 220, M (y + 1), Ay (2 + 1)).



Jesli Ay = 0, to x = u i y = v. To jest niemozliwe, bo wtedy zachodzityby réwnosci
O=(x+1)y+1)—-11i (z+1)+2(y+1)—2=0,wiec2=(x+1)-2(y+1) <
< (%@H))z = 1, co oczywiscie nie jest mozliwe. Wobec tego A\; # 0. Analogicznie
Ao # 0. Wobec tego v —y = 2(u — x) idalej =+ 1 = 2(y + 1). Stad wynika, ze
0=2(y+1)?>—1. Poniewaz x > —1, wiec y + 1 = \/g = g oraz & + 1 = v/2. Poniewaz
2u—v =20x—y=2x+1)—(y+1)—1, wiec 2u —v = 3v/2 — 1. W polaczeniu
z réwnaniem u + 2v = —1 daje to 5u = 3v/2 — 31 5v = —% 2—1, czyliu = 3‘[%,
v = —3\(#, r=v2-1y= @ Jest wiec tylko jeden kandydat na punkt, w ktorym
funkcja (z — u)? + (y — v)? przyjmuje wartoé¢ najmniejsza. Ta wartoscia bytaby liczba
(VEo 1) (45 s )’ (0" ()"
Z réwnosci (x + 1)(y + 1) = 1 i nieréwnosci * > —1 wynika, ze x +1 > 0iy+ 1 > 0.
Z wzoru u + 2v + 1 = 0 wynika, ze jesli u > 3 wynika, to v = —%(1 +u) < —2 1 wtedy
(w—u?+y—v)P=F-v?=((+1)-@w+1)’>((-(0+1))*>1 Jedli u < -2,
to(x—u)?+y—v2=2@—u?=((z+1)—(u+1))? > (—(u+1))* > 1. Wobec tego

2

kresu dolny funkcji (z — u)? + (y — v)? w calej dziedzinie jest taki sam jak kres dolny

w dziedzinie ograniczonej do zbioru tych jej punktéw, dla ktérych —2 < u < 3. W tym
zbiorze jest tez speliona nieréwnosé¢ —2 < v < % Mozna dziedzine ograniczy¢ jeszcze
bardziej i rozpatrywaé jedynie te jej punkty, dla ktérych (z —u)? + (y — v)? < 1,

wiec do zbioru zwartego. W zbiorze zwartym kres dolny jest osiagany i to w punkcie,
w ktérym wartoéé funkeji jest mniejsza od + =, CO oznacza, ze wszystkie nieréwnosci de-

finiujace ten zbiér sa ostre. Wobec w tym punkcie spelniony jest warunek Lagrange’a.

fl) 1

Oznacza to, ze kresem dolnym tej funkcji jest liczba < &, czyli ze kres dolny

odlegtosci punktow zbioru H od punktéw zbioru L jest réwny 4/ 4(‘/55’1)2 = 2(‘/53’1).

Uwaga. Mozna to napisa¢ krocej. Niech P € H, () € L i niech PQ bedzie najkrot-

szym z odcinkow taczacych hiperbole H z prosta L. Odcinek P musi by¢ prostopadty
zaréwno do L jak i do Tp H — uzasadni¢ mozna to stwierdzenie geometrycznie lub za po-
moca twierdzenia Lagrange’a o ekstremach zwiazanych. Wobec tego styczna do hiperboli
w punkcie P musi by¢ rownolegta do L. Stad wynika, ze gradient funkcji xy +x +y + 1
w punkcie P = (z,y, z) musi by¢ rownolegly do wektora [1,2,0]. Gradientem jest wek-
tor [y + 1,7 + 1,0], wiec wektor [—=—, z + 1,0]. Te wektory sa réwnoleglte wtedy i tylko

IS

wtedy, gdy [0,0,0] = [1,2,0] x [,z +1,0] = [z + 1 —
ko wtedy, gdy (z + 1)> = 2, tzn = /2 — 1 (przypominam, ze x + 1 > 0). Wtedy

y=—-1+ \/5_11+ 1= % —1= ‘[ 2 Trzeba jeszcze znalezé rzut prostopadly tego punktu
na prosta L. Jest nim punkt postaci Q = (v/2 — 1, ‘/72 ,0) +t(1,2,0), gdzie t jest taka
liczha, 7 Q € L, cayli 0 = V2 — 1+ ¢+ 2(¥32 + 2t) + 1 = 5t + 2(v2 — 1), exyli
t = —2(v/2 — 1). Poszukiwana odlegloéé to [[t(1,2,0)|| = 2(v2 — 1)V5 = &f_l) O

—1-— v) w zbiorze

- +17O 0], wiec wtedy i tyl-

Mozna bylo tez rozpatrywaé funkcje (z + 2v + 1) + (IJrl



{(v,z): —1< 2, —o0 < v < oo}, wiec funkcje dwu (a nie czterech) zmiennych
w polptaszezyznie otwartej unikajac w ten sposéb pochodnych. Niech ¢ = x 4+ 1. Wtedy
(z+20+1)°+ (A7 — 1 — )% = (42024 (—v—1)2 = 5024202t +1— 1)+ (L —1)2 442 =
=5(v+t2t+1-0) —let+ (1 -H) + (-2 il -1 D L e o
= % (% -2 —|—t)2 = % ((‘/Tf — \/Z)2 +2v/2 — 2)2 > % (2\/_— 2)2 przy czym réwnosé
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy t = v/2.

O wyborze sposobu rozwiazywania zadania w czasie klasowki student decy-

duje sam, a zadanie mégt rozwiazaé uczen II klasy LO (chyba nie kazdy).

. Zbada¢, czy zbior S = {(z,y,0) € R®: (2 +y? —x)® = 2% + y*} jest rozmaitoscia.
Niech M oznacza podzbiér R? powstaty w wyniku obrotu S wokoét osi OX.

Opisa¢ zbiér M réwnaniem. Czy M \ {(0,0,0)} jest rozmaitoscia?

Niech f(z,y) = (22 +y? — 2)? — (2% + y?). Mamy wiec & = 2(22 — 1)(2? + 3> — 2) — 2z
oraz g—g = 2y(2(z* + y® — x) — 1), wiec jesli grad f(x,y) = (0,0), to y = 0 i wtedy
0=2(2z—1)(2?—z) -2z = 22(22*—3z), wieccx = 0 lub z = 2 lub 0 = 2(2? +y? —z) —1,
czyli 22 +y? —x = 1, ale wtedy % =2Q2x—1)(a*+y?*—z)—2x = (2x—1)—2x = —1 #£0.
Punkt (%, 0, ()) nie jest elementem zbioru S. Wobec tego po usunieciu punktu (0, 0,0) ze
zbioru S otrzymujemy rozmaitosé¢ jednowymiarowa w R3. Niech (z,,, y,,0) € S\{(0,0,0)}
oraz le (T, Yn, 0) = (0,0,0). Z réwnosci (22 + y2 — x,)* = x2 + y> wynika, ze albo
z2 +nyfloo— T, = V22 + 42 albo 22 + 92 — x, = —/22 +y2. Jedli 22 + 2 < 1, to
Va2 4+ y2 > 22 +y2, wiec z réwnodei 22 +y? — 1, = /22 + y2 wynika wtedy, ze z,, < 0.
Z réwnosci @2 + y2 — 1z, = —/22 +y2 wynika, ze 22 + 32 = z,, — /22 +y2 < 0,
co jest niemozliwe, bo z2 + y2 > 0. Wobec tego x, < 0, gdy 22 + 32> < 1. Za-

ozmy, 7e lim 2220 — v interesuja nas teraz wektory styczne do S w punkcie

n—oo \/x2+y2

(0,0,0). Mamy wiec 2 + y2 — x, = /22 + 92, czyli /a2 + y2 — —22— = 1. Ponie-

o5 +vn
. 5 _ o o o _ o
waz r}irgo Vi +yz = 0, wiec nh—{lolo e = 1, a z réwnosci ||v|]| = 1 wynika, ze
lim —22— = 0. Udowodnilismy w ten sposéb, ze T(00,0)S = {(—,0,0): ¢t > 0}, wiec

n—oo \/x2+y2

to nie jest przestrzen liniowa, zatem S nie jest rozmaitoscia.

Moze zajaé sie zbiorem M. Odlegto$é punktu (z,y, z) od osi OX jest réwna y? + 22,
W plaszczyznie z = 0 leza punkty (z, V2 + 22, 0) — oba w tej samej odlegtosci od osi
OX co punkt (z,y,2), wiec po obrocie o odpowiedni kat wok6t osi OX punkt (z,y, 2)
trafia na jeden z nich. Stad wynika, ze rownaniem M jest <x2 + (\/m)2 — a:)2 =
=22+ (\/m)Q, czyli réwnanie (2% + y? + 2% — x)2 = 2% +y?+22%. Aby rzecz bardziej
sformalizowa¢ mozna jeszcze powiedzieé, ze jesli zachodzi ostatnie rownanie i oznaczymy
p= VyZ + 22, to istnieje wtedy taka liczba Y, ze Yy = pcosy iz = psinp, a to oznacza,
ze (x,y,z) € M wtedy i tylko wtedy, gdy (x, p,0) € S, czyli ze po obréceniu S otrzymu-
jemy M. Zbior M\ {(0,0,0)} jest rozmaitoscia, co mozna uzasadni¢ co najmniej dwiema

metodami. Obliczamy gradient funkcji F(z,y,2) = (22 + 32 + 22 — 2)° — (22 + 2 + 22).



Otrzymujemy
9F =202z — 1) (2 + > + 22 — 2) — 2,

%—5 =2y (2(x® +y* + 22 —1z) — 1),
%—5 =222+ >+ 22 —x) —1).

Przyréwnujemy go do (0,0,0). Z réwnosci 2(z? + y? + 22 —x) — 1 = 0 wynika, ze

0= %(z,y,2) = 0 < (2z — 1) — 2z = —1, co wyklucza te opcje. Stad wynika, ze

y=2=0 1 0=22z—1)(a? — z) — 2z = 2x(22* — 3x) co, jak juz wiemy, prowadzi

3

5, 7 czego wynika, ze jedynym punktem zbioru M, w kto-

do wniosku, ze x = 0 lub x =
rym gradient funkcji F' znika, jest punkt (0,0,0), co konczy uzasadnienie stwierdzenia
M\ {(0,0,0)} jest dwuwymiarowa rozmaitoscia w R3”.

Uwaga. Uzyjemy wspotrzednych biegunowych: x = rcosy, y = rsing. Mamy wiec
0=(24y*—2)° — (224 y?) = (r2 —rcosp)? —r2 = 12(r — cosp — 1)(r — cos + 1)
wtedy i tylko wtedy, gdy r =0 1lubr—cos¢p—1=01lubr—cosp+1=0. Jeslir =0, to
rowniez z = 0 = y. Dalej r > 0. JeSlir—cosp+1 =0,to0 < r =cosp—1 > 0 — sprzecz-
nosé. Wobec tego r = 1 + cos ¢ przy czym cosp > —1 (przyp. 7 > 0). Przeksztatcenie
(r,p) — (rcosp,rsing) rozpatrujemy wiec na zbiorze {(r,p): r > 0, |p| < 7},
a na tym zbiorze jest ono dyfeomorfizmem, ktéry przeksztalca otwarty pas poziomy
na plaszczyzne bez jednej domknietej péiprostej (niedodatniej p6tosi OX). Obraz dyfe-
omorficzny rozmaitosci jest rozmaitoscia — to wynika tatwo z ktorejkolwiek definicji roz-
maitosci, zatem M \ {(0,0,0)} jest jednowymiarowa rozmaitoscia w R3. Cale M nie jest,
bo zbiér wektoréw stycznych w punkcie (0,0,0) do M nie jest przestrzenia liniowa: jesli

(7, COS @y, T 81N 0, 0) ——(0, 0, 0), to 14 cos ¢, = 1, —— 0, zatem cos ¢, —— —1,

n—oo n—oo

. : , 0
wiec p,, — =7, co przekonuje nas o tym, ze (Tn €05 o, 11 ¢ ,0) (—1,0,0), a to
n—oo

dowodzi tego, ze T(0,0)S = {(—t,0,0): ¢ > 0}.

Znalez¢ wszystkie punkty krytyczne funkcji  f(xz,y) = (2 +y* —1)(322 +y — 1). Dla
kazdego z nich rozpoznad, czy f ma w tym punkcie lokalne minimum, lokalne maksimum
czy tez lokalnego ekstremum nie ma.

Obliczamy pochodne czastkowe i przyréwnujemy je do zera:

0=2(z,y) =22(32% +y — 1) + 3z(2® + y* - 1),

0= gz, y) =2y(3a +y — 1) + (¢ + 4> — 1),

zatem 0 = (x,y) ;’ g£($ y) =z(2—3y)(32% +y —1).

Z réwnosci x = 0 = (m y) wynika, ze 0 = 2y(y — 1) +v* — 1 = (y — 1)(3y + 1), wiec
(0,1), i (0,—%) sa punktaml krytycznymi.

Z réwnosci y = 210 = gf(x y) wynika, ze 0 = 3(32% — §) 4+ 2% — 3 = 22% — 1, wicc
x = :I:%. Mamy nastepne dwa punkty krytyczne: (%, %), (—\/ii, %)

Ostatnia mozliwos¢, to 0 = %CEQ +y — 1. Wtedy 22 + 9% — 1 = 0, wiec y* — %y + % =0,

zatem y = 11 wtedy x = 0 lub y = % i wtedy z = i%i. Ostatnie trzy punkty kry-



tyczne to: (0,1), (%, %) ( — %5, %) Zajmiemy sie dopelnieniem poziomicy f =
Ay ={(z,y): 2*+y*—1>0}, A ={(x,y): 22+y*—1<0},

By ={(z,y): 322+y—-1>0}, B_={(z,y): 322*+y—1<0}.

Zbiér A_ N B_ jest ograniczony, funkcja f przyjmuje w nim wartosci dodatnie, na jego
brzegu zachodzi réwnos¢ f = 0, zatem funkcja przyjmuje w nim najwieksza wartosc,
oczywiscie w punkcie zerowania sie gradientu, wiec w punkcie (0, —%)

Zbiér A_N B, sktada sie z dwu sktadowych. Jedna z nich jest zawarta w potptaszczyznie
(x,y): =z < 0, adruga — w polplaszczyznie (z,y): = > 0. W kazdej z nich funk-
cja przyjmuje wylacznie wartosci ujemne, na brzegu zerowe. Domkniecia sktadowych
sa zwarte. Wobec tego w pewnym punkcie wewnetrznym funkcja osiaga swe minimum.
W kazdej z tych sktadowych jest tylko jeden punkt krytyczny funkcji f: w lewej punkt
(—\%, 2), a w prawej — (\%, 2). Wobec w kazdym z tych punktéw funkcja ma minimum
lokalne.

Zostaly jeszcze trzy punkty krytyczne: (0,1), ( — %5, %) i (2‘3[, %) W kazdym z nich
funkcja zeruje sie. Kazde otoczenie dowolnego z nich ma punkty wspolne zaréwno ze zbio-
rem A, N By oraz ze zbiorem A_ N B, wiec w kazdym otoczeniu sa punkty, w ktérych
wartosci funkcji f sa dodatnie jak i punkty, w ktorych wartosci tej funkcji sa ujemne,
a to oznacza, ze w tych punktach funkcja nie ma lokalnych ekstreméw.

Uwaga. Powinienem oczywiscie zadba¢ o mitosnikow pochodnych drugiego rzedu. Mamy

2

Gh@y) =927+ 3y + 2y — I, L (wy) = 2(2+ 3y), §h(x,y) = Sa + 6y — 2. Mamy
0 0 —4 0

wobec tego; D?f(0,1) = , D?f(0, —%) = ,
0 4 0 —4

16
D2f(+-L 2) = 3 +2v2 DQf(i& 1y = 3 +2v2
v +2v2 U 2 +2v2 4

Wyznacznik macierzy D?f(0,1) jest réwny 0, wiec twierdzenie o lokalnych ekstremach
nie pozwala stwierdzi¢ w tej sytuacji, czy w tym punkcie funkcja ma lokalne ekstremum,
czy siodto. Poniewaz jedna z wartosci whasnych jest liczba 4 > 0, wiec po obcieciu do
prostej wtasnej funkcja ma lokalne minimum wtasciwe, zatem na pewno nie ma w tym
punkcie lokalnego maksimum. Tak zreszta jest po obcieciu f do dowolnej prostej prze-
chodzacej przez punkt (0,1): f(at, 1+ bt) = 20%? + 2(3 + 2a® + b*)t* + 3(a? + bt
Natomiast gdy ograniczymy dziedzine f do paraboli o rownaniu —a: +y—1=0,to

6

otrzymamy f (z,y) = f (z,1—32%) = —g2* + 2525 wiec tym razem otrzymali$my

lokalne maksimum wtasciwe, wiec punkt (0, 1) jest siodtem.
Pozostate punkty krytyczne sa tatwiejsze”, bo dziata kryterium Sylvestera. Macierz
D%f(0, —%) jest ujemnnie okreslona, zatem w punkcie (0, —l) funkcja f ma lokalne mak-
simum wlasciwe, macierze D? f (4 \} %) sa dodatnio okreslone, wiec w punktach (£ 7 2)
422 1

=) maja po jednej wartosci

funkcja f ma lokalne minima wlasciwe, a macierze D? f( 23



wtasnej dodatniej i po jednej ujemnej, wiec w punktach (i%, %) sa siodta.

4.

Udowodnié, ze w pewnym otoczeniu punktu (zg, yo,wo) = (2, —1,1) réwnanie
zw=2+ylhw

wyznacza zmienna w jako funkcje klasy C? pozostalych zmiennych: w = w(x,y).

Napisa¢ jej drugi wielomian Taylora wokot punktu (zg,yo) = (2, —1).

Niech f(z,y,w) = zw —ylnw. Mamy %(m,y,w) =z — £, wiec %(2, —1,1)=2+1#0.

Z twierdzenia o funkcjach uwiktanych wynika, ze w pewnym otoczeniu punktu (2, —1)

zmienna w jest wyznaczona jednoznacznie przez (z,y) pod warunkiem, ze liczbe w wy-

bieramy z dostatecznie matego otoczenia liczby 1. Wiemy tez, ze w jest funkcja klasy C'°,

tym bardziej klasy C?. Obliczymy teraz pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu

funkeji w(z,y). Zachodzi réwnosé f(x,y,w(z,y)) = 2. Wobec tego

0= G (a,y,w(z,y)) + gL (2, y,w(z,y)) - §2(x,y) = w(z,y) + (¢ — 55)52(x,y) oraz

0= 8Lz, y,w(z,y) + 5L(x,y,w(z,y) - B2(w,y) = —Inw(z,y) + (r — 5s) - 22(x, y).

w(z,y)

Podstawiajac © = 2, y = —1, w(2,—1) = 1 otrzymujemy

0=20(2,-1,1)+ 2L(2,-1,1) - 22(2,—1) = 1 + 322(2,—1) oraz

0="50(2,—1,1) + 5L(2,-1,1) - 82(2, —1) = 322(2, -1).

Wynika stad, ze 2%(2,-1) = —1 i 2—3(2,—1) =0.

Zmalezlismy pochodne pierwszego rzedu, wiec kolej na pochodne drugiego rzedu. Zroz-

niczkujemy stronami otrzymane poprzednio réwnosci 0 = w(zx,y) + (x — e y))%(x, Y)

oraz 0 = —lnw(x,y) + (I - w(zy)) ' %—Z(x y)

0= %Z(ﬁf )+ (- w(iy) + wzfiy ' Z’( )) ax(ﬂf y)+(x - w(i,y)) ,%g”y(a: y),

0= _m ) 831;(17 y) +< w(my) + wzéy) %(xay)) ?92(1‘ y) + (:)3 - w(z )) g;u(x y)

Podstawiajac z = 2,y = —1, w(2,—-1) = 1, 92(2,-1) = —1 8“}(2 —1) = 0 otrzymujemy
v
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0=—34+1+3)(—3)+3- ‘212(2, 1)=—-%+3- 6902(2 —1), wiec T4(2, 1) = % oraz
0=(-1)-(—3)+3- gjay( ,—1), wiec aajay<2= —1) = — i wreszcie
2 w
0=2-54(2,—-1), zatem %(2, —1) =0.
Wynika stad, ze poszukiwany wielomian Taylora to
“Ha=2) = L (B2 + 2= —2)(y+1) = —52+ (-2~ L@ —2)(y +1).

Uwaga. Mozna nieco inaczej obliczaé. Jedna z mozliwosci to napisaé: f(x,y,w) — 2 =
zw—yhw—-2=2+2z-2)1+w—-1)—(-1+y+1)In(l+w—-1) =
=(z-2)+2w-1)+@x-2)(w-1) - (-1+y+1)(w—1)—(w—-1)*+...) =
=@-2)+3w—-1D+@-2)(w—-1)—(y+)(w-1)— 3(w—1)* 4+ ..., czyli
rozwinaé¢ funkcje f(z,y,w) — 2 wok6t punktu (2,—1,1) w szereg Taylora (daje sie)
lub wypisa¢ jej drugi wielomian Taylora w tym punkcie. Potem napisaé¢ w(z,y) =
14+a(z—2)+b(y+1)+A(x—2)*+2B(z—2)(y+1)+C(y+1)*+.. ., czyli rozwinaé poszuki-

wana funkcje w szereg Taylora (rozwiniecie takie istnieje, ale odpowiedniego twierdzenia



na zajeciach nie bylo, wiec mozna méwié¢ o drugim wielomianie Taylora — wtedy wielo-
kropek oznacza po prostu koniecznos¢ dodania reszty, ktéra jednak na obliczenia wpltywu
mieé nie bedzie). W konicu podstawi¢ w do otrzymanego wczesniej wielomianu Taylora
i znalez¢ wspotezynniki (te ktére oznaczytem, bo dalszymi autor zadania sie nie intere-
suje). Mamy wiec:
0= (a:—2)—|—3<a(x—2)—|—b(y+1)+A(:c—2)2—|—2B(a:— )(y+1)+C(y—i—1)2+...> +
+(x—2)<a(x—2)+b(y+1)+A(x—2)2+2B(x—2)( +1)+Cy+1)*+. )
—(y+ D (ale =2 +bly+1) + Alx =2 +2B(z = 2)(y + 1) + Cly+ 1)* + .. )
— (=2 + by + D) + A - 22 +2Br -+ )+ Cly+1P+... ) +...=
= (1+3a)(x —2)+3b(y + 1)+ (BA+a— 3a°)(x — 2)*> +

+(6B+b—a+ab)(z —2)(y+1)+ (3C —b—30*)(y+1)*+...
Wynika stad natychmiast, ze 1 + 3a = 0, 3b = 0, 3A+a—% 2=0,6B+b—a+ab=0
i3C —b—3b*=0,czylia=—3,b=0, A=, B=—11C = 0. Stad wynika, ze

[\
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w(z,y) =1—1(z—2)+ L (x—2)*—§(z—2)(y+1)+... By¢ moze studenci poczuliby sie

lepiej, gdybym pisal wszedzie zamiast wielokropka o(||z — 2,y + 1]|), ale postanowitem
napisa¢ te wzory tak, jak zwykle to robie, gdy zycie zmusi mnie do znajdowania wielo-
mianéw Taylora. Na koniec dodam, ze nie ma najmniejszego powodu do zapamietywania
wzoru na rézniczke funkcji uwiktanej, bo i tak trzeba pamieta¢ wzoér na pochodna zto-
zenia, z ktérego (i z rézniczkowalnosci) wynika pierwszy wspomniany w tym (dlugim)

zdaniu wzor.

Dla dowolnego n € N rozwazmy macierz J rozmiaru 2n x 2n o postaci klatkowe;j

0, —1
J = " " | € R*?2" gdzie I, oznacza macierz jednostkowa, a 0, — macierz ze-
In On

rowsg rozmiaru n X n.
Udowodni¢, ze dla kazdego A € R*?" macierz F(A) := AJAT jest antysymetryczna,
tzn. F(A) + F(A)T = 0qy,.
Dowies¢, ze DF(A)H = (p(H)) dla kazdej macierzy H, gdzie ¢(B) = AJBT oraz
P(C) = C — CT. Znalez¢ obraz przeksztalcenia DF(A): R*v2" — R*2n,
Udowodnié, ze zbior {A € R*?": AJAT = J} jest rozmaitodcia klasy C'. Jaki jest jej
wymiar?
Mamy J?7 = —J. Stad F(A)T = (AJAT)T = (AT)TJTAT = —~AJAT = —F(A).
Dla dowolnej macierzy H mamy

F(A+ H)=(A+ H)J(A+ H)T = AJAT + HJAT + AJHT + HJH™.
Stad i z nieréwnosci ||[HJHT|| < ||H| - ||| - [|HT|| = || H||* wynika, ze

DF(A)H = HJAT + AJHT = AJHT — (AJHT)T,

Obrazem przeksztalcenia i jest zbidr wszystkich macierzy antysymetrycznych, bo jesli

CT =—C, to 3(C—CT) = C, a oczywiscie (D — DT)T' = DT — D, wiec w obrazie 1 sa



tylko macierze antysymetryczne.

Jedli J = F(A) = AJAT, to A jest izomorfizmem, bo przeksztalca przestrzefi R*"?" na
siebie. Wobec tego AJ tez jest izomorfizmem. Wobec tego przeksztalcenie ¢ jest izomor-
fizmem zas jadro przeksztalcenia v sktada sie z macierzy symetrycznych. Wynika stad,
ze jesli AJAT = A, to obraz DF(A) jest zbiorem macierzy antysymetrycznych, wiec jest
wymiaru 3 ((2n)? — 2n) = n(2n — 1), zatem {4 € R*?": AJAT = J} jest rozmaitoscia

klasy C* (wiec réwniez C') wymiaru (2n)? —n(2n — 1) = n(2n + 1).




