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Rozwi ֒azania różnych zadań należy napisać na różnych kartkach, bo sprawdzać je b ֒ed ֒a różne
osoby.
Każda kartka musi być podpisana czytelnie w LEWYM GÓRNYM ROGU imieniem i nazwis-
kiem pisz ֒acego, jego nr. indeksu oraz nr. grupy ćwiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadz ֒acej
ćwiczenia.
Nie wolno korzystać z kalkulatorów, telefonów komórkowych ani innych urz ֒adzeń

elektronicznych; jeśli ktoś ma, musi wył ֒aczyć i schować! Nie dotyczy rozruszników
serca.
Wszystkie stwierdzenia należy uzasadniać. Wolno i NALEŻY powoływać sie֒ na twierdzenia,
które zostały udowodnione na wykładzie lub na ćwiczeniach. Nie wolno korzystać z tablic ani
notatek!

Należy przeczytać CAŁE zadanie PRZED rozpocze֒ciem rozwia֒zywania go!

0. Uzasadnić, że dla każdego x ∈ R funkcje t 7→ cos(xt)f(t), oraz t 7→ sin(xt)f(t) sa֒ całko-

walne dla każdej funkcji całkowalnej. Niech Sf (x) =
∫

R
sin(tx)f(t)dt i Cf(x) =

∫

R
cos(tx)f(t)dt.

Niech g : R −→ R be֒dzie taka֒ funkcja֒ mierzalna֒, że
∫

R
(1 + t2)13/4|g(t)|dt < ∞.

Dowieść, że istnieje taka funkcja całkowalna h, że zachodzi równość
d
dx

(

Sg(x)
)

= Ch(x).

1. Obliczyć lim
n→∞

∫ ∫ ∫

A

e−z(x + y)n+1

1 + (x + y)n
dx dy dz, gdzie A oznacza zbiór zdefiniowany tak:

A = {(x, y, z) : x2 + y2 < x + y; z > 0}.

2. Obliczyć miarę zbioru {(x, y, z) : x, y > 0; xy < z; x4 + z4 < x2z }.

3. Obliczyć współrze֒dne środka cie֒żkości jednorodnego drutu w kształcie łuku krzywej (zwa-

nej kardioida֒) o równaniu r = 1

2
(1 + cos t), gdzie t ∈ [0, π], x1 = r cos t, x2 = r sin t.

4. NiechM będzie powierzchnią, która powstała przez pełny obrót łuku okręgu x2 + z2 = 2x,

0 < x < 1, 0 < z < 1, wokół osi Oz. Na tej powierzchni leży zbiór A (mierzalny względem

miary ℓM), ℓM(A) = 1. Dla każdej liczby t ∈ (0, 1) określamy: At = {(x, y, z) ∈ A : z < t },

f(t) = ℓM(At). Dowieść, że całka
∫

1

0
f(t) dt jest równa odległości środka ciężkości zbioru A

od płaszczyzny z = 1.


