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Rozwia↪zania różnych zadań należy napisać na różnych kartkach, bo sprawdzać je be↪da↪ różne osoby.

Każda kartka musi być podpisana czytelnie w LEWYM GÓRNYM ROGU imieniem i nazwiskiem

pisza↪cego, jego nr. indeksu oraz nr. grupy ćwiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadza↪cej ćwiczenia.

Nie wolno korzystać z kalkulatorów, telefonów komórkowych ani innych urza↪dzeń

elektronicznych; jeśli ktoś ma, musi wy la↪czyć i schować! Nie dotyczy rozruszników serca.

Wszystkie stwierdzenia należy uzasadniać. Wolno i NALEŻY powo lywać sie↪ na twierdzenia, które

zosta ly udowodnione na wyk ladzie lub na ćwiczeniach. Nie wolno korzystać z tablic ani notatek!

Należy przeczytać CAÃLE zadanie PRZED rozpocze↪ciem rozwia↪zywania go!

0. Podać definicje↪ przeliczalnie addytywnego cia la zbiorów i miary na nim określonej.

Zdefiniować miare↪ zewne↪trzna↪ Lebesgue’a w przestrzeni euklidesowej.

Scharakteryzować zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a w Rk .

1. Znaleźć wartość najwie↪ksza↪ i najmniejsza↪ funkcji f(x, y, z) = x w zbiorze

A = {(x, y, z): x2 + 2y2 + 2z2 = 8, x+ y = z} .

2. Dać przyk lad przekszta lcenia, be↪da↪cego dyfeomorfizmem zbioru U na zbiór V :

U = {(x, y): x > 0, y > 0, 1 < x+ y < 2}, V = {(u, v): u > 0} ∪ {(u, v): v > 0}.

Znalezione odwzorowanie należy wyrazić albo wprost wzorem albo jako z lożenie kilku dyfeomor-

fizmów (np. F = F3 ◦ F2 ◦ F1 ), z których każdy jest wyrażony wzorem.

3. Niech f(x, y) = (x3 − 3x− y)(y + 2) .

(a) Wyznaczyć wszystkie punkty krytyczne funkcji f .

(b) Dla każdego z tych punktów rozpoznać, czy f ma w tym punkcie lokalne ekstremum.

4. Niech a > 0 . Dowieść, że p laszczyzny styczne do powierzchni

{(x, y, z):
√
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√
y +
√
z =
√
a}

odcinaja↪ na osiach uk ladu wspó lrze↪dnych odcinki, których suma d lugości jest sta la.


