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Rozwia↪zania różnych zadań maja↪ znaleźć sie↪ na różnych kartkach, bo sprawdzać je be↪da↪ różne

osoby.

Każda kartka musi być podpisana w LEWYM GÓRNYM ROGU nazwiskiem i imieniem pisza↪cego,

jego nr. indeksu oraz nr. grupy ćwiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadza↪cej ćwiczenia.

Nie wolno korzystać z kalkulatorów, telefonów komórkowych ani innych urza↪dzeń

elektronicznych; jeśli ktoś ma, musi wy la↪czyć i schować! Nie dotyczy rozruszników serca.

Wszystkie stwierdzenia należy uzasadniać. Wolno i NALEŻY powo lywać sie↪ na twierdzenia, które

zosta ly udowodnione na wyk ladzie lub na ćwiczeniach. Nie wolno korzystać z tablic ani notatek!

Należy przeczytać CAÃLE zadanie PRZED rozpocze↪ciem rozwia↪zywania go!

1. Niech A = {(x, y) ∈ R2 : x < 2y < 4x, 1− y < 3x < 3− 3y} . Obliczyć

lim
n→∞

∫
A

n
√
x−3n + y−3nd`2 .

2. Na powierzchni walca W = {(x, y, z): x2 + y2 = 1, 0 < z < 1} leży zbiór A , mierzalny

wzgle↪dem miary powierzchniowej `W . Dla każdej liczby t ∈ (0, 1) określamy zbiór At =

={(x, y, z) ∈ A: z < t} i liczbe↪ f(t) = `W (At) . Dowieść, że
∫ 1

0 f(t)dt =
∫
A

(1− z)d`W .

3. Niech ω = 1√
x+y

(
(3x+ 2y)dx+ xdy

)
.

Obliczyć ca lke↪
∫
C
ω wzd luż  luku okre↪gu C = {(x, y): x2 + y2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0} o pocza↪tku

(1, 0) i końcu (0, 1) .

4. Obliczyć ca lke↪ z 2 –formy ω = (y2−x2)dy∧dz+(z−x)dz∧dx+(2xz−y)dx∧dy po powierzchni

S powsta lej w wyniku obrotu cykloidy opisanej parametrycznie: x(t) = t − sin t , y(t) = 0 ,

z(t) = 1− cos t , 0 ≤ t ≤ π , wokó l prostej x = π , y = 0 (wektor normalny w punkcie (π, 0, 2)

orientuja↪cy S to [0, 0, 1] ).

5. Niech X be↪dzie zbiorem tych dwukrotnie różniczkowalnych w sposób cia↪g ly w otoczeniu kuli

domknie↪tej B = {x ∈ Rk : x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
k ≤ 21062} funkcji o wartościach rzeczywistych,

których zeruja↪ sie↪ we wszystkich punktach sfery ∂B = {x ∈ Rk : x2
1 +x2

2 + · · ·+x2
k = 21062} .

W przestrzeni liniowej X definiujemy iloczyn skalarny wzorem: 〈f | g〉 =
∫
B
fgd`k . Niech

4f(x) = ∂2f
∂x2

1
(x) + ∂2f

∂x2
2
(x) + · · ·+ ∂2f

∂x2
k

(x) .

Udowodnić, że dla każdej funkcji f ∈ X zachodzi nierówność 〈4f | f〉 ≤ 0 , przy czym staje

sie↪ ona równościa↪ wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) = 0 dla każdego x ∈ B .


