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Rozwia֒zania różnych zadań maja֒ znaleźć sie֒ na różnych kartkach, bo sprawdzać je be֒da֒ różne

osoby.

Każda kartka musi być podpisana w LEWYM GÓRNYM ROGU nazwiskiem i imieniem pisza֒cego,

jego nr. indeksu oraz nr. grupy ćwiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadza֒cej ćwiczenia.

Nie wolno korzystać z kalkulatorów, telefonów komórkowych ani innych urza֒dzeń

elektronicznych; jeśli ktoś ma, musi wy la֒czyć i schować! Nie dotyczy rozruszników serca.

Wszystkie stwierdzenia należy uzasadniać. Wolno i NALEŻY powo lywać sie֒ na twierdzenia, które

zosta ly udowodnione na wyk ladzie lub na ćwiczeniach. Nie wolno korzystać z tablic ani notatek!

Należy przeczytać CA LE zadanie PRZED rozpocze֒ciem rozwia֒zywania go!

1. Niech f(x, y) = (2 + x)2(3 + y)3(1 − x − y) . Znaleźć wszystkie te punkty (x0, y0) ∈ R
2 ,

w których funkcja f ma lokalne ekstrema (w laściwe lub niew laściwe).

2. Niech f(x, y, z, u) = x3+y3+z3+u3, g1(x, y, z, u) = x2+y2−xy i g2(x, y, z, u) = z2+u2−zu.

Znaleźć min f i max f na zbiorze {(x, y, z, u): g1(x, y, z, u) = 1 = g2(x, y, z, u)} .

3. Niech fα(x, y, z) =







0 , gdy x = y = z = 0,

sinx · tg y · ln(1 + z)

(x4 − x2y2 + y4 + z4)α
, gdy x 6= 0 lub y 6= 0 , lub z 6= 0 .

a. Dla jakich liczb α > 0 funkcja fα jest cia֒g la?

b. Dla jakich liczb α > 0 funkcja fα jest różniczkowalna w punkcie 0 = (0, 0, 0) ?

c. Dla jakich liczb α > 0 funkcja fα jest klasy C1 ?

4. Niech f(x, y) =
x ln(1 + y)

2x2 + y2
.

Obliczyć kres górny funkcji f na zbiorze A = {(x, y): 0 < x ≤ y ≤ 1} .

5. Niech fλ(x, y) = x3 + λ(x2 − y2) dla dowolnych λ, x, y ∈ R .

a. Dla jakich c ∈ R zbiór {(x, y): f0(x, y) = c} jest rozmaitościa֒, dla jakich c jest spójny?

b. Dla jakich c ∈ R zbiór {(x, y): f1(x, y) = c} jest rozmaitościa֒, dla jakich c jest spójny?

c. Znaleźć afiniczna֒ przestrzeń styczna֒ do zbioru {(x, y): f1(x, y) = 0} w punkcie (3,−6)

oraz przestrzeń styczna֒ do zbioru {(x, y): f1(x, y) = 0} w punkcie (0, 0) .

6. Ósemka֒ nazywamy sume֒ dwóch okre֒gów zewne֒trznie stycznych, stosunek promieni których

jest równy 13

19
. Zbiór E jest suma֒ pewnej rodziny parami roz la֒cznych ósemek.

Wykazać, że ℓ2(E) = 0 .


