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Rozwia↪zania różnych zadań maja↪ znaleźć sie↪ na różnych kartkach, bo sprawdzać je be↪da↪ różne

osoby.

Każda kartka musi być podpisana w LEWYM GÓRNYM ROGU nazwiskiem i imieniem pisza↪cego,

jego nr. indeksu oraz nr. grupy ćwiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadza↪cej ćwiczenia.

Nie wolno korzystać z kalkulatorów, telefonów komórkowych ani innych urza↪dzeń

elektronicznych; jeśli ktoś ma, musza↪ być schowane i wy la↪czone! Nie dotyczy rozruszni-

ków serca.

Wszystkie stwierdzenia należy uzasadniać. Wolno i NALEŻY powo lywać sie↪ na twierdzenia, które

zosta ly udowodnione na wyk ladzie lub na ćwiczeniach. Nie wolno korzystać z tablic ani notatek!

Należy przeczytać CAÃLE zadanie PRZED rozpocze↪ciem rozwia↪zywania go!

0. Niech G = intG ⊆ Rk , f :G −→ R` , p ∈ G .

Zdefiniować różniczke↪ Df(p) odwzorowania f w punkcie p .

Zdefiniować pochodna↪ cza↪stkowa↪
∂f
∂xj

(p) odwzorowania f w punkcie p .

W przypadku ` = 1 zdefiniować gradient grad f(p) funkcji f w punkcie p .

Niech A be↪dzie macierza↪ wymiaru k×k i niech f(x) = x·Ax . Znaleźć grad f(x) dla x ∈ Rk.

1. Zbadać cia↪g lość i różniczkowalność funkcji f :R2 −→ R , gdzie

f(x, y) =
√
|xy| sin

√
x2 + y2 dla (x, y) ∈ R2 .

2. Obliczyć

lim
(x,y)→(0+,0+)

√
1
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1
x
−
√

1
x4 + y4 +

1
y

lub wykazać, że ta granica nie istnieje.

Symbol lim(x,y)→(0+,0+) oznacza, że badamy granice↪ funkcji określonej w pierwszej ćwiartce

uk ladu wspó lrze↪dnych: {(x, y): x > 0 i y > 0} .

3. Na powierzchni z = xy+ 1 znaleźć punkt po lożony najbliżej pocza↪tku uk ladu wspó lrze↪dnych.

4. Niech A ⊆ Rk be↪dzie wypuk lym zbiorem zwartym. Niech f :A → R be↪dzie funkcja↪ cia↪g la↪
na A , różniczkowalna↪ we wszystkich punktach wewne↪trznych zbioru A . Za lóżmy ponadto,

że istnieja↪ takie liczby a1, a2, . . . , ak , nie wszystkie równe zeru, że
∑k
i=1 ai

∂f
∂xi

(x) ≤ 0 dla

każdego punktu x ∈ intA .

Udowodnić, że funkcja f osia↪ga swa↪ wartość maksymalna↪ i swa↪ wartość minimalna↪ w pewnych

punktach brzegu zbioru A .


