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Rozwia↪zania różnych zadań maja↪ znaleźć sie↪ na różnych kartkach, bo sprawdzać je be↪da↪ różne

osoby. Każda kartka musi być podpisana w LEWYM GÓRNYM ROGU nazwiskiem i imie-

niem pisza↪cego, jego nr. indeksu oraz nr. grupy ćwiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadza↪cej

ćwiczenia.

Nie wolno korzystać z kalkulatorów, telefonów komórkowych ani innych urza↪dzeń

elektronicznych; jeśli ktoś ma, musza↪ być schowane i wy la↪czone! Nie dotyczy roz-

ruszników serca.

Wszystkie stwierdzenia należy uzasadniać. Wolno i NALEŻY powo lywać sie↪ na twierdzenia,

które zosta ly udowodnione na wyk ladzie lub na ćwiczeniach. Nie wolno korzystać z tablic ani

notatek!

Należy przeczytać CAÃLE zadanie PRZED rozpocze↪ciem rozwia↪zywania go!

1. Niech A = {(x, y): x3 + y3 − 3
2xy = 0} . Znaleźć dwuwymiarowa↪ miare↪ Lebesgue’a

ograniczonej sk ladowej spójności zbioru R2 \A .

2. Niech S2 oznacza sfere↪ {(x1, x2, x3): x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1} , M = F (S2) , gdzie prze-

kszta lcenie F :R3 −→ R4 jest zdefiniowane wzorem

(y1, y2, y3, y4) = F (x1, x2, x3) = (2x1x2, 2x2x3, 2x3x1, x
2
1 − x2

2) .

Wiedza↪c, że M jest rozmaitościa↪ obliczyć
∫∫
M

√
4− 3(y2

2 + y2
3) d`M (y) .

3. Niech K be↪dzie zorientowanym  lukiem o pocza↪tku (π,−1) i końcu (3π, 1) . Obliczyć

ca lke↪
∫
K

(ey + e−y) cosxdx+ (ey − e−y) sinxdy i wyjaśnić, jak zależy od wybranej drogi

 la↪cza↪ce wskazane punkty.

4. Niech S2 oznacza sfere↪ {(x, y, z): x2 + y2 + z2 = 1} zorientowana↪ w ten sposób, że

orientacja T(0,0,1) jest wyznaczona przez pare↪ wektorów (e1, e2) . Niech ω(x, y, z) =
x−2(√

(x−2)2+y2+z2
)3 dy ∧ dz + y(√

(x−2)2+y2+z2
)3 dz ∧ dx+ z(√

(x−2)2+y2+z2
)3 dx ∧ dy .

Znaleźć
∫
S2 ω(x, y, z) oraz

∫
M
ω(x, y, z) , gdzie M = {(x, y, z): (x−2)2 +y2 +z2 = 1} .

5. Niech B(0, r) ⊆ Rk be↪dzie k –wymiarowa↪ kula↪ o środku w punkcie 0 = (0, 0, . . . , 0) i

promieniu r > 0 , a S(0, r) ⊆ Rk — k − 1 –wymiarowa↪ sfera↪ o środku w punkcie 0 i

promieniu r > 0 . Niech f :B(0, R) −→ [0,∞) be↪dzie pewna↪ funkcja↪ cia↪g la↪.

Udowodnić, że
∫
B(0,R) f(x)d`k(x) =

∫ R
0

∫
Sr
f(x)d`Sr dr .


