Analiza II, kolokwium pierwsze, 7 listopada 2008

Rozwiazania réznych zadan maja znalez¢ sie na réznych kartkach, bo sprawdzac je beda rozne
osoby.

Kazda kartka musi by¢ podpisana w LEWYM GORNYM ROGU nazwiskiem i imieniem
piszacego, jego nr. indeksu oraz nr. grupy ¢wiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadzacej
¢wiczenia.

Nie wolno korzystaé¢ z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych ani innych urzadzen
elektronicznych; jesli kto§ ma, musza byé schowane i wylaczone! Nie dotyczy roz-
rusznikéw serca.

Wszystkie stwierdzenia nalezy uzasadnia¢. Wolno i NALEZY powolywac sie na twierdzenia,
ktére zostaly udowodnione na wyktadzie lub na ¢wiczeniach. Nie wolno korzystac z tablic ani

notatek!

Nalezy przeczyta¢ CALE zadanie PRZED rozpoczeciem rozwiazywania go!

0. Poda¢ definicje wektora stycznego do zbioru A C R¥ . Znalezé zbiér wszystkich wektoréw
stycznych do zbioru A = {(z,y): (2% —y?)((x — 1)? +y*> — 1) = 0} w punkcie (0,0).

1. Niech L(x) = Mx dla x € R, gdzie M = i niech B oznacza sume
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wszystkich szesciu écian szescianu jednostkowego [0,1]3.

Dowies¢, ze wséréd czworoscianow, ktorych wszystkie wierzcholtki znajduja sie w zbiorze
A=L"1B)

znajduje sie czworo$cian o najwiekszej objetosci.

2. Zmnalezé wszystkie punkty ciaglodci funkcji f:R? — R

flz,y) = { |yz 2| el dlaw £ 0,
0 dla x = 0.

3. Wyznaczy¢ wszystkie punkty plaszczyzny, w ktérych funkcja f okreslona wzorem

fla,y)=le" —y| ("= 1)

jest rozniczkowalna.

4. Funkcja f:R3 — R jest rézniczkowalna. Dla kazdego punktu (z,y,z) € R?® speliona
jest nieréwnosé %(m, y,z) < %(m, Y, z) + %(m, y, z) . Dla kazdej liczby rzeczywistej z
zachodzi nieréwnosé f(0,0,z) > 0.

Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych v > 0 i z spelniona jest nieréwnosc

flu,u,z) >0.




REZERWA

Funkcja f:R*¥ — R spelnia warunek:

dla kazdych punktéw p,q € R¥ i dowolnych liczb a, 8 > 0 z tego, ze a+ [ = 1, wynika
flap + Baq) < af(p) + Bf(q).

Zaproponowa¢ nazwe dla funkcji, ktore speliaja podany warunek.

Udowodni¢, ze funkcja f jest ciagta.

Rozstrzygnaé, czy funkcja f jest jednostajnie ciagla.

Zbadac ciaglos¢, istnienie pochodnych czastkowych, istnienie pochodnych kierunkowych

oraz istnienie rézniczki dla funkcji f zdefiniowanej w nastepujacy sposéb:

(A) f(r.y) {0 dla (z,y) = (0,0),
{1}7 = $2 3
Y wrgr dla (z,y) # (0,0).
Czy pochodne czastkowe funkcji sa ciagle w punkcie (0,0)?

Niech
f(z,y) = (z* — y?, 2zy)

Rozstrzygnaé czy dla kazdego zbioru otwartego G C R? zbiér f(G) jest otwarty w R.
Rozstrzygnaé, czy jest prawda, ze jesli pe AN B, veTI,A, w € T,B, to kat miedzy
wektorami Df(p)v i Df(q)w réwny jest katowi miedzy wektorami v i w.

Niech h:R? — R bedzie funkcja charakterystyczna zbioru

{(z,y) € R*: y=2x>+#0}).

(a) Pokazaé, ze h ma w (0,0) wszystkie pochodne kierunkowe, ale nie jest ciagla w tym
punkcie.

(b) Definiujemy k: R?> — R nastepujaco k(z,y) = zh(z,y). Pokazaé, ze k posiada w
(0,0) wszystkie pochodne kierunkowe i jest w tym punkcie ciagta, ale nie jest w (0,0)

rézniczkowalna.



