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0. Poda¢ definicje przeliczalnie addytywnego ciata zbioréow i definicje miary.
Niepusta, rodzine F C 2% nazywamy przeliczalnie addytywnym cialem zbioréw wtedy i tylko wtedy,
gdy
(i) z tego, ze A € F wynika, ze X \ A € F oraz

(ii) z tego, ze Ay, As,... € F wynika, ze |J,_ A, € F.
Z tego, ze A € F wynika, ze X \ A€ F,astad, ze X = (X \A)UAUAU... € F, wiec réwniez
=X\XeEF. n
Funkcja pu:F jest miara wtedy i tylko wtedy, gdy (@) = 0 i jesli zbiory Ay € F, Ay € F, ... sa
parami roztaczne, to p(A; U As U...) = u(Ar) + pa(A2) +--- W

Sformutowaé warunek i twierdzenie Carathéodory’go.
Warunek: méwimy, z dla zbioru A C X spelniony jest warunek Carathéodory’go wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego zbioru Z € X zachodzi réwnosé p*(Z) = p*(ZNA) + p*(Z\ A), u* oznacza tu
dowolng miare zewnetrzna (okreglona na rodzinie 2% wszystkich podzbioréw przestrzeni X ).
Twierdzenie: rodzina zbioréw spetiajacych warunek Carathéodory’go jest przeliczalnie addytywnym
cialem zbioréw, miara zewnetrzna p* ograniczona do tej rodziny jest miara. W

Zdefiniowaé zbiory borelowskie.
Sa to elementy najmniejszego przeliczanie addytywnego ciala zbioréw, ktore zawiera wszystkie zbiory
otwartej danej przestrzeni topologicznej (metrycznej) X . B

Poda¢ definicje funkcji mierzalne;j.
Funkcja f: X — [—00,00] nazywana jest mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby
a € R zbiér f~1(A) jest mierzalny, tzn. f~1(A) € F, gdzie F oznacza pewne ustalone, przeliczalnie
addytywne ciato zbioréow przestrzeni X . W

1. Niech f(z,y) =2yz+ 2xz+ Tay, A = {(m,y,z): r>0,y>0,2>0224+y2+22< 9}. Znalezé

kresy funkcji f na zbiorze A.

Rozwigzanie.  Mamy grad f(z,y,z) = (Ty + 22,7z + 22,2z + 2y). Jasne jest, ze jedynym
punktem zerowania sie tego gradientu jest punkt 0 = (0,0,0), ktéry lezy na brzegu zbioru A.
W tym punkcie funkcja przyjmuje wartosé 0, a w pozostaltych punktach zbioru A — wartosci
nieujemne. Wobec tego liczba 0 jest najmniejsza wartoscia funkcji f w zbiorze A. Zbiér A jest
zwarty, zatem funkcja przyjmuje w pewnym jego punkcie najwieksza warto$¢. Nie moze przyjmowac
tej najmniejsze wartosci wewnatrz zbioru A, bo w punktach wewnetrznych gradient jest rézny od
0 = (0,0,0). Warto$¢ najwieksza jest wiec przyjmowana w pewnym punkcie brzegu zbioru A.
7 réwnosci f(tx,ty,tz) = t2f(x,y,2) wynika, ze jesli 22 +y? + 22 < 9, to f(x,y,2) nie jest naj-
wieksza wartoscig funkcji f w zbiorze A. Wobec tego najwieksza wartosé jest przyjmowana w takim
punkcie (z,y,2), ze 2 +y? + 22 = 9. Jedli tak i dodatkowo xyz # 0, to istnieje liczba )\ taka, ze
(Ty + 22,72 + 22,2z + 2y) = grad f(z,y,z) = Agrad (22 + y? + 22) = 2\(z,y,2) . Wynika stad, ze
wtedy 7(y —z) = 2Nz —y).

Jedli ¢ =y, to 222+ 22 =9, Te + 22z = 2\z i 4o = 2)\z. Mnozac ostatnie réwnanie przez



x a przedostatnie przez z otrzymujemy: Txz + 222 = 422, czyli 42? — Trz — 222 = 0. Mamy dwie

mozliwosci: z = 2z, ¥ = —7. Druga nie wchodzi w gre, bo zaktadamy, ze * > 0, y > 01 2z > 0.
Wobec tego = = 2z. Stad 9 = 222 + 22 = 922, zatem z =1. Wtedy y =z = 2.

Jesli z £y, to 7= —-2\. Wtedy Ty + 2z = —7x, co nie jest mozliwe, bo = > 0,y >0,z > 0.

Wynika stad, ze najwieksza wartoscia funkcji moze byé f(2,2,1) = 36 lub wartosé¢ przyjmowana
w punkcie sfery x? + y? + 22 = 9, w ktérym co najmniej jedna z liczb x,y,2 jest réwna 0. Jedli
a,b>0,to f(a,b,0) =Tab > 2ab= f(0,a,b) = f(a,0,b). Nalezy wiec znalez¢ najwieksza z tych liczb
22y, dla ktérych 2 >0, y > 0 i 22 +y? = 9. Niby mozna uzy¢ znéw mnoznikéw Lagrange’a, ale nie
warto: 2zy < x2 4+ y?, przy czym réwnos$é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy = = v, co oznacza,
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7e x =y = 7 Sa wiec dwie kandydatki na najwieksza liczbe f(%, %,O) =5 1 f(2,2,1) = 36.

Wieksza jest ta druga, wiec najwieksza wartoscia funkcji f na zbiorze zwartym A jest 36 = f(2,2,1).
Uwaga. Jesli kto$ ma ,dobry wzrok” i zna nieréwnoéé¢ 2uv < u?+4v?, to widzi, ze Try+2yz+2za =
:% - (2zy) + %(y -2z) + %(22 cx) < %(xQ —|—y2) + %(y2 +422) + %(422 +x2) = %(8332 +8y% + 82’2) =36,
przy czym rownos$¢ ma miejsce jedynie wtedy, gdy r =y =2z, czyligdy e =y=21 z2=1.

Jasne jest, ze do tego rozwiazania wystarczy¢ powinna wiedza wyniesiona z gimnazjum.

. Niech f(z,y) = %z?’ - %xQ —xy? + %y‘l. Znalez¢ wszystkie punkty krytyczne funkcji f 1 wyjasnié,
w ktérych z nich funkcja ma lokalne minima, w ktérych lokalne maksima, a w ktérych lokalnego
ekstremum w ogéle nie ma.

Rozwigzanie. Mamy dwa réwnania 0 = % =22-3x—9y?i0= %Jz; = —2xy+2y° = 2y(y®> — ).
Jesli y=0,to 2 =0 lub 2 = 3. Jedli y # 0, to y?> = =, wiec x = 4. Funkcja ma wiec cztery punkty
krytyczne: (0,0), (3,0), (4,2) i (4,—2). Mamy f(0,y) = 3y* > 0 dla y # 0, zatem w punkcie
(0,0) funkcja nie ma lokalnego maksimum. Mamy tez f(z,0) = (32 — 3)2? < 0, gdy 0 < |z < 2,
zatem warto$¢ f(0,0) nie jest tez lokalnie najmniejsza. Funkcja f nie ma w punkcie (0,0) lokalnego
ekstremum.

2z -3 -2 3 0
Mamy D?f(x,y) :< i2y 612 _y2$>7 zatem D?f(3,0) :<0 —6)’

D2f(4,2) = (_Z _él) i D2f(4,-2) = (i 146> Macierz drugiej rézniczki D?f(3,0) ma dwie
wartosci wlasne réznych znakéw, wiec w punkcie (3,0) funkcja f ma siodto. W punktach (4,£2)
macierz drugiej rézniczki jest okreslona dodatnio, wiec w tych punktach funkcja f przyjmuje wartosé

lokalnie najmniejsza. W

. Znalez¢ dyfeomorfizm przeksztalcajacy wnetrze tréjkata o wierzchotkach w punktach: (—1,0), (1,0),
(0,1) na wnetrze kwadratu o wierzchotkach w punktach: (1,1), (1,-1), (-1,1), (—=1,—-1).
Rozwigzanie. Niech ¢(x,y) = (—z —y,x —y). ¢ jest liniowym izomorfizmem plaszczyzny na
siebie, wiec jest dyfeomorfizmem klasy C* . Niech ¢(z,y) = (z, -1+ %) )
Poniewaz ¢(—1,0) = (1,—1), »(1,0) = (-1,1), ¢(0,1) = (—1,—1), wiec obrazem tréjkata
o wierzchotkach (—1,0), (1,0) i (0,1) w przeksztalceniu ¢ jest tréjkat o wierzchotkach (1,—1),
(=1,1) i (=1, -1).

Przeksztalcenie 1) przeksztalca pélplaszezyzne {(z,y): x < 1} na siebie. Obrazem proste;



postaci z = ¢ jest ona sama. Zachodzi tez oczywisty wzér ¢~ !(z,y) = (z,3(y +1)(1 —2) — 1),
zatem 1) jest dyfeomorfizmem klasy C*°. Jesli x < 1, to ¥(z,—1) = (z,—1), wiec odcinek otwarty
o koricach (—1,—1) i (1,—1) jest przeksztalcany na siebie. Jesli z < 1, to ¥(x,—z) = (z,1),
wiec odcinek otwarty o koricach (—1,1) i (1,—1) jest przeksztalcany na odcinek otwarty o koricach
(—1,1) i (1,1). Wynika stad, ze obrazem odcinka otwartego o konicach (z,—1) i (x, —z) jest odcinek
otwarty o konicach (x,—1) i (x,1). Oznacza to, ze przeksztalcenie ¢ przeksztalca tréjkat (otwarty)
o wierzchotkach (1,-1), (=1,1) i (—=1,—1) na kwadrat (otwarty) o wierzchotkach (1,1), (1,-1),
(-1,1), (-1,-1).

Wynika stad, ze przeksztalcenie 1) o ¢ przeksztalca wnetrze tréjkata o wierzchotkach (—1,0),
(1,0), (0,1) na wnetrze kwadratu o wierzchotkach (1,1), (1,-1), (-1,1), (=1,—1). Podamy jawny

£ s o _ 142—-3y\ __ 2(x—y+1)
wzor na to zlozenie: Yo (z,y) = (—z—y,—1+ lfmﬂf)—(—l’—y,—l-i-%)- u

. Niech ¢: (1,+00) — R bedzie funkcja klasy C*. Niech
K=A{(z,y,2): y=0,z=0p()}.

Niech M bedzie zbiorem otrzymanym przez obrét krzywej K o 360° wokot osi OZ .

(a) Wykazaé, ze zbiér M jest dwuwymiarows rozmaitoscia (wlozona w R3).

(b) Zalézmy, ze ©(2) = 1, ¢'(2) = —5. Wykazaé, ze p := (—1,4/3,1) € M i napisaé réwnanie
plaszczyzny stycznej do M w punkcie p.

Rozwiazanie. Latwo mozna zauwazyé, ze M = {(z,y,2): 2z = p(y/22 + y2), 2> +y> > 1}.

Poniewaz ¢ jest klasy C' i funkcja \/m tez jest klasy C', wiec funkcja go(\/m) tez
jest klasy C*. Jest ona okreslona na zbiorze otwartym {(z,y): 2% +y? > 1}. Jej wykres, czyli

zbiér K jest dwuwymiarows rozmaitoécia w R3.

Wektor grad (—z+p(v/2?+y?)) = [\/;Tyzgol(\/m)a Lo (\/a? +y2),*1} Jest

z24y?

prostopadly do plaszczyzny stycznej do rozmaitosci M w punkcie (x,y,go(\/ x? +y2)). Jesli

r= -1,y =3, to go( (—1)2+(\/§)2) = p(2) =1, zatem p = (—1,V3,1) € M. Wek-

tor prostopadly do ptaszczyzny stycznej do M w punkcie p to [%, —%, — ] . Réwnanie tej

plaszczyzny wyglada wiec tak: 5z —5v3y — 22 =—-5—-15—-2=—-22. W




