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Omoéwilismy catkowanie funkcji nieujemnych. W tej czesci zajmiemy sie calkowaniem funkcji do-
wolnego znaku. Zakladamy wszedzie, ze na przestrzeni X zdefiniowana jest miara p (wiec réwniez
przeliczalnie addytywne ciato zbioréw mierzalnych) oraz ze f jest funkcja mierzalng okreslona na X
lub mierzalnym podzbiorze X . W drugim przypadku mozna funkcje f przedluzyé¢ do funkcji mie-
rzalnej na calej przestrzeni definiujac jej wartosé poza dziedzinag jako 0. Sprawdzenie, ze rozszerzona
w ten sposéb funkcja jest mierzalna nie przedstawia najmniejszych trudnosci (nalezy skorzystaé z
definicji i tego, ze dopelienie zbioru mierzalnego jest mierzalne).

Definicja czesci nieujemnej i niedodatniej funkcji
Funkcje zdefiniowane réwnoéciami f, () = max(f(x),0), f = max(—f(z),0) nazywamy czescia
nieujemna, (dodatnia) i niedodatnia (ujemna) funkcji /.M

Z podstawowych wlasnosci funkcji mierzalnych wynika od razu, ze funkcje f, i f  sa mierzalne.
Zachodza oczywiste wzory f(z) = f. (z) — f_(z) oraz |f(z)| = f,(z) + f (x). Calki z funkcji f, i
f_ sa zdefiniowane, bo te funkcje sa nieujemne.

Definicja calki z funkcji mierzalnej
Jx fdp = [y fodu— [y f dp, jedli tylko réznica calek jest zdefiniowana, tzn. co najmniej jedna z
catek [ « fodu, J « f- du jest skoriczona. Méwimy, ze funkcja f jest catkowalna wtedy i tylko wtedy,
gdy [ fdp jest skoniczona.

Jasne jest, ze w przypadku funkcji nieujemnej f mamy f, = f, wiec otrzymujemy te sama
calke, ktora zajmowalidémy sie w przypadku funkcji nieujemnych.

Funkcja f jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy [y |fldp = [y fodu+ [ [ dp < +00.
Jest wiec inaczej niz w przypadku catki Riemanna — funkcja f moze nie mie¢ catki Riemanna, a
jej warto$¢ bezwzgledna moze by¢ calkowalna w sensie Riemanna, np. f(z) =1 dla z € QN [0, 1],
flx)=—-1dla z e (R\Q)NJ0,1], f(z) =0 dla z ¢ [0,1]. Wykazemy teraz kilka podstawowych
wlasnoéci calki .

Twierdzenie o elementarnych wlasnosciach calki Lebesgue’a

0° [y fdp jest skoriczona wtedy i tylko wtedy, gdy [ |f]du < 4oc0.

1° Jesli f <g,to [y fdu< [y gdu.

2° Jedli |f] < g i funkcja g jest calkowalna, to réwniez funkcja f jest calkowalna i zachodzi
nieréwnos¢ | [y fdu| < [ [fldp < [y gdp.

3° Jesli funkcja f jest ograniczona i u(X) < +oo, to funkcja f jest calkowalna na X .

4° Jedli funkcja f(x) = 0 dla prawie wszystkich € X (tzn. miara zbioru tych = € X, dla
ktérych f(z) # 0, jest réwna 0), to [, fdu=0.

5° Jedli funkcja f jest catkowalna, to |f(x)| < +oo dla prawie wszystkich z € X, tzn. miara

zbioru tych x € X | dla ktérych |f(z)| = oo, jest réwna 0.
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6° Jesli funkcja f jest calkowalna na zbiorze mierzalnym B, A C Bjest zbiorem mierzalnym, to
funkcja f jest calkowalna na zbiorze A.

7° Jedli [ f istnieje i ¢ € R, to funkcja cf jest catkowalnai [, (cf)du = c [ fdu. (calka jest
jednorodna)

8° Jesliistnieja calki [y fdu, [y gdp izdefiniowana jest suma [, fdu+ [ gdu, to istnieje catka

Jx(f +g)dp i zachodzi réwnosé [ (f +g)dp = [y fdu+ [y gdp. (calka jest addytywna)

7 wlasnosci 7° i 8° wynika, ze przyporzadkowanie funkcji catkowalnej jej calki jest operacja
liniowa, przestrzen liniowa, ktora mamy tu na mysli, tj. przestrzen funkcji catkowalnych na ustalonej
przestrzeni X jest na ogdt nieskonczenie wymiarowa, ale rowniez w takich sytuacjach liniowos¢ jest
bardzo istotna wlasnodcia.

Dowdéd. Dowody wlasnosci 0° — 4° sa natychmiastowe.

Gdyby funkcja f przyjmowala wartos¢ +o0o na zbiorze miary dodatniej, to zachodzitaby réw-
no$¢ [ f, dp = +oo, wiec réwniez [y fdu = +oo (catka [, f du musialaby w tej sytuacji by¢
skoriczonal!). Analogicznie w przypadku funkcji przyjmujacej wartos¢ —oo na zbiorze miary dodat-
niej. Wiasno$é 5° mozna uznaé za udowodniona.

Wiasnosé 6° wynika od razu z tego, ze [, fodu < [p fodp<oo i [, f du< [5f du<oo.

Wiasnosé 7° wynika z takiej samej wiasnosci dla funkcji nieujemnej i tego, ze (—f), = f i
(—f) = f..

Ostatnia z wypisanych wlasnosci calki jest najtrudniejsza do dowodu gléwnie ze wzgledu na
0gdblnosé zatozen. Mamy

frg=(f. =1 )+, —9.) = (f+9),+(f, +9.— (F+9),) = ((f+9) +(f +9. —(f+g).)) - Zachodai
tez wzér f,+g, —(f+g9), = [ +g.—(f+g)_ > 0. Wobec tego, ze dla funkcji nieujemnych dowodzona
teza jest prawdziwa, mamy: [ f, du+ [ g, du= [(f, +g,)dp = [(f+9), du+ [ (f.+9,—(f+g),)dn
oraz [fdu+ [g du= [(f +g )du= [(f+g) du+ [(f +g —(f+g))du. Jesli wiec calki
J fdp i [gdu sa skonczone, to [ f du+ [g du—[f du—[g du= [(f+g),du—[(f+g) du.
Stad wlasnosé 8° wynika dla funkcji catkowalnych.

Zalozmy teraz, ze [y fdpu = oo i [y gdu € R. Ozacza to, ze [y f du=o0, [ f dueR,
Jxg.dpeR, [ g dpeR. Mamy wiec [ (f+g) du< [ (f +g)du= [y [ du+ [y9 dueR.

Nalezy wykaza¢, ze [(f + g), = oo. Niech A = {z: f(z) > 01 g(z) > 0} i niech
B={z: f(z)>0>g(x)}.Jesli [, fdu<oo,to [,f =00, bowiem prawdziwe sa réwnosci:

0o =[xt = Jaupfdn= [4 fdu+ [ fdp,
wiec
Ix(F+9)dp> [,(f+9),du= [,(f+9)du> [, fdu=oc.

Teraz zalozymy, ze [ p fdu = oco. Niech (f,) oznacza niemalejacy ciag nieujemnych funkcji

prostych zbiezny do funkcji f na zbiorze B. Jedli fB fndu < oo dla kazdego n € IN, to na mocy

juz udowodnionej czesci twierdzenia mamy
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Is(f+9) = [p(fn+9)dp = [ fndp+ [p9du——r— 00+ [ gdp = o0
— ostatnie przejécie graniczne jest konsekwencja twierdzenia Lebesgue’a—Levi’ego o monotonicz-
nym przechodzeniu do granicy. Zalézmy teraz, ze dla pewnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
Jg fndp = co. Calka [, frdu jest suma sktadnikéw postaci cu(C), gdzie C C B. Co najmniej
jeden z nich musi by¢ nieskoriczony. Jezeli ¢ = oo, to rowniez ¢ + g = oo przynajmniej prawie
wszedzie w zbiorze C', bo funkcja g jako calkowalna na zbiorze B jest prawie wszedzie skoriczona
(na zbiorze miary 0 suma moze nie by¢ okreslona). Druga mozliwos$é to u(C) =00 i 0o > ¢ > 0.
Definiujemy zbiér D = {z € C: |g(x)| > §}. Poniewaz [, |g|du < oo, wiec u(D) < oo. Wobec
tego, na mocy juz wykazanej czeéci twierdzenia, zachodzi réwnosé fD(c +g)dp = cu(D) + fD gdu .
Dla z € C\ D zachodzi nieréwnos$¢ ¢ +g > 5, zatem fC\D(c+ g)dp > 5 - u(C\ D) = +oo.
Wynika stad, ze [, (fn + g)dp = fC\D(fn +9)dp + [ (fn + g)dp = o0 = [ fadp + [ gdu.
WykazaliSmy, ze dowodzony wzdér ma miejsce na kazdym zbiorze, na ktérym f,, jest stala. Wobec
tego, ze wszystkie wystepujace tu nieskonczone skladniki sa réwne +oo, wzor zachodzi dla funkcji
fn na zbiorze B. Poniewaz f + g > f, + g, wiec réwniez fB(f + g)du = oo. W podobny sposéb

mozna przeanalizowaé przypadek [ v Jdp=o0= J + 9dp . Dowdd zostal wymeczony. B

Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej
Jesli fn,: X — IR sa mierzalne dla n =1,2,3,..., g: X — [0, 00] jest calkowalna i |f,(z)| < g(x)

dla prawie wszystkich ¢ € X oraz f(x) = lim f,(z) dla prawie wszystkich « € X, to funkcja f
n—oo
jest calkowalna i zachodzi réwnos¢ [y fdu = lim [, fndp.

Dowdéd. Funkcja f jest mierzalna, bo jest granica ciagu funkcji mierzalnych. Wobec tego
funkcja |f| jest réwniez mierzalna oraz [y |f|du < [y gdp < oo, zatem f jest funkcja catkowalna.
Skorzystamy teraz z lematu Fatou. Mamy
2 [y 9dn= [y (29 1y, |f — ful) du = [y limy (29 — |f — ful)du = [ Timink, (2 — |7 — ful) <

<liminf, [(29 —|f — ful) =2 [y gdp —limsup,, [, [f — fuldp.
Stad wynika, ze limsup, [y [f — faldp < 0, wiec oczywiscie limsup,, [ [f — faldp = 0, zatem
zachodzi réwno$é¢ limy, [y |f — faldu = 0, a poniewaz | [ fdu — [ fadu| < [ |f = faldp, wiec
mozemy napisa¢ lim,, [ v fodp = J  fdp . Dowdd zostat zakoriczony. B

Uwaga
Z tego, ze limy, fn(x) = f(z) dla wszystkich 2 € X nie wynika, ze lim, [, fndu = [y fdp nawet
wtedy, gdy wszystkie rozwazane funkcje sa catkowalne. Niech f,(z) = 0 dla z € [1,1] a dla
z € [0,1] niech fn(z) = 4nz (5= — |z — 5-|) . Zachodza wzory f,(z) >0, f[0,1] fndly = 1 oraz
lim,, fo(x)=0. W

Twierdzenie o calkowalnos$ci w sensie Lebesgue’a funkcji caltk. w sensie Riemanna
Jedli funkcja f:[a,b] — IR jest catkowalna w sensie Riemanna, to jest réwniez catkowalna w sensie

Lebesgue i obie calki sa réwne.
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Dowdéd. Poniewaz zbiér punktow nieciaglosci funkcji f ma miare 0, wiec funkcja ta jest
mierzalna. Jest tez ograniczona, zatem jest catkowalna na podzbiorach miary skonczonej przedzialu
[a,b] . Podzielmy przedzial [a,b] na n przedzialéw réwnej dtugosci

Po1= [O,a—l— b_T“] , Pro= [a—i— b_Ta,a—l—Qb_T“] N A [a—i— (n— 1)%,1)} .
Niech yn; = fla+ (j — 1)17*7“), fn =32, Yn.j Xp, ;- Jasne jest, ze jesli p jest punktem ciagtosci

funkeji f, to lim f,(p) = f(p). Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej (majoranta,
n—oo

jest funkcja stala) wynika, ze lim f[a b fndly = f[a b fdly. Z drugiej strony zachodzi réwnosé
n—oo ) ’

Sy Fndts = 25 9 - 258 —— [ f@)de, zatem [, fdbr = [} f(x)dz. m

7 twierdzenia tego wynika, ze calki z funkcji jednej zmiennej, np. ,zdefiniowanych wzorami”
mozemy obliczaé za pomoca regul poznanych do tej pory. Funkcje nieujemne na nieograniczonych
przedziatach lub nieograniczone, ktérych niewladciwa catka Riemanna jest skonczona, sa catkowalne
w sensie Lebesgue’a. Podkresli¢ nalezy, ze funkcja przyjmujaca zaréwno wartosci dodatnie jak i
ujemne, ktérej niewlasciwa catka Riemanna jest skoriczona, moze by¢ niecalkowalna w sensie Lebes-
gue’a. Nalezy podaé przyklad!

Czesto obliczanie calek ulatwia zamiana zmiennych. Umozliwia ja

Twierdzenie o calkowaniu przez podstawienie, czyli o zamianie zmiennych
Niech ¢p:G — R* bedzie dyfeomorfizmem zbioru otwartego G C R* na jego obraz ¢(G). Niech
f19(G) — [—o00, +00] bedzie funkcja mierzalng i nieujemna, lub catkowalna. Wtedy funkcja
fop-|det Dy| jest mierzalna i nieujemna lub catkowalna i zachodzi réwnosé

f(p(G) fdb, = fo op-|det Dp|dl .

Lemat
Zalézmy, ze Q C G jest kostka domknieta (czyli k-wymiarowym przedzialem domknietym o
réwnych krawedziach). Dla kazdej liczby dodatniej e istnieje liczba 6 > 0 taka, ze jesli R C @
jest kostka o §rodku p i krawedzi mniejszej niz 25, to (R) C ¢(p) + (1 +¢)Dp(p)(R —p) .

Mozna teze lematu wzmocnié¢ i napisaé, ze dla dostatecznie matych liczb § > 0 zachodzi

e(p) + (1 —€)De(p)(R —p) € ¢(R) € ¢(p) + (1 +¢)Dy(p)(R—p),

co lepiej oddawaloby tresé¢ lematu. Chodzi o to, ze poniewaz przeksztalcenie ¢ jest klasy C', wiec
obraz dostatecznie malej kostki malto rézni sie od obrazu tejze kostki przez przeksztatcenie afiniczne
przyblizajace . Byloby to nieco trudniejsze w dowodzie, ktéry przeprowadzimy uzywajac jedynie

nieréwnosci, ktéra znalazla sie w sformutowaniu lematu.
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Dowéd. Kostka @ jest zbiorem zwartym, odwzorowanie Dg: Q — L(R*; RF) jest ciagle,
jego wartodci sa izomorfizmami RF . Istnieje wiec taka liczba M > 0, ze dla kazdego x € @
zachodzi ||(D<p(x))_1H < M. Z jednostajnej ciagtosci Dy wynika, ze dla kazdej liczby £ > 0

13

istnieje liczba 1 > 0 taka, ze jesli x,y € Q i [|[x —y| < 7, to ||[De(x) — De(y)| < T

Stad wynika, ze jesli R C @ jest kostka o krawedzi 2a < 26 := %% (wiec zawartej w B(p,n)) i
érodku p, x € R, to x—p€R—p, ||x—p| <avk <dVk =1n oraz

—1 —1
[(De(p)) "~ (p(x) = (p)) = (x = p)|| < [|(De(p))  [¢(x) — ¢(pP) — De(p)(x — P)]| <

= tgl[(l)P”H (De()) ' [De(p + t(x — p)) — De(p)] || - [x — Bl < M - === - [x — p[| < ea

— zastosowali$my twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej. Z otrzymanej nieréwnosci wynika,
ze punkt (De(p))~' (¢(x) — ¢(p)) znajduje sie w kostce o srodku p i krawedzi 2(1 + €)d,
czyli w kostce (1 4 ¢)(R — p), zatem punkt ¢(x) — ¢(p) znajduje sie w réwnoleglodcianie
D(p(p)(R - p) , wiec punkt ¢(x) lezy w réwnolegloscianie p(p) + Do(p) (R - p) , a to wlasnie
mieliSmy wykaza¢. B

Dowéd twierdzenia o zamianie zmiennych

Kostka R o krawe-
dzi 2a isrodku p
to {x: |zj—ps|<a,
j=1,2,...,k}.
Jesli x€R,
ly—x||<ea , to dla
7j=1,2,...,k mamy
ly;—51<|ly—x|<
ea, wiec |y;—p;|<
lys—zj|+|ej—p;|<
(14¢€)a, tzn. y€
p+(l+e)(R—p),
czyli y znajduje
si¢ w kostce o $rod-
ku p i krawedzi
2(1+¢€)a otrzy-
manej z kostki R
przez zastosowanie
jednoktadnosci o
§rodku p w skali
1+¢ . Nalezy zrobié
rysunek w dwéch
wymiarach (k=2).

Zbiér otwarty mozna przedstawié jako sume kostek o wnetrzach parami roztacznych (opisalismy

to dokladniej w dowodzie twierdzenia o jednoznacznosci miary Lebesgue’a). Niech @) oznacza jedna,
z tych (przeliczalnie wielu) kostek, a niech oznacza jej krawedz. Wobec tego x(Q) = a* . Podzielmy
kostke @ na 2F" kostek Q1,Q2,...,Qqkn kostek o krawedziach réwnych 5 - Jesli n jest dosta-
tecznie duze, to 5 < 9, liczba § > 0 zostata dobrana do liczby € > 0 zgodnie z teza lematu. Niech
p; oznacza Srodek kostki Q;. Z lematu wynika, ze
0(Q) =U; (@) € Uj[e(ps) + (1 +)De(p;)(Q; — pj)] -
Poniewaz (14 ¢)De(p;)(Q; —p;)) = (1+¢) | det(Dcp(pj))‘ - 0,(Q;) , wiec zachodzi nieréwnosé
Ue(p(Q) < (1+2)X;| det(Dyp(py)) |01 (Q;) -

Zdefiniujmy f,(x) = ‘det(Dgp(pj))‘ dla x € int(Q;). Mamy wiec f, = >_; Xintca;) - Funkcja
x — |det(Dg(x))| jest ciagta na kostce @Q, ktdra jest zwarta, zatem funkcja x — ‘det(Dcp(x))|
jest jednostajnie ciaglta na Q. Wynika stad, ze ciag (f,) jest jednostajnie zbiezny do |det(D<,0)‘
na zbiorze (1, (Ujint(Qj)) C @, wiec na zbiorze miary ¢x(Q) (miara podprzestrzeni afinicznej
wladciwej jest réwna 0, wiec suma miar brzegéw wszystkich rozwazanych kostek réwna jest 0),

zatem [, fdly—— Jo | det(Dy)| dly, a poniewaz Jo fndl = 32, | det(De(p;))| €:(Q;), wiec

l(p(Q)) < (14¢) fQ | det(De)| dly . Ostatnia nieréwnos¢ zachodzi dla kazdej liczby € > 0, zatem

l(p(Q)) < fQ | det(Dy)|dey, .
Stad wynika od razu, ze dla (x(¢(G)) < [, ‘ det(Dgp)‘ dlj, . Mozna to rozumowanie zastosowac¢ do
dowolnego zbioru otwartego U € G . W rezultacie £x(o(U)) < [, | det(Dep)|dl), dla kazdego zbioru
otwartego U C G

Jesli A C G jest zbiorem mierzalnym miary skoriczonej, to istnieja podzbiory U; D Us O ...
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otwarte w zbiorze G takie, ze €(U, \ A) < 1, U, 2 A. Wobec tego nlln;oék(Un) = {1 (A). Niech
U =N, Un. Oczywiscie U 2 A, £x(U\ A) = 0. Poniewaz zbiér ¢(U,) jest mierzalny (bo jest
otwarty jako obraz dyfeomorficzny zbioru otwartego), wiec

(i (#(A)) < b ((Un)) < [y, [det(Do)| = [y, Xor,
Stad i z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej wynika, ze

(i (p(4)) < lim Ly (o(Un)) < lim [, | det(De)|déx = lim_[;; X, | det(Dg)|dly =

det(Dy)| .

= [y, lim Xy, | det(Dyp)|dly, = [, Xv|det(Dp)|dly, = [, Xa| det(Dy)|dly, = [, | det(Dp)|dls

n=o00

Stad w szczegdlnosci wynika, ze jesli £5(A) =0, to £ (w(A)) =0, w szczegblnosci zbidr ¢(A)
jest mierzalny. Dyfeomorfizm ¢ jest homeomorfizmem, wiec obrazy zbioréw borelowskich sa zbio-
rami borelowskimi, wiec mierzalnymi. Kazdy zbiér mierzalny A mozna przedstawié jako sume zbioru
F typu F, , wiec borelowskiego i zbioru B miary zero. Wobec tego zbiér ¢(A) = o(F) U ¢(B) jest
mierzalny. Mozemy wiec juz pisaé g (ga(A)) zamiast £ (ga(A)) . Zauwazmy jeszcze, ze zbior A jest

1

mierzalny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér ¢(A) jest mierzalny, bo ="' réwniez jest dyfeomorfizmem!

Kazdy zbiér mierzalny A C G moze by¢ przedstawiony jako suma przeliczalnej rodziny parami
rozlacznych zbioréw mierzalnych {4, } miary skoriczonej. Dla kazdego z nich zachodzi nier6wnosé
U (e(An)) < [, | det(Dap)|d€;€ . Sumujac te nieréwnoéci otrzymujemy

Uk (p(A)) < [ |det(Dy)|dly,
co mozna zapisaé tak:
Sotcy Xea) @l < [g Xo(ay © ¢ - | det(Dy)| dly, .
7 addytywnodci obu stron tej nieréwnosci wynika, ze jesli f jest nieujemna funkcja prosta, to
Joy fdl < Jo F o | det(Dy)|dby .
Jedli teraz f jest nieujemna funkcja mierzalna na zbiorze ¢(G), to istnieje niemalejacy ciag (f,)

nieujemnych funkcji prostych zbiezny do ¢. Mamy nan;ofn o - ‘det(Dgo)| =fop- |det(D<p)| ,

zatem funkcja foyp- ‘ det(Dgo)‘ jest mierzalne i na mocy twierdzenia Lebesgue’a—Levi’ego zachodzi

oy Fdle = N [ fdly < lim[o foo @ |det(De)|dlr = [ f o | det(Dy)|dli.

Wiemy wiec, ze nieréwno$é f«p(G) fdl, < fo oy - ‘det(Dgo)‘ dly, zachodzi dla kazdego dy-
feomorfizmu ¢, kazdego zbioru otwartego G i kazdej nieujemnej funkcji mierzalnej. Mozemy wiec
zastosowad ja, do funkcji fogo-‘ det(D<p)| , zbioru (@) i dyfeomorfizmu ¢! . Mamy ¢! (¢(G)) = G
oraz
(f op- | det(Dcp)D op~t. | det(Dgp’l)‘ =

=fogpop t.|det(Dp)| o™t |det(Det)| = f-|det D(pop)| = f,
zatem [, f oo |det(De)|dbi < [ (£ o0+ [det(De)]) o 9t - [det(Di™h)|dly = [, g f b

W polaczeniu z poprzednia nieréwnoscia mamy

Jo fog-|det(Dy)|dl, < f(p(G) fdle < [ fop-|det(Dy)|dly, czyli
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Jo fow-|det(Dy)|dty = [, fdli,
a to wlasnie mieliSmy udowodnic¢.

Pozostaly jeszcze funkcje catkowalne. To jednak nie stanowi zadnego problemu, bo kazda funk-
cja calkowalna moze byé¢ przedstawiona jako réznica dwu funkcji nieujemnych, a do kazdej z nich
twierdzenie juz mozna zastosowadé, potem odjaé otrzymane rownosci stronami. l

Wykazemy teraz twierdzenie, ktore pozwala sprowadzi¢ obliczanie catek wzgledem miary ¢ do
obliczania calek wzgledem miar na przestrzeniach nizszego wymiaru.

Twierdzenie Fubini’ego dla miary Lebesgue’a
Zalézmy, ze f ‘R* x Rl — [—00,00] jest funkcja mierzalng nieujemna lub catkowalna. Niech
fx(y) = f(x,y) = f¥Y(x). Wtedy dla prawie kazdego x € R” i dla prawie kazdego y € R! funkcje
fx 1 fY sa mierzalne, funkcje y — [0 Y (X)dlr 1 x — [ fx(y)dl; sa mierzalne i zachodza
réwnosci

Jre (fm fy(X)dék) dly = [pesi fdliri = [ ( S [ (x) d&) dly, .

Dowdéd. Podobnie jak w przypadku twierdzenia o zamianie zmiennych wystarczy wykazaé
to twierdzenie jedynie w przypadku funkcji nieujemnych, wiec w dalszym ciagu rozpatrywane beda,
jedynie funkcje mierzalne nieujemne. Wykazemy najpierw teze w przypadku funkcji charakterystycz-
nych zbioréw mierzalnych.

Dla dowolnego zbioru A C IR** definiujemy przekréj pionowy Ay = {y € R': (x,y) € A} i
przekréj poziomy AY = {x € R*: (x,y) € A}. Jasne jest, ze prawdziwe sa wzory

(Undn), = U, (4n) . (NuAn), =N, (4n), oraz (R*'\ A) =TR"\ Ay.
Wynika stad, ze rodzina M zbioréw A C R**!, dla ktérych oba zbiory Ayx i AY sa mierzalne dla
wszystkich x € R” idla wszystkich y € R jest przeliczalnie addytywnym cialem zbioréw zawiera
ona wszystkie zbiory otwarte, bo jesli zbiér A jest otwarty w IRF™'| to oba zbiory Ayx i AY sa
otwarte w IR® i odpowiednio w IR'. Wobec tego M D B(IRF*').

Niech p(A) = [ €k(AY)dl;. Bez trudu sprawdzamy, Ze funkcja g jest miara na B(RF.
Jesli A = B x C, B jest k—wymiarowym przedzialem, C' — przedzialem [—wymiarowym, to za-
chodzi wzér p(A) = [ le(B)dl; = £ (B){;(C). Wobec tego: jesli A jest zbiorem ograniczonym,
to u(A) < 400, bo zbiér A jest zawarty w pewnym przedziale, jesli A jest zbiorem otwartym,
to p(A) > 0, bo kazdy zbidr otwarty zawiera pewien (niezdegenerowany) przedzial. Jesli zbiér A
przesuwamy o wektor v = (v, v,), to zbiory AY sa przesuwane o wektor v, , a zbiory Ax —
o wektor vy . Prawdziwa jest réwno$é¢ ¢ (AY + vy) = £p(AY) (i 4(Ax + vy) = lk(Ax)), zatem
w(A+v)=u(A). Stad i z twierdzenia o jednoznacznos$ci miary Lebesgue’a wynika, ze pu = £,
przypominamy, ze obie miary przyjmuja te same wartosci na przedziatach k4 [—wymiarowych. Stad
wynika, ze lewy z dowodzonych wzoréw zachodzi w przypadku funkeji charakterystycznej zbioru

borelowskiego. Analogicznie dowodzimy, ze prawy wzér jest prawdziwy w tym przypadku.
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Jesli £x41(A) = 0, to istnieje zbiér borelowski B (nawet typu Gs) taki, ze £ (B) =0 i
A C B. Wynika stad dla kazdego y € IR' zachodzi nieréwnosé G(AY) < £,(BY). Mamy tez
fIRl Lp(BY)dt, = 0, zatem dla prawie wszystkich y € R! zachodzi réwno$é p(BY) = 0, wiec
réwniez (AY) = 0. Wynika stad, ze funkcja y — £ (AY) jest mierzalna w sensie Lebesgue’a,
bo jest rowna 0 prawie wszedzie oraz ze rodzina M zawiera rowniez zbiory miary 0. Zachodzi
tez wzor f]Rl £ (AY)dl; = 0. Przeliczalnie addytywne cialo podzbioréw R** | ktére zawiera zbiory
borelowskie i zbiory miary 0, zawiera wszystkie zbiory mierzalne. Dowodzony wzér zachodzi w
przypadku kazdego zbioru mierzalnego, bo kazdy zbiér mierzalny mozemy przedstawi¢ w postaci

sumy dwoch rozlacznych zbioréw: borelowskiego i zbioru miary 0.

Stad juz teza twierdzenia wynika w standardowy sposéb: poniewaz zachodzi dla funkcji charak-
terystycznych zbioréw mierzalnych, wiec zachodzi dla funkcji prostych. Potem korzystamy z tego,
ze kazda nieujemna funkcja mierzalna jest granica niemalejacego ciagu funkcji prostych i stosujemy

twierdzenie Lebesgue’a—Levi’ego. Dowdd zostal zakonczony. B

Definicja przestrzeni funkcji catkowalnych
Zalézmy, ze p jest dowolna miara na przestrzeni X . Przez L'(u) oznaczamy zbiér funkcji catko-
walnych w sensie Lebesgue’a wzgledem miary u, przy czym utozsamiamy funkcje rézniace sie jedna
od drugiej jedynie na zbiorze miary 0, tzn.
fel'(w) & [x|fldn<ooijedli f,ge LM (p), to f=g& u({zeX: flz)#g(@)})=0.

Jest jasne, ze L(u) jest przestrzenia liniowa: jedli f i f réznia sie na zbiorze miary 0 oraz g i §
réznia sie na zbiorze miary 0, to rowniez f + g oraz f—i— g rézmia, sie na zbiorze miary zero (suma
dwéch zbioréw miary 0 jest zbiorem miary 0). Ta sama uwaga dotyczy mnozenia przez liczbe.
Wobec tego wyniki dzialan nie zaleza od wyboru reprezentanta z klasy abstrakcji rozpatrywanej
relacji réwnowaznosci. Elementy przestrzeni L' (1), to formalnie rzecz biorac klasy abstrakcji relacji

réwnowazno$ci, ale nazywane sa funkcjami. Nie prowadzi to na ogét do nieporozumien.

Definicja normy w L'(u)
Jesti f € L), to £l = fi 1f]dye. m

7 wlasnoéci calki wynika od razu, ze jesli f i f réznia sie na zbiorze miary 0, to zachodzi
ré6wnosé ||fll1 = [ [fldp = [y |f1dp = || f]|1, czyli warto$¢ normy nie zalezy od wyboru reprezen-
tanta z klasy abstrakcji rozpatrywanej relacji réwnowaznosci. Jasne jest, ze ||f + gll1 < [|f|1 + |lgl
iltflli = It - || fll1 — uzycie stowa norma jest wiec usprawiedliwione.

Udowodnimy teraz bardzo wazne

Twierdzenie o zupelnoéci przestrzeni L'(u)
Przestrzen funkcji catkowalnych jest przestrzenia metryczna zupela.: jesli ciag (f,) spelia warunek
Cauchy’ego, czyli jesli Ves03n. Vi nsn. || fn— fmll1 < €, to jest zbiezny w L'(p), czyli istnieje funkcja
[ € LY(p) taka, ze nan;o|\fn —flli=0.
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Dowéd. Zalézmy, ze ciag (f,) spemia warunek Cauchy’ego w L'(y). Niech (fn,,) bedzie
takim podciagiem, ze g > || frn, — frmsa 1 = [ [frm = i | di, Tatwy dowdd istnienia takiego
ciagu pomijamy. Niech A, = {z € X: |fn,.(2) = frn.i(®)] > 55} . Mamy p(A;,) < 5757 . Niech
By = UpsmAn - (Bm) < T + gz + - = 30 - Niech B =1, By, .Oczywiscie u(B) = 0. Jesli

x ¢ B, to x ¢ By, dla dostatecznie duzych m (bowiem B; D Bz D ...) i wobec tego = ¢ A, dla

L

n > m. Stad wynika, ze dla kazdego j > m zachodzi nieréwnos¢ |fp,(z) — fn,,,(2)| < 57, a stad

wynika, ze szereg ;[ fn; (¥) — fn,,, (%) jest zbiezny.

o0
Niech g(x) = Z'f"J (%) = fn, 4, (x)]. Z nieréwnodci tréjkata wynika, ze dla kazdego i zachodzi
it

oo
nieréwnosé g(x) > |fn, ()| Zachodzi tez nieréwnosé¢ [ gdu < Zﬁ < 00, tzn. funkcja g jest
Jj+1

catkowalna.
Dla kazdego x ¢ B ciag (fnj (:c)) spelnia warunek Cauchy’ego. Niech f(z) = lim f,;(z). Zde-
j—o00
finiowalidmy wiec funkcje f poza zbiorem B, ktérego miara jest rowna 0. Z twierdzenia Lebesgue’a
0 zbiezno$ci zmajoryzowanej (majoranta jest funkcja g )wnioskujemy, ze fX fn; dp—— fX fdu
J—00

i, co wiecej, ||fn, — flli = [x | fn, —f|cl,uj_}—oo>07 zatem jlirgofnj =fwli'.m

Przykiad
Niech f(*) = e *"~%". Obliczymy calke [p. fdls.

Niech (5) = (;5n0) - Niech G = {(5): > 0,10 < 7}. Wtedy (G) = R*\ {(;): @ <0},

rsin 6

det (D(p(g)) = r, a to oznacza, ze ¢ przeksztalca dyfeomorficznie zbiér G na zbiér ¢(G). Zbidr
{@): =

Mamy wiec f]RQ fdly = f(p(G) fdbs

< 0} ma miare 0, bo jest zawarty w prostej (czyli podprzestrzeni liniowej wlasciwej).

podst.

Jofo (p‘ det(Dgo)‘ by —bini fooo ()", e_’“27°d9) dr =
= [ (e*’ﬁr [T _db)dr = [;F (27re*T27") dr = fﬂe’ﬂ‘go = 7. Z drugiej strony zachodzi réwnosé
Fo Fty L[ ([ ey = 5 (e [, e ey =

= (Joe ) (e dy) = (J2 e da)”
Wynika stad, ze ([~ e~ dx)2 = Jre e~V dly = 7, zatem 1= e dx = /7. Znalezliémy

wartos¢ calki z funkcji wykorzystywanej np. w statystyce. Ten sposéb jest o wiele prostszy niz

poznany na I roku. W

Przykiad

Znajdziemy miare k-wymiarowej kuli o promieniu r > 0.
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Niech

r1 =pcosfycosbly-...-coslp_ocosbr_1
To =pcosfycosly ... cosbli_osinby_1
r3 =pcosfycosly ... -sinf_o

Tp_o =pcos b cos Oy sin O3
Tp_1 =pcos b sinfy
rr =psinf,

Niech ¢(0,01,02,...,0k—2,0k—1) = (x1,22,...,2T5-1,Tk) .

Niech G = {(9791;927~'~79k7279k71): 0<p< 7’,|91| < %,|92| < g,...,|9k,2| < %;|9k71| < ’/T}.

Przeksztalcenie ¢ odwzorowuje zbiér otwarty G w kule otwarta o srodku w punkcie 0 i promie-

niu 7. Zobaczymy jakie punkty kuli sa jego warto$ciami. Oznaczamy g = \/ 3423+ i Jesh

|zx| < o, to istnieje dokladnie jedna liczba 60; € (=5, %) taka, ze x = psinf; . Wtedy oczywiscie

pcosf, = \/:E% + :L'% + -4 :c%_l . Jedli |zk—1] < ocosby, to istnieje dokladnie jedna liczba 6y €
(—%,%) taka, ze 21 = pcosf;sinfy. Kontynuujac to postepowanie definiujemy kolejno liczby
03,04,...,0k_o. W ostatnim kroku mamy zdefiniowa¢ 0;_1 wiedzac, ze ma by¢ spelniona réwnosé
22 4+ 23 = p?cos? 01 cos? O ... cos? 0o . Jest to mozliwe, jedli x; > —pcosfy cosfy...cosb_o przy
czym jednoznacznosci wyboru nie gwarantuje warto$¢ xs, ale wartosci obu wspétrzednych 1, xo
juz tak. Latwo mozna zauwazy¢, ze z kazdej z réwnoéci
|zk| = 0, |Tk—1] = 0cosby,...,|xs| = 0cosBicosby...cosb_o

wynika, ze xo = 0. Réwniez z tego, ze x1 = —pcosfy cosbs...cosb,_o wynika, ze zo = 0. Wobec
tego, jesli x € B(0,7)\ p(G), to z2 =0, zatem £, (B(0,7)\ ¢(G)) =0 (réwnanie z2 = 0 definiuje
podprzestrzenn k — 1—-wymiarowa przestrzeni R¥ ). Miare 0 ma réwniez sfera bedaca brzegiem
kuli B(0,7), czyli zbiér B(0,7)\ B(0,7), bo jest zawarta w sumie dwéch wykreséw funkcji & — 1
zmiennych. Wobec tego (4 (B(0,7)) = €,(B(0,7)) = {x((G)) . Macierz rézniczki przeksztalcenia
p wyglada tak:

cosfycosbsy...cos0;_1 —psinficosbs...cosb_1 ... —pcosficosfsy...sinfp 4
cosfycosfsy...sinfr_1 —psinfjcosbs...sinfp_1 ... ocosfycosbs...cosbr_q
cos 01 sin 04 —o0sinf; sin 0, .. 0
sin 6, 0 cos 6 ... 0

Bez trudu sprawdzamy, ze klumny tej macierzy sa k—wymiarowymi wektorami wzajemnie prosto-
padtymi (w przypadku k& = 3 jest to fakt powszechnie znany: promieni sfery jest do niej prosto-

padty, wiec jest prostopadly do potudnikéw i réwnoleznikéw, ktére tez sa wzajemnie prostopadie
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— wektor g—‘P wskazuje kierunek promienia, wektor 6!97«9 — kierunek potudnika, wektor 6’97‘" — kie-
4 1 2

runek réwnoleznika). Macierz Dy(g,01,02,...,0;r_1) jest wiec ortogonalna. Wobec tego macierz

(Dgp(g,@l,@Q, .. .,Gk,l))T - Dp(0,01,02,...,0k_1) jest przekatniowa, na przekatnej znajduja sie

kwadraty skalarne kolumn macierzy Dy(p,01,6s,...,0;_1). Liczba ‘ det (Dgo(g, 01,0o,... ,9k—1))|

réwna jest wiec iloczynowi dlugosci kolumn macierzy Dg(p, 01,602, ...,0k—1), czyli

1-0-(0cosf)-(ocosf cosBy)-...-(ocoshycosby...cosb_ o) = 0"t cosk=26;cos*30y...cos0, .

Mozemy przystapi¢ do rachunkéw: ¢, (E(O, r)) =l (gp(G)) = f«ﬂ(G) dly, =

podst.

— /5 | det(Dcp)|d€k =/ (gkil cos®=20; cosk 30, .. .cos Qk,g) dey, =

r ™ iy iy -
ﬁ/ o 1do- /2 cosk=2 6, db, - /2 cosF305d0, - .. .- /2 cos 0,_odbi_o / dfr_1 .
0 -3 -3 -3 -7
T s
Oczywiscie / " ldo = %rk , / df;—1 = 2w . Na pierwszym roku wykazalismy tez, ze jesli j > 2,
0 -

pusy

5 , . 3 ,
to / cos’ 0df = jj;l / cos’ 2 0df . Z tego wzoru wnioskujemy, ze jedli j jest liczba parzysta, to
7% —

pus
2

x x
3 . . 3 . .
Jj —J=1 . 3=3 . 3.1 504 qi i J —J=1 . j=3. 4.2,
/ﬂcos 0do = yii e AR 57, jesli j jest nieparzyste, to cos’ 0df = i AERRAE A5 2.
-%

s
2

Podstawiajac, skracajac i upraszczajac otrzymujemy £, (E(O7 7“)) = rhgk/2 (k/12)! dla k parzystego
oraz (,(B(0,r)) =2r*1 15 ... %(277)(’“’1)/2 dla nieparzystego k. B

Zadanko.
Zapisaé otrzymany wynik za pomoca funkcji I' bez rozrézniania przypadkéw. B

Definicja stozka
Stozkiem C(P,v) o podstawie P € L(IR*™') i wierzcholku v € IR¥, v > 0 nazywamy sume
wszystkich odcinkéw zaczynajacych sie w punkcie v i koniczacych w punkcie zbioru P x {0}, mamy
wiec C(P,v) = {t(x,0)+ (1 —t)v: xeP,tec(0,1]}. m

Przykiad
wykazemy, ze { (C’(P, v)) = %vkﬁk,l(P) . Wzér ten obejmuje miedzy innymi wzdr na pole tréjkata
(k =2), wzoér na objetosé ostrostupa (k = 3, P — wielokat) oraz wzor na objetosé stozka (k =3,
P —kolo).

Niech ¢: R* 1% (0,1) — IR* bedzie odwzorowaniem danym wzorem ¢(x,t) = t(x,0)+(1—t)v.
Macierz rézniczki ¢ wyglada tak:

t 00 ... O xr1 — U1
0ot 0 ... 0 Xog — V2
00 0 ... t Thk—1 — Vk—-1
000 ... 0 —Vk
Wobec tego |det (Dcp(x,t))| = tk=1lv,, . Latwo mozna sprawdzié, ze ¢ jest réznowartosciowe. Po-
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niewaz jego rozniczka w dowolnym punkcie dziedziny jest izomorfizmem, wiec ¢ jest dyfeomorfizmem
zbioru otwartego G = IR*™! x (0,1) € R” na jego obraz C IR”. Caly stozek z wyjatkiem punktéw
zbioru miary 0, z wyjatkiem podstawy I wierzcholka jest zawarty w tym obrazie. Niech C' = C(P,v).

podst. Fubini

Mamy wiec gk(C) = f(p(G) Xo dly, fG pr(071)tk71”0k dly,

= [prs Xedly_y - [y 5 o dt = 61 (P) - Loy,

Wzér zostal udowodniony. B

Definicja srodka ciezkosci
Jesli p jest pewna miara okreslona na B(IRF), zbiér A jest mierzalny, 0 < u(A) < co, funkcje
r1, Ta,...,Tr sa calkowalne na zbiorze A, to srodkiem ciezkosci zbioru A nazywamy punkt
c(A) = (e1,¢2,...,c,) zdefiniowany wzorami ¢; = ﬁ fA xjdp, co mozna zapisaé¢ réwniez tak
c(A) = m / 4 Xdp, przyjawszy, ze funkcje o wartosciach wektorowych catkujemy obliczajac catki
z jej wspdlrzednych. B

Bezposrednio z definicji wynika, ze jesli zbiory A i B maja $rodki ciezkosci i sa rozlaczne, to
réwniez zbiér A U B ma srodek ciezkosci i zachodzi réwnosé

(AUB) = #A c(A) + B (D).

7Z liniowosci calki i twierdzenia o podstawianiu wynika, ze jesli L jest liniowym izomorfizmem R”
na siebie, p = ¢, A ma $rodek ciezkosci, to réwniez zbiér L(A) ma $rodek ciezkosci i zachodzi
ré6wnos$é ¢(L(A)) = L(c(A)):
o(L(A) = gy fuon X0 =2 gty [ L)l det(D)|dba = rrbyL( [y db) = Lic(A)

Twierdzenie Pappusa—Guldina *

Jesli A jest zbiorem zawartym w {x € R 2, =0< x1}, ktéry ma srodek ciezkosci, B jest
zbiorem, ktéry powstaje w wyniku obrotu zbioru A o kat 27 wokél prostej 1 = x9 = 0, to
l3(B) = 2mrla(A), gdzie r jest odlegloscia $rodka ciezkosci zbioru A od osi obrotu.

Dowéd. Niech ¢(x1,x3,t) = (21 cost,xysint, z3), G = {(x1,23,): 21 >0, 0 <t < 27}.
Jasne jest, ze ¢(G) zawiera prawie wszystkie punkty zbioru B: wszystkie z wyjatkiem lezacych w

pélptaszczyznie {x € R®: x; > 0 = x5}, ktérej miara jest réwna 0. Mamy

cost 0 —xysint
Dy(zq1,23,t) =| sint 0  xcost
0 1 0

Wobec tego |det(Dy(z1,x3,1t))| = 1. Mozemy wiec napisac:

podst.

l3(B) = [ Xodls Jo X oprwrdls = [ (g m T1dls == [XT - [} 3y dly =

= 271'(2(14) . mIA.ﬁldEQ. |

* Pappus (290-350), Guldin(1577-1643)
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W ostatnio oméwionych przykltadach okazywalo sie, ze po ewentualnej zmianie uktadu wspot-
rzednych (czyli przeksztalceniu za pomoca dyfeomorfizmu) i usunieciu zbioru miary 0 mieliSmy juz
do czynienia z iloczynem kartezjanskim dwdéch lub wiekszej liczby zbioréw, co pozwalalo na skorzy-
stanie z twierdzenia Fubini’ego. Dowéd twierdzenia Pappusa—Guldina to jeszcze jedna ilustracja tej
metody.

Zajmiemy sie na zakoriczenie tego semestru twierdzeniami pozwalajacymi przybliza¢ funkcje
catkowalne funkcjami o jeszcze lepszych wilasnosciach. Zaczniemy od najprostszego.

Twierdzenie o gestosci funkcji ciagtych w L!

Dla kazdej liczby € > 0 i kazdej funkcji f € Ll(IRk), tzn. funkcji catkowalnej wzgledem k-—wymia-
rowej miary Lebesgue’a, istnieje funkeja ciagla g:IR¥ — IR taka, ze If=gl = f]Rk |f—gldle <e.

Dowdd. Niech A bedzie zbiorem mierzalnym miary skonczonej. Istnieja wtedy zbiory FF C A
i G D A takie, ze (G \ F) < €. Z twierdzenia Tietzego (a nawet z lematu Urysohna) wynika, ze
istnicje funkcja ciagla ¢g:IRF — [0,1] taka, ze g(x) =0 dla « ¢ G oraz g(z) =1 dla x € F.
Wobec tego [e [Xa — gldle < [onp|Xa — gldl < 1-0x(G\ F). Teza twierdzenia zachodzi w
przypadku funkcji charakterystycznej zbioru miary skoniczonej. Wobec tego zachodzi dla kombinacji
liniowej takich funkcji, czyli dla dowolnej funkcji prostej: jesli £x(A;) < oo oraz | Xa;, — g;ll1 <
T ey da j =12,...,n, to ||chjXAj —chjngl < Xilel - 1Xa; — gsll < €. Niech
f bedzie nieujemns funkcja catkowalna. Istnieje niemalejacy ciag (f,) funkcji prostych zbiezny
punktowo do funkcji f. Z twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem catki
wynika, ze nlirlgo Jme fndle = [y fdly, astad iz tego, ze f > f, wynika, ze ||f — full1 mo.
Istnieje wiec liczba n taka, ze ||f — full1 < 5. fn jest funkcja prosta, wiec istnieje funkcja ciagla g
taka, ze || fn —gll1 < 5. Oczywiscie ||f —glli < ||f = fullt + |fn — 9l < 5+ § =¢. Dowdd zostal
zakoniczony. B

Definicja splotu dwu funkcji
Jesli f,g € L'(IR®) lub jesli f e LY(IRF) i g jest ograniczona funkcja mierzalna, to

frg(x) = [pe f(x—y)g(y)dlr(y).
Funkcje f * g nazywamy splotem funkcji f i g. R

Jest oczywiste, ze iloczyn funkcji calkowalnej i ograniczonej funkcji mierzalnej jet funkcja
calkowalna. Nieco mniej oczywiste jest

Twierdzenie o calkowalno$ci splotu funkcji catkowalnych
Jesli f,g € L'(IR¥), to réwniez f* g € L'(IR¥).

Dowéd. Niech §(x,y) = g(y). Poniewaz funkcja g jest mierzalna na IR” i iloczyn karte-
zjanski RF x A przestrzeni R* i zbioru mierzalnego A jest mierzalny, wiec funkcja § jest mie-
rzalna na IR?* . Wykazemy, ze funkcja f:IR?* — R zdefiniowana wzorem f(x,y) = f(x—y) jest
mierzalna (mieli ta Panstwo zrobié¢ samodzielnie!). Niech a € R iniech A = {z € R*: f(z) > a}.

Niech p(x,y) = (x,x—y) . Przeksztalcenie ¢ jest liniowym izomorfizmem przestrzeni R?* | wicc jest
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dyfeomorfizmem. Wynika stad, ze zbiér B C IR?** jest mierzalny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér o(B)
jest mierzalny. f(x,y) > a wtedy i tylko wtedy, gdy x —y € A wtedy i tylko wtedy, gdy o(x,y) =
(x,x —y) € R* x A. Zbiér IR x A jest mierzalny, wiec réwniez zbiér o1 (IRF x A) = p(IR* x A)
jest mierzalny. Wobec tego funkcja f -g jest mierzalna na R?* | wiec réwniez funkcja | f -g| jest mie-

zalna na R Stad [ 1< = )9 dlor =222 fion (S 1766 =¥)g(y)| dlx () dei(y) =

= S (190 S 176 = )N () ) dbiy) <2 fios (193] Sy 1 (1A (3)) () =

= Jwe [F)] k(%) - [z l9(y)]dli(y) < o0,
bo obie funkcje f, g sa catkowalne. Poniewaz funkcja (x,y) — f(x —y)g(y) jest catkowalna, wiec
z twierdzenia Fubini’ego wynika, ze dla prawie kazdego x € IR istnieje caltka f]Rk |f(x—y)g(y)|dlx
i ze otrzymana funkcja zmiennej x € R* jest catkowalna. Wobec tego poza zbiorem miary 0 splot
jest dobrze okreslony i jest funkcja catkowalna. B

Twierdzenie o przemiennosci splotu

Jesli funkcje f,g sa calkowalne na R*, to fxg=gx* f.
Dowéd.  (f+9)(x) = fe f(x=y)g(y) dlily) === [ f(@)g(x~2)dli(z) = (9% [)(x). m

Zadanko Wykaza¢, ze jesli funkcje f, g, h sa calkowalne na IR, to (fxg)xh=fx(gxh). &

Zadanie Wykazaé, ze nie istnieje funkcja 6 € L'(IR¥) taka, ze dla kazdej funkcji f € L'(IR¥)
zachodzi wzér d« f=f=f%xd. A

Zadanko Wykazaé, ze jesli funkcja f jest ograniczona i ciagla a funkcja g jest catkowalna, to
splot f * g jest funkcja ciagla. B

Zadanie Wykazac, ze jesli funkcja f jest calkowalna, a funkcja g jest mierzalna i ograniczona,
to splot f * g jest funkcja ciagla. B

Niech 3(t) = /= dla t € (0,1) oraz B(t) = 0 dla t ¢ (0,1). Moina sprawdzié¢ bez
wiekszych trudnodci, ze funkcja (3 jest nieskoniczenie wiele razy rézniczkowalna (uczylidmy sie tego

s)ds/ [, ((s)ds. Funkcja 3 jest

t

na pierwszym roku). Okredlmy funkcje 8 wzorem [(t) =
funkeja klasy C°°, bo jej pochodna ma te wlasno$é. Dla ¢ < 0 zachodzi réwnosé S(t) = 0, dla
t > 1 — réwnos$¢ B(t) = 1, na przedziale [0,1] funkcja [ jest rosnaca. Niech a&(x) = 6(4_%)
dla x € R". Funkcja & jest nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalna. Jesli HXH <1,to a(x)=1,

jesli 1 < Jlz|l < 2,t0 0 < &(x) < 1, jesli ||x|| > 2, to @&(x) = 0. Niech a(x) = a(x /f]Rk&

Wreszcie niech a.(x) = e *a(%) . Poniewaz Jre @dl, =1, wiee [ acdl, =1 dla e € (0,1).
Wykazemy, ze jesli f € C (IRk) jest funkcja, ktéra zeruje sie poza pewna kula, h € Ll(IRk) ,
to hxf jest funkcja klasy C'*° oraz % (fxh)= aanj xh . Wynika to od razu z twierdzenia Lebesgue’a
o zbieznosci zmajoryzowanej i tego, ze 1 (f(x+te; —y)h(y)— f(x—y)h(y)) = gTJ;(X—i—Hej)h(y) dla
pewnej liczby 6 zaleznej od wielu czynnikow, ale ze wzgledu na to, ze 8—8;% funkcja ciagla, zerujaca sie

poza pewna kula, zatem funkcja ograniczona, iloraz réznicowy % (f(x+tej —y)h(y)— f(x— y)h(y))
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jest ograniczony przez sup, |§—£J (z)|-l9(¥)|, czyli przez funkcje catkowalna zmiennej y . Wykazalismy,
7€ %(f xh) = (987}; * h . Funkcje ngj , g=1,2,... k tez sa klasy C'°°, zeruja sie poza pewna kula,
wiec mozna zakoriczy¢ dowéd powolaniem sie na zasade indukeji (ciagto$é pochodnych czastkowych
wynika automatycznie z istnienia nastepnych pochodnych czastkowych).

Wykazemy, ze jesli f jest funkcja ciagla, ktéra zeruje sie poza pewna kula B(0,7), r > 0, to
acx f " f, przy czym zbieznosé jest jednostajna na IR* . Funkcja f jest ciagla jednostajnie (bo
zeruje sie poza zbiorem ograniczonym), zatem dla kazdej liczby 7 > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze

jesli [[x1 — xo|| < 8, to [f(x1) — f(x2)| < n. Mamy wiec dla |f(x)0 <& < g
| e (P60 = FOc=3)) a9 a6 (3)| = | [0,00) (£ = Flox=y)) ey dti(v)| <

< Jpo2s [f(x) = f(x = y)|ac(y)dli(y) <0+ [5(0.00) @ (¥)dl(y) = 1.
Poniewaz funkcje a. * f daza jednostajnie przy ¢ — 0 do funkcji f idla 0 < & < 1 wszystkie

zeruja, sie poza B(0,r + 2), wiec ze zbieznosci jednostajnej wynika, ze |ae * f — f|1 —— 1.

e—0

Jedli f € L' jest funkcja ciagla, to ||ay, - f — f|J1 ——— 0, wynika to stad, ze 0 < a < 1 oraz
n—oo

f{llelzn} |f|dey mo. Funkcja «,, zeruje sie poza B(0,2n), wiec réwniez funkcja «,f zeruje
sie poza ta kula. Niech n > 0. Istnieje n takie, ze ||a,f — f|l1 < n. Istnieje ¢ > 0 takie, ze
lae * (anf) — anflli < n. Wobec tego |lae * (an f) — f|| < 2n. Funkcja ae * (anf) = (anf) * e
jest nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalna i zeruje sie poza kula B(0,2n + 2¢).* Wykazaliémy
wiec, ze funkcje calkowalne mozna przybliza¢ w przestrzeni metrycznej L' (IRk) funkcjami klasy C*°
i to takimi, ktdre zeruja sie poza pewnym zbiorem zwartym (zaleznym od funkcji przyblizajacej).
Prawdziwe jest wiec

Twierdzenie o przyblizaniu funkcji catkowalnych funkcjami gladkimi
Jesli f € LY(IRF), € > 0 to istnieje funkcja g € C™ i liczba r > 0 taka, ze ||x|| > 7 = g(x) =0
oraz ||f —glli= [gr |[f —9g|dli <c. W

Udowodnimy jeszcze twierdzenie aproksymacyjne Weierstrassa. Dowdéd , ktéry podamy jest jed-
nym z wielu mozliwych. Daje on konkretne wielomiany. Dodatkowo, w przypadku funkcji klasy C™ |
uzyskujemy jednostajna zbieznosé nie tylko wielomianéw, ale réwniez ich pochodnych do m-tego
rzedu wilacznie (podobnie jak w przypadku wielomianéw Bernsteina).

Twierdzenie Weierstrassa o przyblizaniu funkcji ciaglych wielomianami
Jesli K C IR” jest zbiorem zwartym, f: K — IR — funkcja ciagla, to istnieje ciag (T),,) wielomianéw
jednostajnie zbiezny do funkcji f.

Dowéd. Niech d,, = |,

HuH§1(1 —u?)"dl), . Oszacujemy te catke z dotu. Zastosujemy pod-

stawienie sferyczne (biegunowe), to ktére uzyliSmy liczac miare kuli k—wymiarowej (str 114). Po

zastosowaniu tego podstawienia, nastepnie twierdzenia Fubini’ego otrzymujemy réwnos$é

* bo jesli a: ()70 i (anf)(x—y)#0, to |yl<2¢ i [lx—y]<2n, zatem |x|<[x—yl+lly]|<2n+2e.
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przez czesci

dn = [juj<a (1= 02)"dl = ¢, fo (1= 0*)"0" " do > cx, [y (1 — 0)" 0" " do

= (F1 - 0o g+ 3 o (1 - 0" e de) = £ fy (1= o) ohdo = .. = gy
Stad wynika, ze d, > C’kL dla pewnej liczby Cy > 0, bo

+k)(n+k—1 14k k 1 n
(n )gz'?nfl)‘)l( ) _ (1+ )(1_’_%)(1_’_%) (A+:5++1 )<e(1+1 n) _ ok .k

Niech t,(x) = din(l —x2)" . Mamy f”x”qtn(x)dék =1 oraz t,(x) < C%Ln (1—a2)n
Niech 0 < § < 1. Mamy f5<|\XH<1 tn(x)dl, < C%Lnk(l — 0" 0,(B(0,1)) —— 0.

Mozemy przeksztalci¢ przez jednokladnosé wzgledem punktu 0 zbidr zwarty, wiec ograniczony,
K tak, by jego obraz znalazt sie w kuli B(0, i) Zlozenie wielomianu z jednokladnoscia jest wie-
lomianem, zlozenie funkcji ciaglej z jednoktadnoscia, jest funkcja ciagla. Mozemy wiec w dowodzie
zalozyé¢, ze K C B(0, %)

Jesli f jest funkcja ciagla na zbiorze K C B(0, i), to na mocy twierdzenia Tietzego istnieje
funkcja ciaglta f:IR® — IR taka, ze dla x € K zachodzi f(x) = f(x), dla x ¢ B(0, 1) zachodzi
F(%) =0 oraz supye s |F(X)] = supxeee |f(X)] . Niech M = supyeps If(X)I-

Niech T,(x) = (t, * f)(x) = f]Rk to(x —y)f(y)dlx(y f]Rk tn(y)dlr(y).* Funkcja
T, jest wielomianem k zmiennych: z1, x2,...,2k, bo t, jest Wlelomlanem, wiec t,(x —y) jest
suma, wyrazen postaci axi'xy? ...z yi" Yy ...y *, zatem po scatkowaniu wzgledem zmiennej y
otrzymamy sume wyrazef postaci bzi'z5? ... xp".

Niech € > 0 i niech § > 0 bedzie taka liczba, ze jesli ||x1 - XQH <4, to |f(x1) — f(x2)| <e.
Jesli x| < 4,00 Tu(x) = ()] = | fywe talx = ¥)S () dlk(y) = ()] =

= | fiyis tnl >f<y>cwk<y>—f<x>\ %Mx i< n(u)f(x—u)dék(u)—f(X)\ =

2 2

Il <1/4, [Ix—u<1/2|= ‘ _ _ ‘:
~ull<3/4<1 S tn(@)f (x = w)dbi(u) — f(x)

= | fugr tn @) (6 = 0) = F(x)) i) = | [t (0) (£ (5 = 0) = f(x)) ()| +
+‘fag”u”gtn(U)(f(xfu)*f(X))dfk(u)‘ Ss‘ﬁlullgtn(u)d&c( ‘+2M‘f6<|‘u”<1 (0 deg(w)] <
<e+ 2M‘ f6<|\u|\<1 n(u)dl;(u ‘ —— ¢ Dowdd zostal zakoriczony. ®

Zadanie Wykazaé, ze jesli f € CY(IRF) i f(x) =0, gdy ||x| >1 %o a o — ¢, % af . ;

* t, nie jest funkcja catkowalng na IR* | ale lyll>3=f(y)=0, wigc wszystkie calki s dobrze okreslone i tn*f=fxty .
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