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Omówilísmy ca lkowanie funkcji nieujemnych. W tej cze֒́sci zajmiemy sie֒ ca lkowaniem funkcji do-

wolnego znaku. Zak ladamy wsze֒dzie, że na przestrzeni X zdefiniowana jest miara µ (wie֒c również

przeliczalnie addytywne cia lo zbiorów mierzalnych) oraz że f jest funkcja֒ mierzalna֒ określona֒ na X

lub mierzalnym podzbiorze X . W drugim przypadku można funkcje֒ f przed lużyć do funkcji mie-

rzalnej na ca lej przestrzeni definiuja֒c jej wartość poza dziedzina֒ jako 0 . Sprawdzenie, że rozszerzona

w ten sposób funkcja jest mierzalna nie przedstawia najmniejszych trudności (należy skorzystać z

definicji i tego, że dope lnienie zbioru mierzalnego jest mierzalne).

Definicja cze֒́sci nieujemnej i niedodatniej funkcji

Funkcje zdefiniowane równościami f+(x) = max(f(x), 0) , f
−

= max(−f(x), 0) nazywamy cze֒́scia֒

nieujemna֒ (dodatnia֒) i niedodatnia֒ (ujemna֒) funkcji f .

Z podstawowych w lasności funkcji mierzalnych wynika od razu, że funkcje f
+

i f
−

sa֒ mierzalne.

Zachodza֒ oczywiste wzory f(x) = f
+

(x) − f
−

(x) oraz |f(x)| = f
+

(x) + f
−

(x) . Ca lki z funkcji f
+

i

f
−

sa֒ zdefiniowane, bo te funkcje sa֒ nieujemne.

Definicja ca lki z funkcji mierzalnej
∫

X
f dµ =

∫

X
f
+
dµ −

∫

X
f
−
dµ , jeśli tylko różnica ca lek jest zdefiniowana, tzn. co najmniej jedna z

ca lek
∫

X f+ dµ ,
∫

X f− dµ jest skończona. Mówimy, że funkcja f jest ca lkowalna wtedy i tylko wtedy,

gdy
∫

X
f dµ jest skończona.

Jasne jest, że w przypadku funkcji nieujemnej f mamy f+ = f , wie֒c otrzymujemy te֒ sama֒

ca lke֒, która֒ zajmowalísmy sie֒ w przypadku funkcji nieujemnych.

Funkcja f jest ca lkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
∫

X |f |dµ =
∫

X f+ dµ +
∫

X f− dµ < +∞ .

Jest wie֒c inaczej niż w przypadku ca lki Riemanna – funkcja f może nie mieć ca lki Riemanna, a

jej wartość bezwzgle֒dna może być ca lkowalna w sensie Riemanna, np. f(x) = 1 dla x ∈ Q ∩ [0, 1] ,

f(x) = −1 dla x ∈ (IR \Q) ∩ [0, 1] , f(x) = 0 dla x /∈ [0, 1] . Wykażemy teraz kilka podstawowych

w lasności ca lki .

Twierdzenie o elementarnych w lasnościach ca lki Lebesgue’a

0◦
∫

X
f dµ jest skończona wtedy i tylko wtedy, gdy

∫

X
|f |dµ < +∞ .

1◦ Jeśli f ≤ g , to
∫

X f dµ ≤
∫

X gdµ .

2◦ Jeśli |f | ≤ g i funkcja g jest ca lkowalna, to również funkcja f jest ca lkowalna i zachodzi

nierówność
∣

∣

∫

X f dµ
∣

∣ ≤
∫

X |f |dµ ≤
∫

X gdµ .

3◦ Jeśli funkcja f jest ograniczona i µ(X) < +∞ , to funkcja f jest ca lkowalna na X .

4◦ Jeśli funkcja f(x) = 0 dla prawie wszystkich x ∈ X (tzn. miara zbioru tych x ∈ X , dla

których f(x) 6= 0 , jest równa 0 ), to
∫

X
f dµ = 0 .

5◦ Jeśli funkcja f jest ca lkowalna, to |f(x)| < +∞ dla prawie wszystkich x ∈ X , tzn. miara

zbioru tych x ∈ X , dla których |f(x)| =∞ , jest równa 0 .
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6◦ Jeśli funkcja f jest ca lkowalna na zbiorze mierzalnym B , A ⊆ B jest zbiorem mierzalnym, to

funkcja f jest ca lkowalna na zbiorze A .

7◦ Jeśli
∫

X
f istnieje i c ∈ IR , to funkcja cf jest ca lkowalna i

∫

X
(cf)dµ = c

∫

X
f dµ . (ca lka jest

jednorodna)

8◦ Jeśli istnieja֒ ca lki
∫

X f dµ ,
∫

X gdµ i zdefiniowana jest suma
∫

X f dµ+
∫

X gdµ , to istnieje ca lka
∫

X
(f + g)dµ i zachodzi równość

∫

X
(f + g)dµ =

∫

X
f dµ+

∫

X
gdµ . (ca lka jest addytywna)

Z w lasności 7◦ i 8◦ wynika, że przyporza֒dkowanie funkcji ca lkowalnej jej ca lki jest operacja֒

liniowa֒, przestrzeń liniowa, która֒ mamy tu na myśli, tj. przestrzeń funkcji ca lkowalnych na ustalonej

przestrzeni X jest na ogó l nieskończenie wymiarowa, ale również w takich sytuacjach liniowość jest

bardzo istotna֒ w lasnościa֒.

Dowód. Dowody w lasności 0◦ − 4◦ sa֒ natychmiastowe.

Gdyby funkcja f przyjmowa la wartość +∞ na zbiorze miary dodatniej, to zachodzi laby rów-

ność
∫

X
f
+
dµ = +∞ , wie֒c również

∫

X
f dµ = +∞ (ca lka

∫

X
f
−
dµ musia laby w tej sytuacji być

skończona!). Analogicznie w przypadku funkcji przyjmuja֒cej wartość −∞ na zbiorze miary dodat-

niej. W lasność 5◦ można uznać za udowodniona֒.

W lasność 6◦ wynika od razu z tego, że
∫

A
f
+
dµ ≤

∫

B
f
+
dµ <∞ i

∫

A
f
−
dµ ≤

∫

B
f
−
dµ <∞ .

W lasność 7◦ wynika z takiej samej w lasności dla funkcji nieujemnej i tego, że (−f)
+

= f
−

i

(−f)
−

= f
+

.

Ostatnia z wypisanych w lasności ca lki jest najtrudniejsza do dowodu g lównie ze wzgle֒du na

ogólność za lożeń. Mamy

f+g = (f
+
−f

−
)+(g

+
−g

−
) = (f+g)

+
+
(

f
+

+g
+
−(f+g)

+

)

−
(

(f+g)
−

+
(

f
−

+g
−
−(f+g)

−

)

)

. Zachodzi

też wzór f++g+−(f+g)+ = f
−

+g
−
−(f+g)

−
≥ 0 . Wobec tego, że dla funkcji nieujemnych dowodzona

teza jest prawdziwa, mamy:
∫

f
+
dµ+
∫

g
+
dµ =

∫

(f
+

+g
+

)dµ =
∫

(f+g)
+
dµ+
∫ (

f
+

+g
+
−(f+g)

+

)

dµ

oraz
∫

f
−
dµ+

∫

g
−
dµ =

∫

(f
−

+ g
−

)dµ =
∫

(f + g)
−
dµ+

∫ (

f
−

+ g
−
− (f + g)

−

)

dµ . Jeśli wie֒c ca lki
∫

f dµ i
∫

gdµ sa֒ skończone, to
∫

f
+
dµ+
∫

g
+
dµ−
∫

f
−
dµ−
∫

g
−
dµ =

∫

(f+g)
+
dµ−
∫

(f+g)
−
dµ .

Sta֒d w lasność 8◦ wynika dla funkcji ca lkowalnych.

Za lóżmy teraz, że
∫

X
f dµ = ∞ i

∫

X
gdµ ∈ IR . Oznacza to, że

∫

X
f
+
dµ = ∞ ,

∫

X
f
−
dµ ∈ R ,

∫

X g+ dµ ∈ R ,
∫

X g− dµ ∈ R . Mamy wie֒c
∫

X(f + g)
−
dµ ≤

∫

X(f
−

+ g )dµ =
∫

X f− dµ+
∫

X g− dµ ∈ R .

Należy wykazać, że
∫

X(f + g)+ = ∞ . Niech A = {x: f(x) > 0 i g(x) ≥ 0} i niech

B = {x: f(x) > 0 > g(x)} . Jeśli
∫

B f dµ <∞ , to
∫

A f =∞ , bowiem prawdziwe sa֒ równości:

∞ =
∫

X
f
+

=
∫

A∪B f dµ =
∫

A
f dµ+

∫

B
f dµ ,

wie֒c
∫

X
(f + g)

+
dµ ≥

∫

A
(f + g)

+
dµ =

∫

A
(f + g)dµ ≥

∫

A
f dµ =∞ .

Teraz za lożymy, że
∫

B
f dµ = ∞ . Niech (fn) oznacza niemaleja֒cy cia֒g nieujemnych funkcji

prostych zbieżny do funkcji f na zbiorze B . Jeśli
∫

B fndµ < ∞ dla każdego n ∈ IN , to na mocy

już udowodnionej cze֒́sci twierdzenia mamy
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∫

B
(f + g) ≥

∫

B
(fn + g)dµ =

∫

B
fndµ+

∫

B
gdµ−−−−→

n→∞
∞+
∫

B
gdµ =∞

— ostatnie przej́scie graniczne jest konsekwencja֒ twierdzenia Lebesgue’a–Levi’ego o monotonicz-

nym przechodzeniu do granicy. Za lóżmy teraz, że dla pewnej liczby naturalnej n zachodzi równość
∫

B
fndµ = ∞ . Ca lka

∫

B
fndµ jest suma֒ sk ladników postaci cµ(C) , gdzie C ⊆ B . Co najmniej

jeden z nich musi być nieskończony. Jeżeli c = ∞ , to również c + g = ∞ przynajmniej prawie

wsze֒dzie w zbiorze C , bo funkcja g jako ca lkowalna na zbiorze B jest prawie wsze֒dzie skończona

(na zbiorze miary 0 suma może nie być określona). Druga możliwość to µ(C) = ∞ i ∞ > c > 0 .

Definiujemy zbiór D = {x ∈ C : |g(x)| ≥ c2} . Ponieważ
∫

C
|g|dµ < ∞ , wie֒c µ(D) < ∞ . Wobec

tego, na mocy już wykazanej cze֒́sci twierdzenia, zachodzi równość
∫

D(c+ g)dµ = cµ(D) +
∫

D gdµ .

Dla x ∈ C \ D zachodzi nierówność c + g ≥ c
2 , zatem

∫

C\D(c + g)dµ ≥ c
2 · µ(C \ D) = +∞ .

Wynika sta֒d, że
∫

C
(fn + g)dµ =

∫

C\D(fn + g)dµ +
∫

D
(fn + g)dµ = +∞ =

∫

C
fndµ +

∫

C
gdµ .

Wykazalísmy, że dowodzony wzór ma miejsce na każdym zbiorze, na którym fn jest sta la. Wobec

tego, że wszystkie wyste֒puja֒ce tu nieskończone sk ladniki sa֒ równe +∞ , wzór zachodzi dla funkcji

fn na zbiorze B . Ponieważ f + g ≥ fn + g , wie֒c również
∫

B(f + g)dµ = ∞ . W podobny sposób

można przeanalizować przypadek
∫

X
f dµ =∞ =

∫

X
gdµ . Dowód zosta l wyme֒czony.

Twierdzenie Lebesgue’a o zbieżności zmajoryzowanej

Jeśli fn:X −→ IR sa֒ mierzalne dla n = 1, 2, 3, . . . , g:X −→ [0,∞] jest ca lkowalna i |fn(x)| ≤ g(x)
dla prawie wszystkich x ∈ X oraz f(x) = lim

n→∞
fn(x) dla prawie wszystkich x ∈ X , to funkcja f

jest ca lkowalna i zachodzi równość
∫

X
f dµ = lim

n→∞

∫

X
fndµ .

Dowód. Funkcja f jest mierzalna, bo jest granica֒ cia֒gu funkcji mierzalnych. Wobec tego

funkcja |f | jest również mierzalna oraz
∫

X |f |dµ ≤
∫

X gdµ <∞ , zatem f jest funkcja֒ ca lkowalna֒.

Skorzystamy teraz z lematu Fatou. Mamy

2
∫

X gdµ =
∫

X

(

2g − limn |f − fn|
)

dµ =
∫

X limn
(

2g − |f − fn|
)

dµ =
∫

X lim infn
(

2g − |f − fn|
)

≤
≤ lim infn

∫

(2g − |f − fn|) = 2
∫

X
gdµ− lim supn

∫

X
|f − fn|dµ .

Sta֒d wynika, że lim supn
∫

X |f − fn|dµ ≤ 0 , wie֒c oczywíscie lim supn
∫

X |f − fn|dµ = 0 , zatem

zachodzi równość limn
∫

X
|f − fn|dµ = 0 , a ponieważ

∣

∣

∫

X
f dµ −

∫

X
fndµ
∣

∣ ≤
∫

X
|f − fn|dµ , wie֒c

możemy napisać limn
∫

X
fn dµ =

∫

X
f dµ . Dowód zosta l zakończony.

Uwaga

Z tego, że limn fn(x) = f(x) dla wszystkich x ∈ X nie wynika, że limn
∫

X fndµ =
∫

X f dµ nawet

wtedy, gdy wszystkie rozważane funkcje sa֒ ca lkowalne. Niech fn(x) = 0 dla x ∈ [ 1
n , 1] a dla

x ∈ [0, 1
n ] niech fn(x) = 4nx

(

1
2n − |x − 1

2n |
)

. Zachodza֒ wzory fn(x) ≥ 0 ,
∫

[0,1] fndℓ1 = 1 oraz

limn fn(x) = 0 .

Twierdzenie o ca lkowalności w sensie Lebesgue’a funkcji ca lk. w sensie Riemanna

Jeśli funkcja f : [a, b] −→ IR jest ca lkowalna w sensie Riemanna, to jest również ca lkowalna w sensie

Lebesgue i obie ca lki sa֒ równe.
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Dowód. Ponieważ zbiór punktów niecia֒g lości funkcji f ma miare֒ 0 , wie֒c funkcja ta jest

mierzalna. Jest też ograniczona, zatem jest ca lkowalna na podzbiorach miary skończonej przedzia lu

[a, b] . Podzielmy przedzia l [a, b] na n przedzia lów równej d lugości

Pn,1 =
[

0, a+ b−a
n

]

, Pn,2 =
[

a+ b−a
n , a+ 2 b−an

]

,. . . ,Pn,n =
[

a+ (n− 1) b−an , b
]

.

Niech yn,j = f
(

a + (j − 1) b−an
)

, fn =
∑

j yn,j
χPn,j . Jasne jest, że jeśli p jest punktem cia֒g lości

funkcji f , to lim
n→∞
fn(p) = f(p) . Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieżności zmajoryzowanej (majoranta֒

jest funkcja sta la) wynika, że lim
n→∞

∫

[a,b] fndℓ1 =
∫

[a,b] f dℓ1 . Z drugiej strony zachodzi równość

∫

[a,b] fndℓ1 =
∑

j yn,j · b−an −−−−→
n→∞

∫ b

a f(x)dx , zatem
∫

[a,b] f dℓ1 =
∫ b

a f(x)dx .

Z twierdzenia tego wynika, że ca lki z funkcji jednej zmiennej, np. „zdefiniowanych wzorami”

możemy obliczać za pomoca֒ regu l poznanych do tej pory. Funkcje nieujemne na nieograniczonych

przedzia lach lub nieograniczone, których niew laściwa ca lka Riemanna jest skończona, sa֒ ca lkowalne

w sensie Lebesgue’a. Podkreślić należy, że funkcja przyjmuja֒ca zarówno wartości dodatnie jak i

ujemne, której niew laściwa ca lka Riemanna jest skończona, może być nieca lkowalna w sensie Lebes-

gue’a. Należy podać przyk lad!

Cze֒sto obliczanie ca lek u latwia zamiana zmiennych. Umożliwia ja֒

Twierdzenie o ca lkowaniu przez podstawienie, czyli o zamianie zmiennych

Niech ϕ:G −→ IRk be֒dzie dyfeomorfizmem zbioru otwartego G ⊆ IRk na jego obraz ϕ(G) . Niech

f :ϕ(G) −→ [−∞,+∞] be֒dzie funkcja֒ mierzalna֒ i nieujemna֒ lub ca lkowalna֒. Wtedy funkcja

f ◦ ϕ · | detDϕ| jest mierzalna i nieujemna lub ca lkowalna i zachodzi równość
∫

ϕ(G)
f dℓk =

∫

G
f ◦ ϕ · | detDϕ|dℓk .

Lemat

Za lóżmy, że Q ⊆ G jest kostka֒ domknie֒ta֒ (czyli k –wymiarowym przedzia lem domknie֒tym o

równych krawe֒dziach). Dla każdej liczby dodatniej ε istnieje liczba δ > 0 taka, że jeśli R ⊆ Q
jest kostka֒ o środku p i krawe֒dzi mniejszej niż 2δ , to ϕ(R) ⊆ ϕ(p) + (1 + ε)Dϕ(p)(R − p) .

Można teze֒ lematu wzmocnić i napisać, że dla dostatecznie ma lych liczb δ > 0 zachodzi

ϕ(p) + (1− ε)Dϕ(p)(R − p) ⊆ ϕ(R) ⊆ ϕ(p) + (1 + ε)Dϕ(p)(R − p) ,

co lepiej oddawa loby treść lematu. Chodzi o to, że ponieważ przekszta lcenie ϕ jest klasy C1 , wie֒c

obraz dostatecznie ma lej kostki ma lo różni sie֒ od obrazu tejże kostki przez przekszta lcenie afiniczne

przybliżaja֒ce ϕ . By loby to nieco trudniejsze w dowodzie, który przeprowadzimy używaja֒c jedynie

nierówności, która znalaz la sie֒ w sformu lowaniu lematu.
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Dowód. Kostka Q jest zbiorem zwartym, odwzorowanie Dϕ:Q −→ L(Rk; Rk) jest cia֒g le,

jego wartości sa֒ izomorfizmami IRk . Istnieje wie֒c taka liczba M > 0 , że dla każdego x ∈ Q
zachodzi

∥

∥

(

Dϕ(x)
)−1∥
∥ ≤ M . Z jednostajnej cia֒g lości Dϕ wynika, że dla każdej liczby ε > 0

istnieje liczba η > 0 taka, że jeśli x,y ∈ Q i ‖x − y‖ < η , to ‖Dϕ(x) − Dϕ(y)‖ < ε

M
√
k

.

Sta֒d wynika, że jeśli R ⊆ Q jest kostka֒ o krawe֒dzi 2a < 2δ := 2η√
k

(wie֒c zawartej w B(p, η) ) i

środku p , x ∈ R , to x− p ∈ R− p , ‖x− p‖ ≤ a
√
k < δ

√
k = η oraz

∥

∥

(

Dϕ(p)
)−1(
ϕ(x) − ϕ(p)

)

− (x− p)
∥

∥ ≤
∥

∥

(

Dϕ(p)
)−1[
ϕ(x) − ϕ(p)−Dϕ(p)(x − p)

]∥

∥ ≤
≤ sup
t∈[0,1]

∥

∥

(

Dϕ(p)
)−1[
Dϕ(p + t(x− p))−Dϕ(p)

]∥

∥ · ‖x− p‖ ≤M · ε
M
√
k
· ‖x− p‖ ≤ εa

– zastosowalísmy twierdzenie Lagrange’a o wartości średniej. Z otrzymanej nierówności wynika,

że punkt (Dϕ(p))−1
(

ϕ(x) − ϕ(p)
)

znajduje sie֒ w kostce o środku p i krawe֒dzi 2(1 + ε)δ ,

czyli w kostce (1 + ε)(R − p) , zatem punkt ϕ(x) − ϕ(p) znajduje sie֒ w równoleg lościanie

Dϕ(p)
(

R− p
)

, wie֒c punkt ϕ(x) leży w równoleg lościanie ϕ(p) +Dϕ(p)
(

R− p
)

, a to w laśnie

mielísmy wykazać.

Kostka R o krawe֒-

dzi 2a i środku p

to {x: |xj−pj |≤a,
j=1,2,...,k} .

Jeśli x∈R ,

‖y−x‖≤εa , to dla

j=1,2,...,k mamy

|yj−xj|≤‖y−x‖≤
εa , wie֒c |yj−pj |≤
|yj−xj|+|xj−pj |≤
(1+ε)a , tzn. y∈
p+(1+ε)(R−p) ,

czyli y znajduje

sie֒ w kostce o środ-

ku p i krawe֒dzi

2(1+ε)a otrzy-

manej z kostki R

przez zastosowanie

jednok ladności o

środku p w skali

1+ε . Należy zrobić

rysunek w dwóch

wymiarach ( k=2 ).

Dowód twierdzenia o zamianie zmiennych

Zbiór otwarty można przedstawić jako sume֒ kostek o wne֒trzach parami roz la֒cznych (opisalísmy

to dok ladniej w dowodzie twierdzenia o jednoznaczności miary Lebesgue’a). Niech Q oznacza jedna֒

z tych (przeliczalnie wielu) kostek, a niech oznacza jej krawe֒dź. Wobec tego ℓk(Q) = ak . Podzielmy

kostke֒ Q na 2kn kostek Q1, Q2, . . . , Q2kn kostek o krawe֒dziach równych a
2n . Jeśli n jest dosta-

tecznie duże, to a
2n < δ , liczba δ > 0 zosta la dobrana do liczby ε > 0 zgodnie z teza֒ lematu. Niech

pj oznacza środek kostki Qj . Z lematu wynika, że

ϕ(Q) =
⋃

j ϕ(Qj) ⊆
⋃

j

[

ϕ(pj) + (1 + ε)Dϕ(pj)(Qj − pj)
]

.

Ponieważ ℓk
(

(1 + ε)Dϕ(pj)(Qj − pj)
)

= (1 + ε) ·
∣

∣ det(Dϕ(pj))
∣

∣ · ℓk(Qj) , wie֒c zachodzi nierówność

ℓk(ϕ(Q)) ≤ (1 + ε)
∑

j

∣

∣ det(Dϕ(pj))
∣

∣ℓk(Qj) .

Zdefiniujmy fn(x) =
∣

∣det(Dϕ(pj))
∣

∣ dla x ∈ int(Qj) . Mamy wie֒c fn =
∑

j χint(Qj )
. Funkcja

x →
∣

∣ det(Dϕ(x))
∣

∣ jest cia֒g la na kostce Q , która jest zwarta, zatem funkcja x →
∣

∣det(Dϕ(x))
∣

∣

jest jednostajnie cia֒g la na Q . Wynika sta֒d, że cia֒g (fn) jest jednostajnie zbieżny do
∣

∣det(Dϕ)
∣

∣

na zbiorze
⋂

n

(
⋃

j int(Qj)
)

⊆ Q , wie֒c na zbiorze miary ℓk(Q) (miara podprzestrzeni afinicznej

w laściwej jest równa 0 , wie֒c suma miar brzegów wszystkich rozważanych kostek równa jest 0 ),

zatem
∫

Q fndℓk−−−−→n→∞

∫

Q

∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk , a ponieważ
∫

Q fndℓk =
∑

j

∣

∣ det(Dϕ(pj))
∣

∣ ℓk(Qj) , wie֒c

ℓk(ϕ(Q)) ≤ (1 + ε)
∫

Q

∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk . Ostatnia nierówność zachodzi dla każdej liczby ε > 0 , zatem

ℓk(ϕ(Q)) ≤
∫

Q

∣

∣det(Dϕ)
∣

∣dℓk .

Sta֒d wynika od razu, że dla ℓk(ϕ(G)) ≤
∫

G

∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk . Można to rozumowanie zastosować do

dowolnego zbioru otwartego U ⊆ G . W rezultacie ℓk(ϕ(U)) ≤
∫

U

∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk dla każdego zbioru

otwartego U ⊆ G .

Jeśli A ⊆ G jest zbiorem mierzalnym miary skończonej, to istnieja֒ podzbiory U1 ⊇ U2 ⊇ . . .
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otwarte w zbiorze G takie, że ℓk(Un \ A) < 1
n , Un ⊇ A . Wobec tego lim

n→∞
ℓk(Un) = ℓk(A) . Niech

U =
⋂

nUn . Oczywíscie U ⊇ A , ℓk(U \ A) = 0 . Ponieważ zbiór ϕ(Un) jest mierzalny (bo jest

otwarty jako obraz dyfeomorficzny zbioru otwartego), wie֒c

ℓ∗k
(

ϕ(A)
)

≤ ℓk
(

ϕ(Un)
)

≤
∫

Un

∣

∣det(Dϕ)
∣

∣ =
∫

U1
χUn
∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣ .

Sta֒d i z twierdzenia Lebesgue’a o zbieżności zmajoryzowanej wynika, że

ℓ∗k
(

ϕ(A)
)

≤ lim
n→∞
ℓk
(

ϕ(Un)
)

≤ lim
n→∞

∫

Un

∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk = lim
n→∞

∫

U1
χUn
∣

∣det(Dϕ)
∣

∣dℓk =

=
∫

U1
lim
n→∞
χUn
∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk =
∫

U1
χU
∣

∣det(Dϕ)
∣

∣dℓk =
∫

U1
χA
∣

∣det(Dϕ)
∣

∣dℓk =
∫

A

∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk

Sta֒d w szczególności wynika, że jeśli ℓk(A) = 0 , to ℓ∗k(ϕ(A)) = 0 , w szczególności zbiór ϕ(A)

jest mierzalny. Dyfeomorfizm ϕ jest homeomorfizmem, wie֒c obrazy zbiorów borelowskich sa֒ zbio-

rami borelowskimi, wie֒c mierzalnymi. Każdy zbiór mierzalny A można przedstawić jako sume֒ zbioru

F typu Fσ , wie֒c borelowskiego i zbioru B miary zero. Wobec tego zbiór ϕ(A) = ϕ(F ) ∪ ϕ(B) jest

mierzalny. Możemy wie֒c już pisać ℓk
(

ϕ(A)
)

zamiast ℓ∗k
(

ϕ(A)
)

. Zauważmy jeszcze, że zbiór A jest

mierzalny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór ϕ(A) jest mierzalny, bo ϕ−1 również jest dyfeomorfizmem!

Każdy zbiór mierzalny A ⊆ G może być przedstawiony jako suma przeliczalnej rodziny parami

roz la֒cznych zbiorów mierzalnych {An} miary skończonej. Dla każdego z nich zachodzi nierówność

ℓk
(

ϕ(An)
)

≤
∫

An

∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk . Sumuja֒c te nierówności otrzymujemy

ℓk
(

ϕ(A)
)

≤
∫

A

∣

∣det(Dϕ)
∣

∣dℓk ,

co można zapisać tak:
∫

ϕ(G)
χ
ϕ(A)dℓk ≤

∫

G
χ
ϕ(A) ◦ ϕ ·

∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk .

Z addytywności obu stron tej nierówności wynika, że jeśli f jest nieujemna֒ funkcja֒ prosta֒, to
∫

ϕ(G) f dℓk ≤
∫

G f ◦ ϕ ·
∣

∣det(Dϕ)
∣

∣dℓk .

Jeśli teraz f jest nieujemna֒ funkcja֒ mierzalna֒ na zbiorze ϕ(G) , to istnieje niemaleja֒cy cia֒g (fn)

nieujemnych funkcji prostych zbieżny do ϕ . Mamy lim
n→∞
fn ◦ ϕ ·

∣

∣det(Dϕ)
∣

∣ = f ◦ ϕ ·
∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣ ,

zatem funkcja f ◦ϕ ·
∣

∣det(Dϕ)
∣

∣ jest mierzalne i na mocy twierdzenia Lebesgue’a–Levi’ego zachodzi
∫

ϕ(G) f dℓk = lim
n→∞

∫

ϕ(G) fndℓk ≤ lim
n→∞

∫

G fn ◦ ϕ ·
∣

∣det(Dϕ)
∣

∣dℓk =
∫

G f ◦ ϕ ·
∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk .

Wiemy wie֒c, że nierówność
∫

ϕ(G) f dℓk ≤
∫

G f ◦ ϕ ·
∣

∣det(Dϕ)
∣

∣dℓk zachodzi dla każdego dy-

feomorfizmu ϕ , każdego zbioru otwartego G i każdej nieujemnej funkcji mierzalnej. Możemy wie֒c

zastosować ja֒ do funkcji f◦ϕ·
∣

∣det(Dϕ)
∣

∣ , zbioru ϕ(G) i dyfeomorfizmu ϕ−1 . Mamy ϕ−1
(

ϕ(G)
)

= G

oraz
(

f ◦ ϕ ·
∣

∣det(Dϕ)
∣

∣

)

◦ ϕ−1 ·
∣

∣det(Dϕ−1)
∣

∣ =

= f ◦ ϕ ◦ ϕ−1 ·
∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣ ◦ ϕ−1 ·
∣

∣ det(Dϕ−1)
∣

∣ = f ·
∣

∣ detD(ϕ ◦ ϕ−1)
∣

∣ = f ,

zatem
∫

G
f ◦ ϕ ·

∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk ≤
∫

ϕ(G)

(

f ◦ ϕ ·
∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣

)

◦ ϕ−1 ·
∣

∣ det(Dϕ−1)
∣

∣dℓk =
∫

ϕ(G)
f dℓk .

W po la֒czeniu z poprzednia֒ nierównościa֒ mamy
∫

G
f ◦ ϕ ·

∣

∣det(Dϕ)
∣

∣dℓk ≤
∫

ϕ(G)
f dℓk ≤

∫

G
f ◦ ϕ ·

∣

∣det(Dϕ)
∣

∣dℓk , czyli
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∫

G
f ◦ ϕ ·

∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk =
∫

ϕ(G)
f dℓk ,

a to w laśnie mielísmy udowodnić.

Pozosta ly jeszcze funkcje ca lkowalne. To jednak nie stanowi żadnego problemu, bo każda funk-

cja ca lkowalna może być przedstawiona jako różnica dwu funkcji nieujemnych, a do każdej z nich

twierdzenie już można zastosować, potem odja֒ć otrzymane równości stronami.

Wykażemy teraz twierdzenie, które pozwala sprowadzić obliczanie ca lek wzgle֒dem miary ℓk do

obliczania ca lek wzgle֒dem miar na przestrzeniach niższego wymiaru.

Twierdzenie Fubini’ego dla miary Lebesgue’a

Za lóżmy, że f : IRk × IRl −→ [−∞,∞] jest funkcja֒ mierzalna֒ nieujemna֒ lub ca lkowalna֒. Niech

fx(y) = f(x,y) = fy(x) . Wtedy dla prawie każdego x ∈ IRk i dla prawie każdego y ∈ IRl funkcje

fx i fy sa֒ mierzalne, funkcje y −→
∫

IRk f
y(x)dℓk i x −→

∫

IRl fx(y)dℓl sa֒ mierzalne i zachodza֒

równości
∫

IRl

(

∫

IRk f
y(x)dℓk

)

dℓl =
∫

IRk+l f dℓk+l =
∫

IRk

(

∫

IRl f
y(x)dℓl

)

dℓk .

Dowód. Podobnie jak w przypadku twierdzenia o zamianie zmiennych wystarczy wykazać

to twierdzenie jedynie w przypadku funkcji nieujemnych, wie֒c w dalszym cia֒gu rozpatrywane be֒da֒

jedynie funkcje mierzalne nieujemne. Wykażemy najpierw teze֒ w przypadku funkcji charakterystycz-

nych zbiorów mierzalnych.

Dla dowolnego zbioru A ⊆ IRk+l definiujemy przekrój pionowy Ax = {y ∈ IRl : (x,y) ∈ A} i

przekrój poziomy Ay = {x ∈ IRk : (x,y) ∈ A} . Jasne jest, że prawdziwe sa֒ wzory
(
⋃

nAn
)

x
=
⋃

n

(

An
)

x
,
(
⋂

nAn
)

x
=
⋂

n

(

An
)

x
oraz

(

IRk+l \A
)

x
= IRl \Ax .

Wynika sta֒d, że rodzina M zbiorów A ⊆ IRk+l , dla których oba zbiory Ax i Ay sa֒ mierzalne dla

wszystkich x ∈ IRk i dla wszystkich y ∈ IRl jest przeliczalnie addytywnym cia lem zbiorów zawiera

ona wszystkie zbiory otwarte, bo jeśli zbiór A jest otwarty w IRk+l , to oba zbiory Ax i Ay sa֒

otwarte w IRk i odpowiednio w IRl . Wobec tego M⊇ B(IRk+l) .

Niech µ(A) =
∫

IRl ℓk(A
y)dℓl . Bez trudu sprawdzamy, że funkcja µ jest miara֒ na B(IRk+l) .

Jeśli A = B × C , B jest k –wymiarowym przedzia lem, C – przedzia lem l –wymiarowym, to za-

chodzi wzór µ(A) =
∫

IRl
ℓk(B)dℓl = ℓk(B)ℓl(C) . Wobec tego: jeśli A jest zbiorem ograniczonym,

to µ(A) < +∞ , bo zbiór A jest zawarty w pewnym przedziale, jeśli A jest zbiorem otwartym,

to µ(A) > 0 , bo każdy zbiór otwarty zawiera pewien (niezdegenerowany) przedzia l. Jeśli zbiór A

przesuwamy o wektor v = (vx,vy) , to zbiory Ay sa֒ przesuwane o wektor vx , a zbiory Ax –

o wektor vy . Prawdziwa jest równość ℓk(A
y + vx) = ℓk(A

y) (i ℓl(Ax + vy) = ℓk(Ax) ), zatem

µ(A+ v) = µ(A) . Sta֒d i z twierdzenia o jednoznaczności miary Lebesgue’a wynika, że µ = ℓk ,

przypominamy, że obie miary przyjmuja֒ te same wartości na przedzia lach k+ l –wymiarowych. Sta֒d

wynika, że lewy z dowodzonych wzorów zachodzi w przypadku funkcji charakterystycznej zbioru

borelowskiego. Analogicznie dowodzimy, że prawy wzór jest prawdziwy w tym przypadku.
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Jeśli ℓk+l(A) = 0 , to istnieje zbiór borelowski B (nawet typu Gδ ) taki, że ℓk+l(B) = 0 i

A ⊆ B . Wynika sta֒d dla każdego y ∈ IRl zachodzi nierówność ℓ∗k(A
y) ≤ ℓk(By) . Mamy też

∫

IRl ℓk(B
y)dℓl = 0 , zatem dla prawie wszystkich y ∈ IRl zachodzi równość ℓk(B

y) = 0 , wie֒c

również ℓk(A
y) = 0 . Wynika sta֒d, że funkcja y −→ ℓk(Ay) jest mierzalna w sensie Lebesgue’a,

bo jest równa 0 prawie wsze֒dzie oraz że rodzina M zawiera również zbiory miary 0 . Zachodzi

też wzór
∫

IRl
ℓk(A

y)dℓl = 0 . Przeliczalnie addytywne cia lo podzbiorów IRk+l , które zawiera zbiory

borelowskie i zbiory miary 0 , zawiera wszystkie zbiory mierzalne. Dowodzony wzór zachodzi w

przypadku każdego zbioru mierzalnego, bo każdy zbiór mierzalny możemy przedstawić w postaci

sumy dwóch roz la֒cznych zbiorów: borelowskiego i zbioru miary 0 .

Sta֒d już teza twierdzenia wynika w standardowy sposób: ponieważ zachodzi dla funkcji charak-

terystycznych zbiorów mierzalnych, wie֒c zachodzi dla funkcji prostych. Potem korzystamy z tego,

że każda nieujemna funkcja mierzalna jest granica֒ niemaleja֒cego cia֒gu funkcji prostych i stosujemy

twierdzenie Lebesgue’a–Levi’ego. Dowód zosta l zakończony.

Definicja przestrzeni funkcji ca lkowalnych

Za lóżmy, że µ jest dowolna֒ miara֒ na przestrzeni X . Przez L1(µ) oznaczamy zbiór funkcji ca lko-

walnych w sensie Lebesgue’a wzgle֒dem miary µ , przy czym utożsamiamy funkcje różnia֒ce sie֒ jedna

od drugiej jedynie na zbiorze miary 0 , tzn.

f ∈ L1(µ)⇔
∫

X |f |dµ <∞ i jeśli f, g ∈ L1(µ) , to f = g ⇔ µ
(

{x ∈ X : f(x) 6= g(x)}
)

= 0 .

Jest jasne, że L1(µ) jest przestrzenia֒ liniowa֒: jeśli f i f̃ różnia֒ sie֒ na zbiorze miary 0 oraz g i g̃

różnia֒ sie֒ na zbiorze miary 0 , to również f + g oraz f̃ + g̃ różnia֒ sie֒ na zbiorze miary zero (suma

dwóch zbiorów miary 0 jest zbiorem miary 0 ). Ta sama uwaga dotyczy mnożenia przez liczbe֒.

Wobec tego wyniki dzia lań nie zależa֒ od wyboru reprezentanta z klasy abstrakcji rozpatrywanej

relacji równoważności. Elementy przestrzeni L1(µ) , to formalnie rzecz biora֒c klasy abstrakcji relacji

równoważności, ale nazywane sa֒ funkcjami. Nie prowadzi to na ogó l do nieporozumień.

Definicja normy w L1(µ)

Jeśli f ∈ L1(µ) , to ‖f‖1 =
∫

X |f |dµ .

Z w lasności ca lki wynika od razu, że jeśli f i f̃ różnia֒ sie֒ na zbiorze miary 0 , to zachodzi

równość ‖f‖1 =
∫

X |f |dµ =
∫

X |f̃ |dµ = ‖f̃‖1 , czyli wartość normy nie zależy od wyboru reprezen-

tanta z klasy abstrakcji rozpatrywanej relacji równoważności. Jasne jest, że ‖f + g‖1 ≤ ‖f |1 + ‖g|1
i ‖tf‖1 = |t| · ‖f‖1 – użycie s lowa norma jest wie֒c usprawiedliwione.

Udowodnimy teraz bardzo ważne

Twierdzenie o zupe lności przestrzeni L1(µ)

Przestrzeń funkcji ca lkowalnych jest przestrzenia֒ metryczna֒ zupe lna֒: jeśli cia֒g (fn) spe lnia warunek

Cauchy’ego, czyli jeśli ∀ε>0∃nε∀m,n≥nε‖fn−fm‖1 < ε , to jest zbieżny w L1(µ) , czyli istnieje funkcja

f ∈ L1(µ) taka, że lim
n→∞
‖fn − f‖1 = 0 .

123



Dowód. Za lóżmy, że cia֒g (fn) spe lnia warunek Cauchy’ego w L1(µ) . Niech
(

fnm
)

be֒dzie

takim podcia֒giem, że 1
4m+1 > ‖fnm− fnm+1‖1 =

∫

X
|fnm − fnm+1|dµ ,  latwy dowód istnienia takiego

cia֒gu pomijamy. Niech Am = {x ∈ X : |fnm(x)− fnm+1(x)| ≥ 1
2m } . Mamy µ(Am) < 1

2m+1 . Niech

Bm =
⋃

n≥mAn . µ(Bm) < 1
2m+1 + 1

2m+2 + · · · = 1
2m . Niech B =

⋂

mBm .Oczywíscie µ(B) = 0 . Jeśli

x /∈ B , to x /∈ Bm dla dostatecznie dużych m (bowiem B1 ⊇ B2 ⊃ . . . ) i wobec tego x /∈ An dla

n ≥ m . Sta֒d wynika, że dla każdego j ≥ m zachodzi nierówność |fnj (x) − fnj+1(x)| < 1
2j , a sta֒d

wynika, że szereg
∑

j |fnj (x)− fnj+1(x)| jest zbieżny.

Niech g(x) =

∞
∑

j+1

|fnj (x)− fnj+1(x)| . Z nierówności trójka֒ta wynika, że dla każdego i zachodzi

nierówność g(x) ≥ |fni(x)| . Zachodzi też nierówność
∫

X gdµ <

∞
∑

j+1

1
4j+1 < ∞ , tzn. funkcja g jest

ca lkowalna.

Dla każdego x /∈ B cia֒g
(

fnj (x)
)

spe lnia warunek Cauchy’ego. Niech f(x) = lim
j→∞
fnj (x) . Zde-

finiowalísmy wie֒c funkcje֒ f poza zbiorem B , którego miara jest równa 0 . Z twierdzenia Lebesgue’a

o zbieżności zmajoryzowanej (majoranta֒ jest funkcja g )wnioskujemy, że
∫

X
fnj dµ−−−−→

j→∞

∫

X
f dµ

i, co wie֒cej, ‖fnj − f‖1 =
∫

X
|fnj − f |dµ−−−−→

j→∞
0 , zatem lim

j→∞
fnj = f w L1 .

Przyk lad

Niech f
(

x
y

)

= e−x
2−y2 . Obliczymy ca lke֒

∫

IR2
f dℓ2 .

Niech ϕ
(

r

θ

)

=
(

r cos θ
r sin θ

)

. Niech G =
{

(

r

θ

)

: r > 0, |θ| < π
}

. Wtedy ϕ(G) = IR2 \
{(

x
0

)

: x ≤ 0
}

,

det
(

Dϕ
(

r
θ

))

= r , a to oznacza, że ϕ przekszta lca dyfeomorficznie zbiór G na zbiór ϕ(G) . Zbiór
{(

x
0

)

: x ≤ 0
}

ma miare֒ 0 , bo jest zawarty w prostej (czyli podprzestrzeni liniowej w laściwej).

Mamy wie֒c
∫

IR2
f dℓ2 =

∫

ϕ(G)
f dℓ2

podst.
======

∫

G
f ◦ ϕ
∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓ2
Fubini

======
∫∞

0

( ∫ π

−π e
−r2rdθ

)

dr =

=
∫∞

0

(

e−r
2

r
∫ π

−π dθ
)

dr =
∫∞

0

(

2πe−r
2

r
)

dr = −πe−r2
∣

∣

∞
0

= π . Z drugiej strony zachodzi równość

∫

IR2 f dℓ2
Fubini

======
∫∞
−∞
( ∫∞
−∞ e

−x2−y2 dx
)

dy =
∫∞
−∞
(

e−y
2 ∫∞
−∞ e

−x2 dx
)

dy =

=
( ∫∞
−∞ e

−x2 dx
)( ∫∞
−∞ e

−y2 dy
)

=
( ∫∞
−∞ e

−x2 dx
)2

.

Wynika sta֒d, że
( ∫∞
−∞ e

−x2 dx
)2

=
∫

IR2 e
−x2−y2 dℓ2 = π , zatem

∫∞
−∞ e

−x2 dx =
√
π . Znaleźlísmy

wartość ca lki z funkcji wykorzystywanej np. w statystyce. Ten sposób jest o wiele prostszy niż

poznany na I roku.

Przyk lad

Znajdziemy miare֒ k –wymiarowej kuli o promieniu r > 0 .
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Niech

x1 =̺ cos θ1 cos θ2 · . . . · cos θk−2 cos θk−1

x2 =̺ cos θ1 cos θ2 · . . . · cos θk−2 sin θk−1

x3 =̺ cos θ1 cos θ2 · . . . · sin θk−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xk−2 =̺ cos θ1 cos θ2 sin θ3

xk−1 =̺ cos θ1 sin θ2

xk =̺ sin θ1

Niech ϕ(̺, θ1, θ2, . . . , θk−2, θk−1) = (x1, x2, . . . , xk−1, xk) .

Niech G = {(̺, θ1, θ2, . . . , θk−2, θk−1): 0 < ̺ < r, |θ1| < π2 , |θ2| < π2 , . . . , |θk−2| < π2 , |θk−1| < π} .

Przekszta lcenie ϕ odwzorowuje zbiór otwarty G w kule֒ otwarta֒ o środku w punkcie 0 i promie-

niu r . Zobaczymy jakie punkty kuli sa֒ jego wartościami. Oznaczamy ̺ =
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
k . Jeśli

|xk| < ̺ , to istnieje dok ladnie jedna liczba θ1 ∈ (−π2 , π2 ) taka, że xk = ̺ sin θ1 . Wtedy oczywíscie

̺ cos θ1 =
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
k−1 . Jeśli |xk−1| < ̺ cos θ1 , to istnieje dok ladnie jedna liczba θ2 ∈

(−π2 , π2 ) taka, że xk−1 = ̺ cos θ1 sin θ2 . Kontynuuja֒c to poste֒powanie definiujemy kolejno liczby

θ3, θ4, . . . , θk−2 . W ostatnim kroku mamy zdefiniować θk−1 wiedza֒c, że ma być spe lniona równość

x2
1 +x2

2 = ̺2 cos2 θ1 cos2 θ2 . . . cos2 θk−2 . Jest to możliwe, jeśli x1 > −̺ cos θ1 cos θ2 . . . cos θk−2 przy

czym jednoznaczności wyboru nie gwarantuje wartość x2 , ale wartości obu wspó lrze֒dnych x1, x2

już tak.  Latwo można zauważyć, że z każdej z równości

|xk| = ̺ , |xk−1| = ̺ cos θ1 ,. . . , |x3| = ̺ cos θ1 cos θ2 . . . cos θk−2

wynika, że x2 = 0 . Również z tego, że x1 = −̺ cos θ1 cos θ2 . . . cos θk−2 wynika, że x2 = 0 . Wobec

tego, jeśli x ∈ B(0, r) \ϕ(G) , to x2 = 0 , zatem ℓk
(

B(0, r) \ϕ(G)
)

= 0 (równanie x2 = 0 definiuje

podprzestrzeń k − 1 –wymiarowa֒ przestrzeni IRk ). Miare֒ 0 ma również sfera be֒da֒ca brzegiem

kuli B(0, r) , czyli zbiór B(0, r) \ B(0, r) , bo jest zawarta w sumie dwóch wykresów funkcji k − 1

zmiennych. Wobec tego ℓk
(

B(0, r)
)

= ℓk
(

B(0, r)
)

= ℓk
(

ϕ(G)
)

. Macierz różniczki przekszta lcenia

ϕ wygla֒da tak:













cos θ1 cos θ2 . . . cos θk−1 −̺ sin θ1 cos θ2 . . . cos θk−1 . . . −̺ cos θ1 cos θ2 . . . sin θk−1

cos θ1 cos θ2 . . . sin θk−1 −̺ sin θ1 cos θ2 . . . sin θk−1 . . . ̺ cos θ1 cos θ2 . . . cos θk−1

...
...

...
...

cos θ1 sin θ2 −̺ sin θ1 sin θ2 . . . 0
sin θ1 ̺ cos θ1 . . . 0













Bez trudu sprawdzamy, że klumny tej macierzy sa֒ k –wymiarowymi wektorami wzajemnie prosto-

pad lymi (w przypadku k = 3 jest to fakt powszechnie znany: promień sfery jest do niej prosto-

pad ly, wie֒c jest prostopad ly do po ludników i równoleżników, które też sa֒ wzajemnie prostopad le
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– wektor ∂ϕ
∂̺ wskazuje kierunek promienia, wektor ∂ϕ

∂θ1
– kierunek po ludnika, wektor ∂ϕ

∂θ2
– kie-

runek równoleżnika). Macierz Dϕ(̺, θ1, θ2, . . . , θk−1) jest wie֒c ortogonalna. Wobec tego macierz
(

Dϕ(̺, θ1, θ2, . . . , θk−1)
)T · Dϕ(̺, θ1, θ2, . . . , θk−1) jest przeka֒tniowa, na przeka֒tnej znajduja֒ sie֒

kwadraty skalarne kolumn macierzy Dϕ(̺, θ1, θ2, . . . , θk−1) . Liczba
∣

∣ det
(

Dϕ(̺, θ1, θ2, . . . , θk−1)
)∣

∣

równa jest wie֒c iloczynowi d lugości kolumn macierzy Dϕ(̺, θ1, θ2, . . . , θk−1) , czyli

1 ·̺ ·(̺ cos θ1) ·(̺ cos θ1 cos θ2) · . . . ·(̺ cos θ1 cos θ2 . . . cos θk−2) = ̺k−1 cosk−2 θ1 cosk−3 θ2 . . . cos θk−2 .

Możemy przysta֒pić do rachunków: ℓk
(

B(0, r)
)

= ℓk
(

ϕ(G)
)

=
∫

ϕ(G) dℓk =

podst.
=====

∫

G

∣

∣ det(Dϕ)
∣

∣dℓk =
∫

G

(

̺k−1 cosk−2 θ1 cosk−3 θ2 . . . cos θk−2

)

dℓk =

Fubini
=======

∫ r

0

̺k−1d̺ ·
∫ π

2

−π2
cosk−2 θ1dθ1 ·

∫ π
2

−π2
cosk−3 θ2dθ2 · . . . ·

∫ π
2

−π2
cos θk−2 dθk−2 ·

∫ π

−π
dθk−1 .

Oczywíscie

∫ r

0

̺k−1d̺ = 1
kr
k ,

∫ π

−π
dθk−1 = 2π . Na pierwszym roku wykazalísmy też, że jeśli j ≥ 2 ,

to

∫ π
2

−π2
cosj θdθ = j−1

j

∫ π
2

−π2
cosj−2 θdθ . Z tego wzoru wnioskujemy, że jeśli j jest liczba֒ parzysta֒, to

∫ π
2

−π2
cosj θdθ = j−1

j ·
j−3
j−2 · . . . · 34 · 12π , jeśli j jest nieparzyste, to

∫ π
2

−π2
cosj θdθ = j−1

j ·
j−3
j−2 · . . . · 45 · 23 ·2 .

Podstawiaja֒c, skracaja֒c i upraszczaja֒c otrzymujemy ℓk
(

B(0, r)
)

= rkπk/2 1
(k/2)! dla k parzystego

oraz ℓk
(

B(0, r)
)

= 2rk 1
k

1
k−2 . . .

1
3 (2π)(k−1)/2 dla nieparzystego k .

Zadanko.

Zapisać otrzymany wynik za pomoca֒ funkcji Γ bez rozróżniania przypadków.

Definicja stożka

Stożkiem C(P,v) o podstawie P ∈ L(IRk−1) i wierzcho lku v ∈ IRk , vk > 0 nazywamy sume֒

wszystkich odcinków zaczynaja֒cych sie֒ w punkcie v i kończa֒cych w punkcie zbioru P ×{0} , mamy

wie֒c C(P,v) =
{

t(x, 0) + (1− t)v: x ∈ P, t ∈ [0, 1]
}

.

Przyk lad

wykażemy, że ℓk
(

C(P,v)
)

= 1
kvkℓk−1(P ) . Wzór ten obejmuje mie֒dzy innymi wzór na pole trójka֒ta

(k = 2 ), wzór na obje֒tość ostros lupa (k = 3 , P – wieloka֒t) oraz wzór na obje֒tość stożka (k = 3 ,

P – ko lo).

Niech ϕ: IRk−1×(0, 1)→ IRk be֒dzie odwzorowaniem danym wzorem ϕ(x, t) = t(x, 0)+(1−t)v .

Macierz różniczki ϕ wygla֒da tak:













t 0 0 . . . 0 x1 − v1
0 t 0 . . . 0 x2 − v2
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . t xk−1 − vk−1

0 0 0 . . . 0 −vk













Wobec tego
∣

∣ det
(

Dϕ(x, t)
)∣

∣ = tk−1vk .  Latwo można sprawdzić, że ϕ jest różnowartościowe. Po-
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nieważ jego różniczka w dowolnym punkcie dziedziny jest izomorfizmem, wie֒c ϕ jest dyfeomorfizmem

zbioru otwartego G = IRk−1 × (0, 1) ⊂ IRk na jego obraz ⊂ IRk . Ca ly stożek z wyja֒tkiem punktów

zbioru miary 0 , z wyja֒tkiem podstawy i wierzcho lka jest zawarty w tym obrazie. Niech C = C(P,v) .

Mamy wie֒c ℓk(C) =
∫

ϕ(G)
χC dℓk

podst.
======

∫

G
χ
P×(0,1)t

k−1vk dℓk
Fubini

=======

=
∫

IRk−1
χP dℓk−1 ·

∫ 1

0
tk−1vk dt = ℓk−1(P ) · 1

kvk .

Wzór zosta l udowodniony.

Definicja środka cie֒żkości

Jeśli µ jest pewna֒ miara֒ określona֒ na B(IRk) , zbiór A jest mierzalny, 0 < µ(A) <∞ , funkcje

x1 , x2 , . . . ,xk sa֒ ca lkowalne na zbiorze A , to środkiem cie֒żkości zbioru A nazywamy punkt

c(A) = (c1, c2, . . . , ck) zdefiniowany wzorami cj = 1
µ(A)

∫

A
xj dµ , co można zapisać również tak

c(A) = 1
µ(A)

∫

A xdµ , przyja֒wszy, że funkcje֒ o wartościach wektorowych ca lkujemy obliczaja֒c ca lki

z jej wspó lrze֒dnych.

Bezpośrednio z definicji wynika, że jeśli zbiory A i B maja środki cie֒żkości i sa֒ roz la֒czne, to

również zbiór A ∪B ma środek cie֒żkości i zachodzi równość

c(A ∪B) = µ(A)
µ(A)+µ(B)c(A) + µ(B)

µ(A)+µ(B)c(B) .

Z liniowości ca lki i twierdzenia o podstawianiu wynika, że jeśli L jest liniowym izomorfizmem IRk

na siebie, µ = ℓk , A ma środek cie֒żkości, to również zbiór L(A) ma środek cie֒żkości i zachodzi

równość c(L(A)) = L(c(A)) :

c(L(A)) = 1
ℓk(L(A))

∫

L(A)
xdℓk

podst.
====== 1

ℓk(L(A))

∫

A
L(y)| det(L)|dℓk = 1

ℓk(A)L
(

∫

A
ydℓk

)

= L(c(A)).

Twierdzenie Pappusa–Guldina ∗

Jeśli A jest zbiorem zawartym w {x ∈ IR3 : x2 = 0 < x1} , który ma środek cie֒żkości, B jest

zbiorem, który powstaje w wyniku obrotu zbioru A o ka֒t 2π wokó l prostej x1 = x2 = 0 , to

ℓ3(B) = 2πrℓ2(A) , gdzie r jest odleg lościa֒ środka cie֒żkości zbioru A od osi obrotu.

Dowód. Niech ϕ(x1, x3, t) = (x1 cos t, x1 sin t, x3) , G = {(x1, x3, t) : x1 > 0, 0 < t < 2π} .

Jasne jest, że ϕ(G) zawiera prawie wszystkie punkty zbioru B : wszystkie z wyja֒tkiem leża֒cych w

pó lp laszczyźnie {x ∈ IR3 : x1 > 0 = x2} , której miara jest równa 0 . Mamy

Dϕ(x1, x3, t) =





cos t 0 −x1 sin t
sin t 0 x1 cos t

0 1 0



.

Wobec tego | det(Dϕ(x1, x3, t))| = x1 . Możemy wie֒c napisać:

ℓ3(B) =
∫

ϕ(G)
χB dℓ3

podst.
======

∫

G
χB ◦ ϕ · x1dℓ3 =

∫

A×(0,2π) x1dℓ3
Fubini

=======
∫ 2π

0 dt ·
∫

A x1dℓ2 =

= 2πℓ2(A) · 1
ℓ2(A)

∫

A
x1dℓ2 .

∗
Pappus (290–350), Guldin(1577–1643)
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W ostatnio omówionych przyk ladach okazywa lo sie֒, że po ewentualnej zmianie uk ladu wspó l-

rze֒dnych (czyli przekszta lceniu za pomoca֒ dyfeomorfizmu) i usunie֒ciu zbioru miary 0 mielísmy już

do czynienia z iloczynem kartezjańskim dwóch lub wie֒kszej liczby zbiorów, co pozwala lo na skorzy-

stanie z twierdzenia Fubini’ego. Dowód twierdzenia Pappusa–Guldina to jeszcze jedna ilustracja tej

metody.

Zajmiemy sie֒ na zakończenie tego semestru twierdzeniami pozwalaja֒cymi przybliżać funkcje

ca lkowalne funkcjami o jeszcze lepszych w lasnościach. Zaczniemy od najprostszego.

Twierdzenie o ge֒stości funkcji cia֒g lych w L1

Dla każdej liczby ε > 0 i każdej funkcji f ∈ L1(IRk) , tzn. funkcji ca lkowalnej wzgle֒dem k –wymia-

rowej miary Lebesgue’a, istnieje funkcja cia֒g la g: IRk −→ IR taka, że ‖f−g‖1 =
∫

IRk |f−g|dℓk < ε .
Dowód. Niech A be֒dzie zbiorem mierzalnym miary skończonej. Istnieja֒ wtedy zbiory F ⊆ A

i G ⊃ A takie, że ℓk(G \ F ) < ε . Z twierdzenia Tietzego (a nawet z lematu Urysohna) wynika, że

istnieje funkcja cia֒g la g: IRk −→ [0, 1] taka, że g(x) = 0 dla x /∈ G oraz g(x) = 1 dla x ∈ F .

Wobec tego
∫

IRk
|χA − g|dℓk ≤

∫

G\F |χA − g|dℓk ≤ 1 · ℓk(G \ F ) . Teza twierdzenia zachodzi w

przypadku funkcji charakterystycznej zbioru miary skończonej. Wobec tego zachodzi dla kombinacji

liniowej takich funkcji, czyli dla dowolnej funkcji prostej: jeśli ℓk(Aj) < ∞ oraz ‖χAj − gj‖1 <
ε

1+|c1|+···+|cn| dla j = 1, 2, . . . , n , to
∥

∥

∑

j cj χAj −
∑

j cjgj
∥

∥

1
≤ ∑j |cj | · ‖χAj − gj‖ ≤ ε . Niech

f be֒dzie nieujemna֒ funkcja֒ ca lkowalna֒. Istnieje niemaleja֒cy cia֒g (fn) funkcji prostych zbieżny

punktowo do funkcji f . Z twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem ca lki

wynika, że lim
n→∞

∫

IRk fndℓk =
∫

IRk f dℓk , a sta֒d i z tego, że f ≥ fn wynika, że ‖f − fn‖1−−−−→
n→∞

0 .

Istnieje wie֒c liczba n taka, że ‖f − fn‖1 < ε2 . fn jest funkcja֒ prosta֒, wie֒c istnieje funkcja cia֒g la g

taka, że ‖fn − g‖1 < ε2 . Oczywíscie ‖f − g‖1 ≤ ‖f − fn‖1 + ‖fn − g‖1 < ε2 + ε
2 = ε . Dowód zosta l

zakończony.

Definicja splotu dwu funkcji

Jeśli f, g ∈ L1(IRk) lub jeśli f ∈ L1(IRk) i g jest ograniczona֒ funkcja mierzalna֒, to

f ∗ g(x) =
∫

IRk
f(x− y)g(y)dℓk(y) .

Funkcje֒ f ∗ g nazywamy splotem funkcji f i g .

Jest oczywiste, że iloczyn funkcji ca lkowalnej i ograniczonej funkcji mierzalnej jet funkcja

ca lkowalna֒. Nieco mniej oczywiste jest

Twierdzenie o ca lkowalności splotu funkcji ca lkowalnych

Jeśli f, g ∈ L1(IRk) , to również f ∗ g ∈ L1(IRk) .

Dowód. Niech g̃(x,y) = g(y) . Ponieważ funkcja g jest mierzalna na IRk i iloczyn karte-

zjański IRk × A przestrzeni IRk i zbioru mierzalnego A jest mierzalny, wie֒c funkcja g̃ jest mie-

rzalna na IR2k . Wykażemy, że funkcja f̃ : IR2k −→ IR zdefiniowana wzorem f̃(x,y) = f(x−y) jest

mierzalna (mieli ta Państwo zrobić samodzielnie!). Niech a ∈ IR i niech A = {z ∈ IRk : f(z) > a} .

Niech ϕ(x,y) = (x,x−y) . Przekszta lcenie ϕ jest liniowym izomorfizmem przestrzeni IR2k , wie֒c jest
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dyfeomorfizmem. Wynika sta֒d, że zbiór B ⊆ IR2k jest mierzalny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór ϕ(B)

jest mierzalny. f̃(x,y) > a wtedy i tylko wtedy, gdy x−y ∈ A wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ(x,y) =

(x,x− y) ∈ IRk ×A . Zbiór IRk ×A jest mierzalny, wie֒c również zbiór ϕ−1(IRk ×A) = ϕ(IRk ×A)

jest mierzalny. Wobec tego funkcja f̃ · g̃ jest mierzalna na IR2k , wie֒c również funkcja |f̃ · g̃| jest mie-

rzalna na IR2k . Sta֒d
∫

IR2k |f(x− y)g(y)|dℓ2k Fubini
=======

∫

IRk

(

∫

IRk |f(x− y)g(y)|dℓk(x)
)

dℓk(y) =

=
∫

IRk

(

|g(y)|
∫

IRk
|f(x− y)|dℓk(x)

)

dℓk(y)
podst.

======
∫

IRk

(

|g(y)|
∫

IRk
|f(x)|dℓk(x)

)

dℓk(y) =

=
∫

IRk
|f(x)|dℓk(x) ·

∫

IRk
|g(y)|dℓk(y) <∞ ,

bo obie funkcje f, g sa֒ ca lkowalne. Ponieważ funkcja (x,y) −→ f(x− y)g(y) jest ca lkowalna, wie֒c

z twierdzenia Fubini’ego wynika, że dla prawie każdego x ∈ IRk istnieje ca lka
∫

IRk
|f(x−y)g(y)|dℓk

i że otrzymana funkcja zmiennej x ∈ IRk jest ca lkowalna. Wobec tego poza zbiorem miary 0 splot

jest dobrze określony i jest funkcja֒ ca lkowalna֒.

Twierdzenie o przemienności splotu

Jeśli funkcje f, g sa֒ ca lkowalne na IRk , to f ∗ g = g ∗ f .

Dowód. (f ∗g)(x) =
∫

IRk
f(x−y)g(y)dℓk(y)

z=x−y
======

∫

IRk
f(z)g(x−z)dℓk(z) = (g∗f)(x) .

Zadanko Wykazać, że jeśli funkcje f, g, h sa֒ ca lkowalne na IRk , to (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) .

Zadanie Wykazać, że nie istnieje funkcja δ ∈ L1(IRk) taka, że dla każdej funkcji f ∈ L1(IRk)

zachodzi wzór δ ∗ f = f = f ∗ δ .

Zadanko Wykazać, że jeśli funkcja f jest ograniczona i cia֒g la a funkcja g jest ca lkowalna, to

splot f ∗ g jest funkcja֒ cia֒g la֒.

Zadanie Wykazać, że jeśli funkcja f jest ca lkowalna, a funkcja g jest mierzalna i ograniczona,

to splot f ∗ g jest funkcja֒ cia֒g la֒.

Niech β̃(t) = e1/(t
2−t) dla t ∈ (0, 1) oraz β̃(t) = 0 dla t /∈ (0, 1) . Można sprawdzić bez

wie֒kszych trudności, że funkcja β̃ jest nieskończenie wiele razy różniczkowalna (uczylísmy sie֒ tego

na pierwszym roku). Określmy funkcje֒ β wzorem β(t) =
∫ t

−∞ β̃(s)ds
/ ∫∞
−∞ β̃(s)ds . Funkcja β jest

funkcja֒ klasy C∞ , bo jej pochodna ma te֒ w lasność. Dla t ≤ 0 zachodzi równość β(t) = 0 , dla

t ≥ 1 – równość β(t) = 1 , na przedziale [0, 1] funkcja β jest rosna֒ca. Niech α̃(x) = β
(

4−x·x
3

)

dla x ∈ IRk . Funkcja α̃ jest nieskończenie wiele razy różniczkowalna. Jeśli ‖x‖ ≤ 1 , to α̃(x) = 1 ,

jeśli 1 < ‖x‖ < 2 , to 0 < α̃(x) < 1 , jeśli ‖x‖ ≥ 2 , to α̃(x) = 0 . Niech α(x) = α̃(x)
/

∫

IRk
α̃dℓk .

Wreszcie niech αε(x) = ε−kα
(

x
ε

)

. Ponieważ
∫

IRk
αdℓk = 1 , wie֒c

∫

IRk
αεdℓk = 1 dla ε ∈ (0, 1) .

Wykażemy, że jeśli f ∈ C∞(IRk) jest funkcja֒, która zeruje sie֒ poza pewna֒ kula֒, h ∈ L1(IRk) ,

to h∗f jest funkcja֒ klasy C∞ oraz ∂
∂xj

(f ∗h) = ∂f
∂xj
∗h . Wynika to od razu z twierdzenia Lebesgue’a

o zbieżności zmajoryzowanej i tego, że 1
t

(

f(x+ tej−y)h(y)−f(x−y)h(y)
)

= ∂f
∂xj

(x+θej)h(y) dla

pewnej liczby θ zależnej od wielu czynników, ale że wzgle֒du na to, że ∂f
∂xj

funkcja֒ cia֒g la֒, zeruja֒ca֒ sie֒

poza pewna֒ kula֒, zatem funkcja֒ ograniczona֒, iloraz różnicowy 1
t

(

f(x+ tej−y)h(y)−f(x−y)h(y)
)
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jest ograniczony przez supz | ∂f∂xj (z)|·|g(y)| , czyli przez funkcje֒ ca lkowalna֒ zmiennej y . Wykazalísmy,

że ∂
∂xj

(f ∗ h) = ∂f
∂xj
∗ h . Funkcje ∂f

∂xj
, j = 1, 2, . . . , k też sa֒ klasy C∞ , zeruja֒ sie֒ poza pewna֒ kula֒,

wie֒c można zakończyć dowód powo laniem sie֒ na zasade֒ indukcji (cia֒g lość pochodnych cza֒stkowych

wynika automatycznie z istnienia naste֒pnych pochodnych cza֒stkowych).

Wykażemy, że jeśli f jest funkcja֒ cia֒g la֒, która zeruje sie֒ poza pewna֒ kula֒ B(0, r), r > 0 , to

αε ∗ f −−−→
ε→0

f , przy czym zbieżność jest jednostajna na IRk . Funkcja f jest cia֒g la jednostajnie (bo

zeruje sie֒ poza zbiorem ograniczonym), zatem dla każdej liczby η > 0 istnieje liczba δ > 0 taka, że

jeśli ‖x1 − x2‖ < δ , to |f(x1)− f(x2)| < η . Mamy wie֒c dla
∣

∣f(x)0 < ε < δ2
∣

∣

∣

∫

IRk

(

f(x)− f(x− y)
)

αε(y)dℓk(y)
∣

∣

∣ =
∣

∣

∣

∫

B(0,2ε)

(

f(x)− f(x− y)
)

αε(y)dℓk(y)
∣

∣

∣ ≤

≤
∫

B(0,2ε)

∣

∣f(x)− f(x− y)
∣

∣αε(y)dℓk(y) ≤ η ·
∫

B(0,2ε) αε(y)dℓk(y) = η .

Ponieważ funkcje αε ∗ f da֒ża֒ jednostajnie przy ε −→ 0 do funkcji f i dla 0 < ε < 1 wszystkie

zeruja֒ sie֒ poza B(0, r + 2) , wie֒c ze zbieżności jednostajnej wynika, że ‖αε ∗ f − f‖1−−−→
ε→0

1 .

Jeśli f ∈ L1 jest funkcja֒ cia֒g la֒, to ‖αn · f − f‖1−−−−→
n→∞

0 , wynika to sta֒d, że 0 ≤ α ≤ 1 oraz

∫

{‖x‖≥n} |f |dℓk−−−−→n→∞
0 . Funkcja αn zeruje sie֒ poza B(0, 2n) , wie֒c również funkcja αnf zeruje

sie֒ poza ta֒ kula֒. Niech η > 0 . Istnieje n takie, że ‖αnf − f‖1 < η . Istnieje ε > 0 takie, że

‖αε ∗ (αnf) − αnf‖1 < η . Wobec tego ‖αε ∗ (αnf) − f‖ < 2η . Funkcja αε ∗ (αnf) = (αnf) ∗ αε
jest nieskończenie wiele razy różniczkowalna i zeruje sie֒ poza kula֒ B(0, 2n + 2ε) .♣ Wykazalísmy

wie֒c, że funkcje ca lkowalne można przybliżać w przestrzeni metrycznej L1(IRk) funkcjami klasy C∞

i to takimi, które zeruja֒ sie֒ poza pewnym zbiorem zwartym (zależnym od funkcji przybliżaja֒cej).

Prawdziwe jest wie֒c

Twierdzenie o przybliżaniu funkcji ca lkowalnych funkcjami g ladkimi

Jeśli f ∈ L1(IRk) , ε > 0 to istnieje funkcja g ∈ C∞ i liczba r > 0 taka, że ‖x‖ ≥ r ⇒ g(x) = 0

oraz ‖f − g‖1 =
∫

IRk

∣

∣f − g
∣

∣dℓk < ε .

Udowodnimy jeszcze twierdzenie aproksymacyjne Weierstrassa. Dowód , który podamy jest jed-

nym z wielu możliwych. Daje on konkretne wielomiany. Dodatkowo, w przypadku funkcji klasy Cm ,

uzyskujemy jednostajna֒ zbieżność nie tylko wielomianów, ale również ich pochodnych do m -tego

rze֒du w la֒cznie (podobnie jak w przypadku wielomianów Bernsteina).

Twierdzenie Weierstrassa o przybliżaniu funkcji cia֒g lych wielomianami

Jeśli K ⊆ IRk jest zbiorem zwartym, f :K −→ IR – funkcja cia֒g la֒, to istnieje cia֒g (Tn) wielomianów

jednostajnie zbieżny do funkcji f .

Dowód. Niech dn =
∫

‖u‖≤1
(1 − u2)n dℓk . Oszacujemy te֒ ca lke֒ z do lu. Zastosujemy pod-

stawienie sferyczne (biegunowe), to które użylísmy licza֒c miare֒ kuli k –wymiarowej (str 114). Po

zastosowaniu tego podstawienia, naste֒pnie twierdzenia Fubini’ego otrzymujemy równość

♣ bo jeśli αε(y) 6=0 i (αnf)(x−y) 6=0 , to ‖y‖<2ε i ‖x−y‖<2n , zatem ‖x‖≤‖x−y‖+‖y‖≤2n+2ε .
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dn =
∫

‖u‖≤1(1− u2)n dℓk = cn
∫ 1

0 (1 − ̺2)n̺k−1d̺ ≥ ck
∫ 1

0 (1 − ̺)n̺k−1d̺
przez cze֒́sci

===========

= ck

(

1
k (1− ̺)n̺k

∣

∣

1

0
+ n
k

∫ 1

0
(1− ̺)n−1̺k d̺

)

= n
k

∫ 1

0
(1− ̺)n−1̺k d̺ = . . . = n!

k(k+1)...(k+n) ck .

Sta֒d wynika, że dn ≥ Ck 1
nk dla pewnej liczby Ck > 0 , bo

(n+k)(n+k−1)...(1+k)
n(n−1)...1 = (1 + k

n )(1 + k
n−1 ) . . . (1 + k

1 ) ≤ ek( 1n+ 1
n−1+···+ 11 ) ≤ ek(1+lnn) = ek · nk .

Niech tn(x) = 1
dn

(1− x2)n . Mamy
∫

‖x‖≤1 tn(x)dℓk = 1 oraz tn(x) ≤ 1
Cn
nk(1− x2)n .

Niech 0 < δ < 1 . Mamy
∫

δ≤‖x‖≤1
tn(x)dℓk ≤ 1

Cn
nk(1− δ2)n · ℓk(B(0, 1))−−−−→

n→∞
0 .

Możemy przekszta lcić przez jednok ladność wzgle֒dem punktu 0 zbiór zwarty, wie֒c ograniczony,

K tak, by jego obraz znalaz l sie֒ w kuli B(0, 1
4 ) . Z lożenie wielomianu z jednok ladnościa֒ jest wie-

lomianem, z lożenie funkcji cia֒g lej z jednok ladnościa֒ jest funkcja֒ cia֒g la֒. Możemy wie֒c w dowodzie

za lożyć, że K ⊆ B(0, 1
4 ) .

Jeśli f̃ jest funkcja֒ cia֒g la֒ na zbiorze K ⊆ B(0, 1
4 ) , to na mocy twierdzenia Tietzego istnieje

funkcja cia֒g la f : IRk −→ IR taka, że dla x ∈ K zachodzi f̃(x) = f(x) , dla x /∈ B(0, 1
2 ) zachodzi

f(x) = 0 oraz supx∈K |f̃(x)| = supx∈IRk |f(x)| . Niech M = supx∈IRk |f(x)| .
Niech Tn(x) = (tn ∗ f)(x) =

∫

IRk tn(x − y)f(y)dℓk(y) =
∫

IRk f(x − y)tn(y)dℓk(y) .∗ Funkcja

Tn jest wielomianem k zmiennych: x1 , x2 ,. . . ,xk , bo tn jest wielomianem, wie֒c tn(x − y) jest

suma֒ wyrażeń postaci axn11 x
n2
2 . . . x

nk
k y
m1
1 y

m2
2 . . . y

mk
k , zatem po sca lkowaniu wzgle֒dem zmiennej y

otrzymamy sume֒ wyrażeń postaci bxn11 x
n2
2 . . . x

nk
k .

Niech ε > 0 i niech δ > 0 be֒dzie taka֒ liczba֒, że jeśli ‖x1 − x2‖ < δ , to |f(x1) − f(x2)| < ε .
Jeśli ‖x‖ ≤ 1

4 , to |Tn(x)− f(x)| =
∣

∣

∣

∫

IRk tn(x− y)f(y)dℓk(y) − f(x)
∣

∣

∣ =

=
∣

∣

∣

∫

‖y‖≤ 12
tn(x− y)f(y)dℓk(y) − f(x)

∣

∣

∣

u=x−y
=======

∣

∣

∣

∫

‖x−u‖≤ 12
tn(u)f(x− u)dℓk(u)− f(x)

∣

∣

∣ =

‖x‖≤1/4, ‖x−u‖≤1/2|⇒
===================

⇒‖u‖≤3/4<1

∣

∣

∣

∫

‖u‖≤1 tn(u)f(x− u)dℓk(u)− f(x)
∣

∣

∣ =

=
∣

∣

∣

∫

‖u‖≤1 tn(u)
(

f(x− u)− f(x)
)

dℓk(u)
∣

∣

∣ =
∣

∣

∣

∫

‖u‖≤δ tn(u)
(

f(x− u)− f(x)
)

dℓk(u)
∣

∣

∣+

+
∣

∣

∣

∫

δ≤‖u‖≤1 tn(u)
(

f(x−u)− f(x)
)

dℓk(u)
∣

∣

∣ ≤ ε
∣

∣

∣

∫

‖u‖≤δ tn(u)dℓk(u)
∣

∣

∣+ 2M
∣

∣

∣

∫

δ≤‖u‖≤1 tn(u)dℓk(u)
∣

∣

∣ ≤

≤ ε+ 2M
∣

∣

∣

∫

δ≤‖u‖≤1 tn(u)dℓk(u)
∣

∣

∣−−−−→
n→∞

ε . Dowód zosta l zakończony.

Zadanie Wykazać, że jeśli f ∈ C1(IRk) i f(x) = 0 , gdy ‖x‖ ≥ 1
2 , to ∂Tn

∂xj
= tn ∗ ∂f∂xj .

∗
tn nie jest funkcja֒ ca lkowalna֒ na IRk , ale ‖y‖≥ 12⇒f(y)=0 , wie֒c wszystkie ca lki sa֒ dobrze określone i tn∗f=f∗tn .
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