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1. Definicja: Wersor (wektor d lugości jednostkowej) w jest styczny do zbioru A w punkcie y0 wtedy i tylko

wtedy (def.), gdy w = lim
n→∞

yn − y0
‖yn − y0‖

dla pewnego cia� gu (yn) punktów zbioru A \ {y0}. Wektor v jest

styczny do zbioru A w punkcie y0, gdy v = tw , gdzie w jest wersorem stycznym, a t ≥ 0.

Niech f : IRk → IR be� dzie funkcja� o podanej w lasności; k-wymiarowa przestrzeń liniowa, o jakiej mowa w za-

daniu, jest wykresem pewnej funkcji liniowej ` : IRk → IR. Wykażemy, że ` jest różniczka� funkcji f w punk-

cie 0. Przypuśćmy, że tak nie jest. Istnieje wie� c cia� g wektorów (hn), hn → 0 , dla którego

(∗) |f(hn)− ` (hn)|
‖hn‖

≥ ε > 0.

Wówczas vn = (hn, f(hn)) ∈ Γ . Z cia� gu (k+1)-wymiarowych wersorów
( vn

‖vn‖
)

wybieramy podcia� g zbie-

żny (zwartość sfery!); aby nie pie� trzyć indeksów, przyjmijmy, że jest to ca ly ten cia� g; jego granica� jest pewien

wersor w, styczny do zbioru Γ w punkcie (0, 0):

w = lim
vn

‖vn‖
= lim

(

hn

‖vn‖
,
f(hn)

‖vn‖

)

= (h, z), gdzie h = lim
hn

‖vn‖
, z = lim

f(hn)

‖vn‖
.

W myśl za lożenia, w leży na wykresie funkcji `, czyli z = ` (h) (sta� d, w szczególności, h 6= 0). Zatem

f(hn)− ` (hn)
‖hn‖

=

(

f(hn)

‖vn‖
− `
( hn

‖vn‖
)

)

· ‖vn‖‖hn‖
−→
(

z − ` (h)
)

· 1

‖h‖ = 0,

wbrew nierówności (∗). Sprzeczność kończy dowód.

2. Przyrównanie pochodnych cza� stkowych do zera daje równania 7x+ 8y + 4z = 104, 3x+ 6y + 2z = 52,

6x+ 8y + 5z = 104, które wyznaczaja� jedyny punkt krytyczny funkcji f o wspó lrze� dnych dodatnich: (8, 2, 8).

Wartość funkcji w tym punkcie wynosi 234. Gdy czynnik (52− 3x− 4y − 2z) w określeniu funkcji f jest

niedodatni, wartość funkcji też jest liczba� niedodatnia� . Zatem kres górny funkcji f na ca lym dodatnim

oktancie przestrzeni jest równy jej kresowi górnemu na zbiorze

K = {(x, y, z): x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, 3x+ 4y + 2z ≤ 52}.
Zasta� pienie nierówności ostrych x, y, z > 0 s labymi nie zmienia zbioru wartości funkcji, ma zaś te� zalete� , że

uzyskany zbiór K jest zwarty. Na ca lym jego brzegu funkcja f ma wartość 0. Zatem

sup
x,y,z>0

f(x, y, z) = sup
(x,y,z)∈K

f(x, y, z) = max
(x,y,z)∈K

f(x, y, z) = f(8, 2, 8) = 234.

Oczywíscie infx,y,z>0 f(x, y, z) = −∞ , bo na przyk lad f(x, x, x) = x12(52− 9x) −→ −∞ gdy x→∞.

Inne uzasadnienie kresu górnego: oznaczaja� c t = 52− 3x− 4y − 2z mamy

f(x, y, z) = 28
(x

2

)6(

2y
)2(z

2

)4

t ≤ 28
(

6 · (x/2) + 2 · (2y) + 4 · (z/2) + t

13

)13

= 28
(

52

13

)13

= 234

— nierówność średnich, z równościa� dla (x, y, z) = (8, 2, 8).

3. Funkcja f jest różnica� dwóch sk ladników, z których pierwszy
(
√

x4 + y2
)

przedstawia — poza punk-

tem (0, 0) — funkcje� różniczkowalna� (z lożenie wielomianu x4 + y2 z funkcja� ϕ(t) =
√
t, różniczkowalna�

w przedziale (0,∞) ). Drugi sk ladnik
(

|y|
)

jest funkcja� nieróżniczkowalna� w tych i tylko tych punk-

tach (x, y), w których y = 0. Zatem funkcja f jest różniczkowalna w każdym punkcie zbioru {(x, y): y 6= 0},
a nieróżniczkowalna w każdym punkcie zbioru {(x, y): x 6= 0, y = 0}.
Pozostaje do zbadania różniczkowalność w punkcie (0, 0). Obliczamy z definicji pochodne cza� stkowe w tym

punkcie: f ′x(0, 0) = limt→0
(

f(t, 0)− f(0, 0)
)

/t = 0, f ′y(0, 0) = limt→0
(

f(0, t)− f(0, 0)
)

/t = 0. Kwestia róż-

niczkowalności sprowadza sie� do zbadania, czy napisany niżej iloraz da� ży do 0, gdy (x, y)→ (0, 0):

f(x, y)− (0 · x+ 0 · y)− f(0, 0)
√

x2 + y2
=

√

x4 + y2 − |y|
√

x2 + y2
=

x4
√

x2 + y2
(
√

x4 + y2 + |y|
) ≤ x4√

x2
(
√
x4 + 0

) = |x| .

Z uzyskanego oszacowania wynika, że w punkcie (0, 0) funkcja f jest różniczkowalna.

4. Wyste� puja� ca w podanym warunku suma
∑

xi · (∂f/∂xi) — to iloczyn skalarny gradientu funkcji f

(w punkcie x = (x1, . . . , xn) ∈ B \ S ) przez wektor reprezentuja� cy ten sam punkt (x1, . . . , xn), czyli wynik

dzia lania różniczka� Df(x) na wektor x — czyli pochodna kierunkowa wzgle� dem tego wektora. Jej nieujem-

ność oznacza, że wartości funkcji f wzrastaja� (w sensie s labym, tzn. nie maleja� ), gdy punkt x biegnie wzd luż

dowolnego promienia kuli B ku jej brzegowi. Zatem dla każdego punktu x ∈ B \ S istnieje punkt z ∈ S
taki, że f(x) ≤ f(z). Sta� d teza.


