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Zadania z analizy matematycznej 2002/2003, cze$é 6sma
Niech ap =z > 0 i ap41 = 2% . Dla jakich x ciag (a,) ma granice skoniczona, dla jakich nieskoriczona,
a dla jakich granicy nie ma?
Skonstruowaé funkcje rézniczkowalng f:[0,1] — IR taka, ze funkcja f:IR — IR jest ograniczona i

niecatkowalna w sensie Riemanna na [0, 1].

Niech f bedzie funkcjg co najmniej trzykrotnie rézniczkowalng. Niech S¢(x) = f(3)(:c) _3 <f”(:c)>2
7o) 2\ 7w

dla tych wszystkich x, dla ktérych f'(z) # 0. Wykazaé, ze jesli Sy < 01 S, <0, to réwniez Sfoq < 0.

Wykazaé, ze jesli Sy < 0 (zob. 130) na pewnym przedziale, to funkcja f nie ma lokalnych miniméw.

Dla jakich funkeji f zachodzi réwnosé Sy(x) = 0 (zob. 130) dla wszystkich liczb x z pewnego prze-

dziatu?

Funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna na catej prostej i (f(m))2 < a oraz (f(:c))2 + (f”(a:))2 <b

dla z € IR. Dowiesé, ze dla kazdego z € R zachodzi nieréwnosé (f(z))? + (f/(z))? < max(a,b).

Podaé przyktad ciagu (f,) funkcji rézniczkowalnych zbieznego jednostajnie na IR do funkcji zerowej,

ktérego ciag pochodnych (f)) jest zbiezny punktowo do funkeji niezerowej.

Dowiesé, ze dla kazdego zbioru domknietego F' € IR istnieje funkcja f:IR — [0,1] klasy C*°, ktérej

zbiorem pierwiastkéw jest zbiér F'.

Dowiesé, ze dla kazdego ciagu (a,,) liczb rzeczywistych istnieje funkcja f:IR — IR klasy C'*° taka, ze

dla kazdego n zachodzi réwnosé f(™(0) = a,, .

Dowiesé, ze jesli istnieje liczba A € (0,1) taka, ze |ANI| < AI|dla kazdego przedziatu I, to |A| =0.

Podaé przyktad zbioru A C IR, ktérego przeciecie z kazdym przedzialem ma miare dodatnia i ktérego

uzupekienie tez ma te wlasnosé.
=1
Niech ((x) = Z el Wykazaé, ze ¢ € C*°(1,00).
n=1
(oo}
. (-1)"x
Dl kich —
a jakich x szereg Z -

m jest zbiezny? W jakich punktach suma tego szeregu jest funkcja
x

n=1

rézniczkowalna?

Znalez¢ wszystkie funkcje f:IR — IR klasy C'*°, dla ktérych ciag (f(”)) jest zbiezny jednostajnie na
kazdym przedziale ograniczonym.

Dowies¢, ze jesli f € C([a,b]) i gn(z) =n(f(z+ =2) — f(z)), to ciag (gn) jest jednostajnie zbiezny
na [a,b]. Czy wystarczy zalozy¢ rézniczkowalnos$é funkeji f 7

Podaé przyktad ciagu (f,) funkcji ciaglych na przedziale [0, 1] takiego, Ze szereg i fn jest zbiezny

n=1
o0

bezwzglednie i jednostajnie na przedziale [0,1] i jednoczesnie Z sup |fn(z)| = +o0.
p— 0<z<1



