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W tej mieszance znajduja

*
sie
*
również zadania bardzo  latwe, ale nawet takie każdy powinien umieć zrobić!

114. Wykazać, że jeśli funkcje fn: [a, b] −→ IR sa
*

cia
*
g le i dla każdego x ∈ [a, b] zachodzi równość f(x) =

lim
n→∞
fn(x) , to funkcja f ma punkty cia

*
g lości.

115. Wykazać, że granica cia
*
gu wielomianów jednostajnie zbieżnego na ca lej prostej jest wielomianem.

116. Wykazać, że granica cia
*
gu wielomianów ograniczonego stopnia jednostajnie zbieżnego na przedziale

domknie
*
tym jest wielomianem.

117. Wykazać, że cia
*
g funkcyjny (fn) jest jednostajnie zbieżny na przedziale domknie

*
tym [a, b] do funkcji

f wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego cia
*
gu (xn) punktów przedzia lu [a, b] zbieżnego do punktu x

zachodzi równość lim
n→∞
fn(xn) = f(x) .

118. Wykazać, że jeśli cia
*
g funkcji monotonicznych jest zbieżny punktowo do funkcji cia

*
g lej na przedziale

domknie
*
tym, to jest zbieżny jednostajnie.

119. Wykazać, że jeśli dla każdego x ∈ [a, b] cia
*
g (fn(x)) jest monotoniczny i lim

n→∞
fn(x) = f(x) , funkcje

f , f1 , f2 , . . . sa
*
cia
*
g le, to cia

*
g (fn) jest zbieżny jednostajnie na przedziale [a, b] do funkcji f .

120. Podać przyk lad cia
*
gu (fn) funkcji cia

*
g lych zbieżnego punktowo do funkcji cia

*
g lej f na przedziale [0, 1] ,

który nie jest zbieżny jednostajnie na żadnym przedziale domknie
*
tym [a, b] ⊂ [0, 1] .

121. Wykazać, że dla każdej funkcji cia
*
g lej f : IR −→ IR istnieje cia

*
g (wn) wielomianów zbieżny punktowo

do niej.

122. Niech w0(x) = 0 , wn+1 = wn(x) + 1

2

(

x2 − wn(x)2
)

dla x ∈ IR . Wykazać, że cia
*
g (wn) jest zbieżny

jednostajnie na przedziale [−1, 1] . Znaleźć jego granice
*
.

123. Wykazać, że funkcja cia
*
g la na przedziale domknie

*
tym jest granica

*
jednostajnie zbieżnego cia

*
gu funkcji

przedzia lami liniowych, tj. takich, które można zapisać w postaci ax+ b na każdym ze skończenie wielu

przedzia lów, na które podzielono wyj́sciowy przedzia l.

124. W oparciu o zadania nr 122 i 123 podać dowód twierdzenia Weierstrassa o przybliżaniu funkcji cia
*
g lej

wielomianami na przedziale domknie
*
tym.

125. Niech (fn) be
*
dzie cia

*
giem funkcji ca lkowalnych w sensie Riemanna na przedziale [0, 1] zbieżnym prawie

wsze
*
dzie do funkcji f : [0, 1] −→ IR . Wykazać, że dla każdej liczby ε > 0 istnieje zbiór A ⊂ [0, 1] miary

mniejszej niż ε , na dope lnieniu którego cia
*
g (fn) jest zbieżny jednostajnie.

126. Wykazać, że jeśli cia
*
g funkcji ca lkowalnych w sensie Riemanna (fn) jest niemaleja

*
cy i zbieżny prawie

wsze
*
dzie na przedziale [a, b] do funkcji f ca lkowalnej w sensie Riemanna, to zachodzi naste

*
puja

*
ca

równość lim
n→∞

∫

b

a

fn(x)dx =

∫

b

a

f(x)dx .

127. Wykazać, że jeśli cia
*
g (Bn) jest cia

*
giem wielomianów Bernsteina funkcji f i funkcja ta jest klasy C1 ,

to cia
*
g (B′

n
) jest zbieżny jednostajnie do funcji f ′ .


