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Zadania z analizy matematycznej 2002 /2003, cze$é sibdma

W tej mieszance znajdujg sie réowniez zadania bardzo tatwe, ale nawet takie kazdy powinien umieé zrobic!
Wykazaé, ze jesli funkcje fy:[a,b] — IR sg ciagle i dla kazdego = € [a,b] zachodzi réwnosé f(x) =
nh_{{.lo fn(x), to funkcja f ma punkty ciaglosci.

Wykazaé, ze granica ciagu wielomianéw jednostajnie zbieznego na calej prostej jest wielomianem.
Wykazaé, ze granica ciagu wielomianéw ograniczonego stopnia jednostajnie zbieznego na przedziale
domknietym jest wielomianem.

Wykazaé, ze ciag funkcyjny (f,) jest jednostajnie zbiezny na przedziale domknietym [a,b] do funkcji
f wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,) punktéw przedziatu [a,b] zbieznego do punktu x
zachodzi réwnosé nh—>H;O fu(zn) = fx).

Wykazaé, ze jesli ciag funkcji monotonicznych jest zbiezny punktowo do funkcji ciaglej na przedziale
domknietym, to jest zbiezny jednostajnie.

Wykazaé, ze jedli dla kazdego = € [a,b] ciag (fn(z)) jest monotoniczny i nlgr;o fu(z) = f(z), funkcje
fy fi, fa, ... sa ciagle, to ciag (f,) jest zbiezny jednostajnie na przedziale [a,b] do funkcji f.
Podaé przyklad ciagu (f,,) funkeji ciaglych zbieznego punktowo do funkceji ciaglej f na przedziale [0,1],
ktéry nie jest zbiezny jednostajnie na zadnym przedziale domknietym [a,b] C [0, 1].

Wykazaé, ze dla kazdej funkeji ciagltej f:IR — IR istnieje ciag (w,) wielomianéw zbiezny punktowo
do niej.

Niech wo(z) = 0, wpi1 = wn(z) + 3 (2% — w,(2)?) dla z € R. Wykazaé, ze ciag (wy) jest zbiezny
jednostajnie na przedziale [—1,1]. Znalezé jego granice.

Wykazaé, ze funkcja ciagla na przedziale domknietym jest granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji
przedziatami liniowych, tj. takich, ktére mozna zapisa¢ w postaci ax + b na kazdym ze skonczenie wielu
przedzialéw, na ktore podzielono wyjsciowy przedziat.

W oparciu o zadania nr 122 i 123 podaé¢ dowdéd twierdzenia Weierstrassa o przyblizaniu funkcji ciaglej
wielomianami na przedziale domknietym.

Niech (f,) bedzie ciagiem funkcji catkowalnych w sensie Riemanna na przedziale [0, 1] zbieznym prawie
wszedzie do funkcji f:[0,1] — IR. Wykazaé, ze dla kazdej liczby e > 0 istnieje zbiér A C [0, 1] miary
mniejszej niz ¢, na dopehieniu ktdérego ciag (fy,) jest zbiezny jednostajnie.

Wykazaé, ze jesli ciag funkcji catkowalnych w sensie Riemanna (f,) jest niemalejacy i zbiezny prawie

wszedzie na przedziale [a,b] do funkcji calkowalnej w sensie Riemanna, to zachodzi nastepujaca
€ p ] ] epuja

réwnosé lim fn )dx = / f(z

n—oo
Wykazaé, ze jesh ciag (B,) jest ciagiem wielomianéw Bernsteina funkcji f i funkcja ta jest klasy C!,

to ciag (B],) jest zbiezny jednostajnie do funcji f’.



