Zadania z analizy matematycznej 2002/2003, cze$é piata
W tej mieszance znajdujq sie rowniez zadania bardzo tatwe, ale nawet takie kazdy powinien
umieé zrobic!
74. Wykazaé, ze istnieje dokladnie jedna funkcja f:IR — IR taka, ze f(z) —esin(f(x)) =« dla
kazdej liczby x € IR oraz ze ta funkcja jest klasy C'°.

75. Wykazaé, ze pochodna wyznacznika macierzy F(z) = (fi;(z)) jest sumg n wyznacz-

1<i,j<n

nikdéw macierzy uzyskanych z F' przez zastapienie jednego z wierszy wierszem utworzonym z

pochodnych funkcji wystepujacych w zastepowanym wierszu.

f(x)  g(z)
f'(x) ¢'(x)

przedziale I. Wykazad, ze funkcje f i g sa liniowo zalezne nad IR. Wyjasni¢, czy teza pozostaje

76. Niech = 0 dla kazdego xz przedzialu I dla pewnych funkcji analitycznych w

w mocy w przypadku funkcji klasy C'°.

77. Wykazac, ze dla kazdej liczby dodatniej w istnieje dokladnie jedna funkcja f,: I — IR, gdzie
I oznacza pewien przedzial otwarty o srodku w punkcie 0 taka, ze f//(z) = —sin (fw (:c)) dla
kazdego = € I, f,(0) = 0 oraz f/(0) = w. Wykazaé, ze jesli w jest dostatecznie male, to

funkcja f,, moze by¢ okreslona na calej prostej i ze jest wtedy okresowa. Jezeli p(w) oznacza

-2
jej okres, to lim = 27 oraz lim M =0.
w—0 w—0 w
b
78. Niech f(z) = —Zjid , Przy czym ‘LCL Z‘ #0. Znalezé f(")(x).
. z — 10 . p(n)
79. Niech f(l‘) = m . Znalezé f (I) .

z,

- sin x
$°COS T ow

277/ = . x .
2" sin o

80. Znalez¢ wzor na %tg %—I—itg %—i—%tg gt 2%tg 5w Wwiedzac, ze cos

81. Oszacowaé blad przyblizenia Y1000 ~ 2.

82. Oszacowaé blad przyblizenia (1 + 2)* ~ 1+ ax.

(n)
83. Obliczyé (m_x) :
X

84. Niech f oznacza funkcje klasy C™*! i niech 7,_1(h) = %Lf(") (x+6n-h), r; oznacza j-ta
1
n+1"

reszte we wzorze Taylora. Wykazaé, ze jesli f("+1)(z9) # 0, to }llin%) 0n =

sinx 1/a*
85. Znalez¢ lim < ) .

x—0 €T

f(x)
f'(x)

jest dobrze okreslona na calej prostej, ze jest analityczna oraz ze g(x) = x wtedy i tylko wtedy,

86. Niech f bedzie funkcja analityczng na IR i niech g(z) = = — . Wykazaé, ze funkcja g

gdy f(z) =0. Znalezé ¢'(p) jesli p jest k—krotnym pierwiastkiem funkcji f.
Przeksztalcenie g jest zwiazane z tzw. metoda Newtona znajdowania pierwiastkéw funkcji f
w wielu przypadkach ciag =, g(x), g(g(x)), ...jest zbiezny do pierwiastka funkcji f, czyli
punktu stalego funkcji g, zbieznosé jest tym szybsza im wartosé bezwzgledna pochodnej g’ w
punkcie statym funkcji g jest mniejsza, wynika to z twierdzenia o wartosci sredniej.

87. Niech f bedzie funkcja klasy C? na przedziale [0,1], |f”| < A, f(0) =0 = f(1). Wykazaé,
ze |f'| < é na [0,1].

88. Niech f bedzie funkcja klasy C? na calej prostej, niech M; = sup{|f(i) (x): z€ IR} dla
i€{0,1,2}. Wykazaé, ze M2 < 2MoM, .

89. Wykazaé, ze wielomian ((z% — 1)")(n) ma wszystkie swe pierwiastki w przedziale [—1,1].



90.
91.

92.

93.

94.

95.

96.

Wykazaé, ze wszystkie pierwiastki wielomianu e’ (e"”2> ) sa liczbami rzeczywistymi.
Wykazaé, ze zachodza nieréwnodci
¥x<sinx<x dla 0 <z < 7;
Inz < 3(2?2-1) dla 0<z#1;
c. (%)‘”‘b“ > a®bbce > (ebte)etbte dla dowolnych liczb dodatnich a,b, ¢, z ktérych
przynajmniej dwie sa rézne;
d. zlnz+2ylny+3zInz+ (x+2y+32)In6 > (z + 2y + 32) In(z + 2y + 3z) dla dowolnych
liczb dodatnich z,y, 2.
Wykazaé, ze jesli prosta ma trzy rézne punkty wspoélne z wykresem funkcji wypuktlej, to ma z
tym wykresem wspdlny odcinek i nie jest $cisle wypukla.
Wykazaé, ze jedli funkcja scisle wypukla jest ciagla i nie jest monotoniczna, to ma wartosé
najmniejsza i ta najmniejsza wartos¢ jest przyjmowana w dokladnie jednym punkcie, przy czym
jest to punkt wewnetrzny dziedziny funkcji.
Wykazaé, ze jesli funkcja f jest wypukla na kazdym z przedzialéw [a,b] i [b, ¢] oraz rézniczko-
walna w punkcie b, to jest wypukta na [a, ] . Podaé przyklad $wiadczacy o tym, ze bez zalozenia
rézniczkowalnosci teza nie jest prawdziwa.
Zdefiniowa¢ funkcje wypukla na IR, ktéra nie ma pochodnej w zbiorze przeliczalnym A C IR
(moze np. byé A= Q).
Wykazaé, ze jedli f jest funkcja klasy C? i f/(a) =0 = f'(b), to istnieje punkt c € [a,b] taki,

. 4
ze f"(c) > mﬁ(b) = f(a)].
Definicja: Punkt p nazywamy punktem o okresie < m funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy

fofofo...of(p)=p, f wystepuje tu n razy; okresem punktu p nazywamy najmniejsza z liczb

n, dla ktorych zachodzi powyzsza rownosé.

97.

98.

Podaé przyktad funkcji ciaglej f przeksztalcajacej przedziat [0,1] na siebie, ktéra ma punkt
okresowy o okresie 7, ale nie ma punktéw o okresie 3 ani o okresie 5. Wykazaé, ze musi ona
wtedy mie¢ punkty o okresie 9, 11, 13, .. ..

Wykazaé, ze jedli funkcja ciagla f przeksztalcajaca przedzial [a, b] na siebie ma punkt okresowy

o okresie 2"*!, to ma réwniez punkt okresowy o okresie 27.



