
�����������	��
���������	
���������������������
��������! " #�%$��! " %&(')��
*�,+	-. -�0/1�	� + ���
W tej mieszance znajduja

+
sie
+

również zadania bardzo  latwe, ale nawet takie każdy powinien

umieć zrobić!

74. Wykazać, że istnieje dok ladnie jedna funkcja f : IR −→ IR taka, że f(x) − ε sin(f(x)) = x dla

każdej liczby x ∈ IR oraz że ta funkcja jest klasy C∞ .

75. Wykazać, że pochodna wyznacznika macierzy F (x) = (fi,j(x))1≤i,j≤n jest suma
+
n wyznacz-

ników macierzy uzyskanych z F przez zasta
+
pienie jednego z wierszy wierszem utworzonym z

pochodnych funkcji wyste
+
puja
+
cych w zaste

+
powanym wierszu.

76. Niech

∣

∣

∣

∣

f(x) g(x)
f ′(x) g′(x)

∣

∣

∣

∣

= 0 dla każdego x z przedzia lu I dla pewnych funkcji analitycznych w

przedziale I . Wykazać, że funkcje f i g sa
+
liniowo zależne nad IR . Wyjaśnić, czy teza pozostaje

w mocy w przypadku funkcji klasy C∞ .

77. Wykazać, że dla każdej liczby dodatniej ω istnieje dok ladnie jedna funkcja fω: I −→ IR , gdzie

I oznacza pewien przedzia l otwarty o środku w punkcie 0 taka, że f ′′ω(x) = − sin
(

fω(x)
)

dla

każdego x ∈ I , fω(0) = 0 oraz f ′ω(0) = ω . Wykazać, że jeśli ω jest dostatecznie ma le, to

funkcja fω może być określona na ca lej prostej i że jest wtedy okresowa. Jeżeli p(ω) oznacza

jej okres, to lim
ω→0

= 2π oraz lim
ω→0

p(ω)− 2π

ω
= 0 .

78. Niech f(x) =
ax+ b

cx+ d
, przy czym

∣

∣

∣

∣

a b

c d

∣

∣

∣

∣

6= 0 . Znaleźć f (n)(x) .

79. Niech f(x) =
x− 10

x2 − 20x+ 91
. Znaleźć f (n)(x) .

80. Znaleźć wzór na 1
2 tg

x
2+ 14 tg

x
4+ 18 tg

x
8+· · · 12n tg x2n wiedza

+
c, że cos x2 ·cos x4 ·. . .· x2n =

sinx

2n sin x
2n

.

81. Oszacować b la
+
d przybliżenia 10

√
1000 ≈ 2 .

82. Oszacować b la
+
d przybliżenia (1 + x)a ≈ 1 + ax .

83. Obliczyć

(

lnx

x

)(n)

.

84. Niech f oznacza funkcje
+

klasy Cn+1 i niech rn−1(h) = hn

n! f
(n) (x+ θh · h) , rj oznacza j –ta

+

reszte
+
we wzorze Taylora. Wykazać, że jeśli f (n+1)(x0) 6= 0 , to lim

h→0
θh =

1

n+ 1
.

85. Znaleźć lim
x→0

(

sinx

x

)1/x2

.

86. Niech f be
+
dzie funkcja

+
analityczna

+
na IR i niech g(x) = x − f(x)

f ′(x)
. Wykazać, że funkcja g

jest dobrze określona na ca lej prostej, że jest analityczna oraz że g(x) = x wtedy i tylko wtedy,

gdy f(x) = 0 . Znaleźć g′(p) jeśli p jest k –krotnym pierwiastkiem funkcji f .

Przekszta lcenie g jest zwia
+
zane z tzw. metoda

+
Newtona znajdowania pierwiastków funkcji f ,

w wielu przypadkach cia
+
g x , g(x) , g(g(x)) , . . . jest zbieżny do pierwiastka funkcji f , czyli

punktu sta lego funkcji g , zbieżność jest tym szybsza im wartość bezwzgle
+
dna pochodnej g′ w

punkcie sta lym funkcji g jest mniejsza, wynika to z twierdzenia o wartości średniej.

87. Niech f be
+
dzie funkcja

+
klasy C2 na przedziale [0, 1] , |f ′′| ≤ A , f(0) = 0 = f(1) . Wykazać,

że |f ′| ≤ A
2

na [0, 1] .

88. Niech f be
+
dzie funkcja

+
klasy C2 na ca lej prostej, niech Mi = sup

{

|f (i)(x): x ∈ IR
}

dla

i ∈ {0, 1, 2} . Wykazać, że M 21 ≤ 2M0M2 .

89. Wykazać, że wielomian
(

(x2 − 1)n
)(n)

ma wszystkie swe pierwiastki w przedziale [−1, 1] .



90. Wykazać, że wszystkie pierwiastki wielomianu ex
2

(

e−x
2

)(n)

sa
+
liczbami rzeczywistymi.

91. Wykazać, że zachodza
+
nierówności

a. 2
√
2
π x < sinx < x dla 0 < x < π4 ;

b. lnx < 12 (x
2 − 1) dla 0 < x 6= 1 ;

c. (a
2+b2+c2

a+b+c )a+b+c > aabbcc > (a+b+c3 )a+b+c dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c , z których

przynajmniej dwie sa
+
różne;

d. x lnx+ 2y ln y+ 3z ln z+ (x+ 2y+ 3z) ln 6 ≥ (x+ 2y + 3z) ln(x+ 2y + 3z) dla dowolnych

liczb dodatnich x, y, z .

92. Wykazać, że jeśli prosta ma trzy różne punkty wspólne z wykresem funkcji wypuk lej, to ma z

tym wykresem wspólny odcinek i nie jest ścísle wypuk la.

93. Wykazać, że jeśli funkcja ścísle wypuk la jest cia
+
g la i nie jest monotoniczna, to ma wartość

najmniejsza
+
i ta najmniejsza wartość jest przyjmowana w dok ladnie jednym punkcie, przy czym

jest to punkt wewne
+
trzny dziedziny funkcji.

94. Wykazać, że jeśli funkcja f jest wypuk la na każdym z przedzia lów [a, b] i [b, c] oraz różniczko-

walna w punkcie b , to jest wypuk la na [a, c] . Podać przyk lad świadcza
+
cy o tym, że bez za lożenia

różniczkowalności teza nie jest prawdziwa.

95. Zdefiniować funkcje
+

wypuk la
+

na IR , która nie ma pochodnej w zbiorze przeliczalnym A ⊂ IR

(może np. być A = Q ).

96. Wykazać, że jeśli f jest funkcja
+
klasy C2 i f ′(a) = 0 = f ′(b) , to istnieje punkt c ∈ [a, b] taki,

że f ′′(c) ≥ 4

(b− a)2 |f(b)− f(a)| .

Definicja: Punkt p nazywamy punktem o okresie ≤ n funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy

f ◦ f ◦ f ◦ . . . ◦ f(p) = p , f wyste
+
puje tu n razy; okresem punktu p nazywamy najmniejsza

+
z liczb

n , dla których zachodzi powyższa równość.

97. Podać przyk lad funkcji cia
+
g lej f przekszta lcaja

+
cej przedzia l [0, 1] na siebie, która ma punkt

okresowy o okresie 7 , ale nie ma punktów o okresie 3 ani o okresie 5 . Wykazać, że musi ona

wtedy mieć punkty o okresie 9, 11, 13, . . . .

98. Wykazać, że jeśli funkcja cia
+
g la f przekszta lcaja

+
ca przedzia l [a, b] na siebie ma punkt okresowy

o okresie 2n+1 , to ma również punkt okresowy o okresie 2n .


