Zadania z analizy matematycznej 2002/2003, cze$é czwarta

W tej mieszance znajduja sie réwniez zadania bardzo tatwe, ale nmawet takie kazdy powinien

umiec zrobié!
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nastepnie wyjasnié ilu wyrazow tego szeregu trzeba uzy¢, by mie¢ gwarancje znalezienia 5 cyfr

(w uktadzie dziesietnym) po przecinku liczb In2 i In5.
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———5 dlaz € R\ Z. Wykazaé, ze funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie
2 —n
swej dziedziny.
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Wykazaé, ze jesli 0 < a < 1, to réwnanie 1 + T + o + 37 to— = ae” ma dodatni

pierwiastek.
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Wykazaé, ze jesli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p, to zachodzi nastepujaca réwnosé

h)— fp—h
lim flo+ )th(p ):f,(p).

Jesli funkcja f jest ciagla, to }llin%) (f(:c+2h) —2f(z+h) +f(ac)) = 0. Czy twierdzenie odwrotne

jest prawdziwe?

Jedli funkcja f jest ciagla, to }lllir%) (f(a: + 3h) — 3f(x + 2h) + 3f(x + h) — f(x)) = 0. Czy
twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

Funkcja f:IR — IR jest rézniczkowalna na calej prostej. Wiadomo, ze dla kazdej liczby rze-
czywiste] x zachodzi nieréwnosé |f'(x)| < 1. Czy wynika stad, ze istnieje liczba p, taka ze
f(p) =p, czyli: czy funkcja f ma punkt staky?

Niech 0 < 2 < T . Wyjasni¢, ktéra liczba jest wicksza sin(tgx), czy tg(sinx). Nie wykluczamy,
ze odpowiedz zalezy od .

Ile pierwiastkéw ma réwnanie:
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(i) 2° — 5z = a w zaleznoéci od a € R; (ii) e” = ax® w zaleznosci od a € R.
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Zmnalez¢ przedzialy monotonicznosci oraz wypuktosci lub wklestosci funkcji f, jej lokalne eks-
trema i punkty przegiecia. Znalezé granice funkcji f oraz granice funkcji f’ w koricach prze-

dzialéw skladajacych sie na ich dziedziny (niekoniecznie takie same). Naszkicowaé wykres funk-

Gji* f, jesli f(x) =

4 -3, r . sf T
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d. 1—-—x+ :E—; e. 1n(ac+\/1+x2); f. sinzsin3z;
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13 Wiemy, ze f'(r) = 3 (x + 1)2/3 (2 + 22) 2 (72° + 1dx + 2)

g (z+1)°? (2% + 22)
niewymiernymi pierwiastkami funkcji f’ sa x5 ~ —1.845 oraz xg ~ —0.155, ma ona
réwniez pierwiastek wymierny,

2 1y _
f'(x) = 9 (x+1) 1/3 (2* + 22) o/ (142" 4+ 562° + 612% + 102 — 4), pierwiastkami dru-

giej pochodnej sa, =1 ~ 0.177, xo ~ —2.177, x3 =~ —0.492, x4 ~ —1.508, sa one niewy-

mierne.
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oraz ze pierwiastkami (jednokrotnymi) drugiej pochodnej sa, liczby x; = 1.7 oraz

2o &~ —3.7, innych pierwiastkéw rzeczywistych funkcja f” nie ma.

Wykazaé, ze punkt posredni w twierdzeniu Rolle’a moze by¢ dowolnym punktem przedziatu
(a,b).

Niech f(z) = zsin(ln(z)) dla « > 0 oraz f(0) =0. Niech ¢, < x bedzie taka liczba dodatnia,
ze f(x) — f(0) = xf'(c). Wykazaé, ze funkcja x — ¢, ma punkty nieciagloéci w dowolnym
przedziale postaci (0,6), gdzie § > 0.

Niech f:N(1) — IR bedzie funkcja okreslona na zbiorze N(1) = {n € N: n > 1}, taka ze
flk-n) = f(k)+ f(n) oraz f(2) = 1. Wyjasni¢ ile funkcji spelia ten warunek, jesli jest ich

mniej niz 5, znalez¢é wszystkie.

* UWAGA: Zakladamy, ze dziedziny funkcji sa tak dobrane, ze operacje definiujace funkcje sa

wykonalne oraz ze dziedziny sa maksymalnymi zbiorami o tej wlasnosci.



