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W tej mieszance znajduja

+
sie
+

również zadania bardzo  latwe, ale nawet takie każdy powinien

umieć zrobić!

51. Wykazać, że

∞
∑

n=1

arctg
2

n2
=

3π

4
.

52. Wykazać, że

∞
∑

n=1

arctg
1

n2 + n+ 1
=
π

4
.

53. Wykazać, że

∞
∑

n=0

1

2n
tg
π

2n+2
=

4

π
.

54. Wykazać, że

∞
∑

n=1

tg
x

2n
=

1

x
− ctgx .

55. Wykazać, że
1

1 · 2 · 6 · 7 −
1

3 · 4 · 8 · 9 +
1

5 · 6 · 10 · 11
− 1

7 · 8 · 12 · 13
+ · · · = 1

60

(

π − 149

60

)

.

56. Wykazać, że
1

1 · 2 · 4 · 5 −
1

3 · 4 · 6 · 7 +
1

5 · 6 · 8 · 9 −
1

7 · 8 · 10 · 11
+ · · · = 5

36
− 1

6
ln 2 .

57. Wykazać, że
1

1 · 2 · 4 · 5 +
1

3 · 4 · 6 · 7 +
1

5 · 6 · 8 · 9 +
1

7 · 8 · 10 · 11
+ · · · = 1

36
.

58. Wykazać, że
13

14 + 4
− 33

34 + 4
+

53

54 + 4
− 73

74 + 4
+ · · · = 0 .

59. Wykazać, że
1

1 · 2 (14 + 4)
− 1

3 · (34 + 4)
+

1

5 · (54 + 4)
− 1

7 · (74 + 4)
+ · · · = π

16
.

60. Wykazać, że ln(n + 1) − lnn =
2

2n+ 1

(

1 +
1

3

1

(2n+ 1)2
+

1

5

1

(2n+ 1)4
+

1

7

1

(2n+ 1)6
+ · · ·

)

,

naste
+
pnie wyjaśnić ilu wyrazów tego szeregu trzeba użyć, by mieć gwarancje

+
znalezienia 5 cyfr

(w uk ladzie dziesie
+
tnym) po przecinku liczb ln 2 i ln 5 .

61. Niech f(x) =

∞
∑

n=1

1

x2 − n2 dla x ∈ IR\Z . Wykazać, że funkcja f jest cia
+
g la w każdym punkcie

swej dziedziny.

62. Wykazać, że jeśli 0 < a < 1 , to równanie 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · x

n

n!
= aex ma dodatni

pierwiastek.

63. Za lóżmy, że lim
n→∞
an = a ∈ IR . Znaleźć lim

x→∞

(

ex ·
∞
∑

n=0

an
xn

n!

)

.

64. Wykazać, że jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie p , to zachodzi naste
+
puja
+
ca równość

lim
h→0

f(p+ h)− f(p− h)
2h

= f ′(p) .

65. Jeśli funkcja f jest cia
+
g la, to lim

h→0

(

f(x+2h)−2f(x+h)+f(x)
)

= 0 . Czy twierdzenie odwrotne

jest prawdziwe?

66. Jeśli funkcja f jest cia
+
g la, to lim

h→0

(

f(x + 3h) − 3f(x + 2h) + 3f(x + h) − f(x)
)

= 0 . Czy

twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

67. Funkcja f : IR −→ IR jest różniczkowalna na ca lej prostej. Wiadomo, że dla każdej liczby rze-

czywistej x zachodzi nierówność |f ′(x)| < 1 . Czy wynika sta
+
d, że istnieje liczba p , taka że

f(p) = p , czyli: czy funkcja f ma punkt sta ly?

68. Niech 0 < x < π
2

. Wyjaśnić, która liczba jest wie
+
ksza sin(tgx) , czy tg (sinx) . Nie wykluczamy,

że odpowiedź zależy od x .

69. Ile pierwiastków ma równanie:

(i) x5 − 5x = a w zależności od a ∈ IR ; (ii) ex = ax2 w zależności od a ∈ IR .



70. Znaleźć przedzia ly monotoniczności oraz wypuk lości lub wkle
+
s lości funkcji f , jej lokalne eks-

trema i punkty przegie
+
cia. Znaleźć granice funkcji f oraz granice funkcji f ′ w końcach prze-

dzia lów sk ladaja
+
cych sie

+
na ich dziedziny (niekoniecznie takie same). Naszkicować wykres funk-

cji* f , jeśli f(x) =

a. x4(1 + x)−3 ; b.
x

3
√
x2 − 1

; c.
3

√

x2

x+ 1
;

d. 1− x+

√

x3

x+ 3
; e. ln

(

x+
√

1 + x2
)

; f. sinx sin 3x ;

g. (x+ 1)
5/3 (
x2 + 2x

)1/3
. Wiemy, że f ′(x) =

1

3
(x+ 1)

2/3 (
x2 + 2x

)

−2/3 (
7x2 + 14x+ 2

)

,

niewymiernymi pierwiastkami funkcji f ′ sa
+
x5 ≈ −1.845 oraz x6 ≈ −0.155 , ma ona

również pierwiastek wymierny,

f ′′(x) =
2

9
(x+ 1)−1/3

(

x2 + 2x
)−5/3 (

14x4 + 56x3 + 61x2 + 10x− 4
)

, pierwiastkami dru-

giej pochodnej sa
+
x1 ≈ 0.177 , x2 ≈ −2.177 , x3 ≈ −0.492 , x4 ≈ −1.508 , sa

+
one niewy-

mierne.

h.
3
√
x2 + 2x− 7

3
√
x2 + 2x− 5

. Wiadomo, że f ′(x) =
4

3
(x+ 1)

(

x2 + 2x− 5
)−

4

3
(

x2 + 2x− 7
)−

2

3 ,

f ′′(x) = −4

9

(

9x4 + 36x3 + 8x2 − 56x− 181
) (

x2 + 2x− 5
)−

7

3
(

x2 + 2x− 7
)−

5

3

oraz że pierwiastkami (jednokrotnymi) drugiej pochodnej sa
+
liczby x1 ≈ 1.7 oraz

x2 ≈ −3.7 , innych pierwiastków rzeczywistych funkcja f ′′ nie ma.

71. Wykazać, że punkt pośredni w twierdzeniu Rolle’a może być dowolnym punktem przedzia lu

(a, b) .

72. Niech f(x) = x sin(ln(x)) dla x > 0 oraz f(0) = 0 . Niech cx < x be
+
dzie taka

+
liczba

+
dodatnia

+
,

że f(x) − f(0) = xf ′(cx) . Wykazać, że funkcja x → cx ma punkty niecia
+
g lości w dowolnym

przedziale postaci (0, δ) , gdzie δ > 0 .

73. Niech f :N(1) −→ IR be
+
dzie funkcja

+
określona

+
na zbiorze N(1) = {n ∈ N : n ≥ 1} , taka

+
że

f(k · n) = f(k) + f(n) oraz f(2) = 1 . Wyjaśnić ile funkcji spe lnia ten warunek, jeśli jest ich

mniej niż 5, znaleźć wszystkie.

* UWAGA: Zak ladamy, że dziedziny funkcji sa
+
tak dobrane, że operacje definiuja

+
ce funkcje

+
sa
+

wykonalne oraz że dziedziny sa
+
maksymalnymi zbiorami o tej w lasności.


