Zadania z analizy matematycznej 2002/2003, cze$é trzecia
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Dowieéé, ze dla kazdego niepustego zbioru przeliczalnego A C IR istnieje funkcja monotoniczna
fa:IR — IR, ktorej zbiorem punktéw niecigglosci jest A.

Wykazad, ze nie istnieje funkcja f:IR — IR taka, ze dla kazdego p € R jest ilinp f(z) = +o0.
Wykazaé, ze jesli funkcja f:IR — IR ma w kazdym punkcie granice rowna, 0, to dla pewnej
liczby niewymiernej a musi by¢ f(a) =0.

Niech C oznacza zbiér Cantora, tj. zbidr ztozony z tych wszystkich liczb z przedziatu [0, 1], ktére
maja rozwiniecie tréjkowe, w ktérym nie wystepuje cyfra 1. Wykazaé, ze C nie zawiera zadnego
przedzialu oraz ze jest réwnoliczny z przedzialem. Wykazaé, ze istnieje funkcja ciagla prze-
ksztalcajaca zbiér Cantora C na przedziat [0, 1] oraz ze funkcja taka nie jest réznowartosciowa.
Wykazaé, ze jesli f:IR — IR jest taka funkcja, ze dla kazdych liczb rzeczywistych z,y € IR
zachodzi nieréwnosé |f(z) — f(y)| < (z —y)?, to f jest funkcja stala.

Dowieéé¢, ze jedli funkcja f:IR — IR spelnia warunek Lipschitza to jest réznica dwu funkcji
monotonicznych ciagglych. Wyjaéni¢, czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe.

Podaé przyklad funkcji ograniczonej f:[0,00) — IR, ktéra nie jest jednostajnie ciggla.
Funkcja f jest jednostajnie ciagla na przedziale P; ina przedziale P, . Zbiér P = Py UP; jest
przedzialem. Czy f musi by¢ jednostajnie ciagla na przedziale P 7

Funkcja f:]0,00) — IR jest ograniczona na kazdym przedziale ograniczonym P C [0,00).
Istnieje granica lim (f(zx+ 1) — f(x)) = g. Wykazaé, ze istnieje granica lim 1)
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Znalez¢ wszystkie funkcje f:IR — IR, takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y zacho-

oraz

dzg réwnosci f(x+y) = f(x)+ f(y) 1 f(z-y) = f(x)- f(y). Wykazaé, ze istnieje o wiele wiecej
funkcji f:C — C.

Wykazaé, ze pierécienie (funkcyjne) C ([0,1]) i C* ([0,1]) nie sa izomorficzne.

Dowiesé, ze dla kazdego wielokata wypuktego istnieje prosta, ktéra dzieli jednoczesnie jego pole
i jego obwdd na potowy.

Dowieéé, ze na brzegu kazdego wielokata wypuklego istnieja cztery punkty, ktére sa wierz-
chotkami kwadratu.

Uwaga: brzeg wielokata wypuklego mozna zastapi¢ dowolna krzywa zamknieta, niekoniecznie
wypukta, tj. obrazem odcinka [0,1] przy funkcji ciaglej , ktéra przeksztalca oba koiice tego
odcinka na jeden punkt, ale to twierdzenie jest dosy¢ trudne i wg. mojej wiedzy nie znany jego
dowod kroétszy od oryginalnego dowodu Sznirelmana.

Dowiesé, ze funkcja f przeksztalcajaca zbidr wszystkich liczb rzeczywistych (lub zespolonych)
w siebie, speliajaca warunek Lipschitza ze stala mniejsza (ostro!) od 1 ma dokladnie jeden
punkt staly, tj. istnieje dokladnie jedna liczba p taka, ze f(p) =p.

Niech f:IR — IR bedzie dowolng funkcja. Niech f™ = fo fo fo...o f oznacza zlozenie
n egzemplarzy funkcji f. Dowies¢, ze jesli funkcja f™ spelnia warunek Lipschitza ze stala
mniejszg, (ostro!) od 1, to funkcja f ma doktadnie jeden punkt staly, tj. istnieje doktadnie jedna
liczba p taka, ze f(p)=p.

Wyjasnié, czy istnieje funkcja jednostajnie ciagla przeksztalcajaca pétprosta [0,00) na R.

Wyjasnié, czy istnieje réznowartosciowa funkcja ciagla przeksztalcajaca pdlprosta, [0,00) na IR.
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Znalez¢ lim —— — oraz lim ——.
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Niech f:(0,00) — IR bedzie taka funkcja ciagla, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej
x zachodzi lim f (£> = 0. Wykazaé, ze lim f(z)=0.
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Wykazaé, ze istnieje niemalejaca funkcja ciagla f:[0,1] — [0,1], ktéra nie jest $cisle rosnaca
na zadnym przedziale przeksztalcajaca przedziat [0, 1] na siebie.
Niech f:[0,1] — [0, 1] bedzie dowolna funkcja. Niech f™ = fo fo fo...of oznacza zlozenie n
egzemplarzy funkeji f. Méwimy, ze punkt p € [0,1] jest n—okresowy wtedy i tylko wtedy, gdy
f™(p) = p iliczba n jest najmniejsza, dla ktérej zachodzi ta réwnosé. Niech 0 < ¢ < 1 i niech
flr)=2 dla0<z<ec. f(z)= % dla ¢ < x < 1. Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej
n istnieje co najmniej jeden punkt okresowy o okresie n oraz, ze liczba takich punktéw jest
skoniczona.
Niech teraz f(z) =z + 3 dla 0 <2 < 1 iniech f(z) =2 -2z dla 1 <2 < 1. Wykazad, ze
dla kazdej liczby naturalnej n istnieje co najmniej jeden punkt okresowy o okresie n oraz, ze
liczba takich punktow jest skoriczona.
Niech f:[0,1] — [0,1] bedzie funkcja ciagla. Niech T, = {z, f(x), f?(z), f3(z), ...} oznacza
trajektorie punktu x, f™ jest zdefiniowane w zadaniu poprzednim. Wykazaé, ze jesli dla pew-
nego punktu x € [0, 1] zbiér T, jest domkniety (tzn. jesli z tego ze dla kazdej liczby naturalnej

n zachodzi a, € T, i ¢ = lim a,, to réwniez g € T, ), to zbiér T, jest skoriczony.
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