
Pamie� tnik z wyk ladu z AM1, cze� ść ósma

Definicja zbieżności punktowej i jednostajnej.

Niech fn:A −→
�

(lub fn:A −→ � ) be� dzie cia� giem funkcji określonych na zbiorze A . Mówimy, że cia� g
ten jest zbieżny punktowo do funkcji f :A −→

�
(f :A −→ � ) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego

punktu x ∈ A zachodzi równość

lim
n→∞
fn(x) = f(x) tzn. ∀x∈A∀ε>0∃k∀n>k|fn(x)− f(x)| < ε .

Cia� g (fn) jest zbieżny jednostajnie do funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃k∀n>k∀x∈A|fn(x)− f(x)| < ε .

Szereg funkcyjny jest zbieżny punktowo, jeśli jego cia� g sum cze� ściowych jest zbieżny punktowo. Ana-

logicznie szereg funkcyjny jest zbieżny jednostajnie, jeśli jego cia� g sum cze� ściowych jest zbieżny jedno-

stajnie.

Różnica formalna polega na umiejscowieniu kwantyfikatora ∀x∈A . W jej rezultacie w pierwszym

przypadku liczba naturalna k może zależeć zarówno od x jak i od ε , w przypadku zbieżności jedno-

stajnej liczba k zależy jedynie od ε . Oczywíscie należy natychmiast rzecz poprzeć przyk ladem.

Przyk lad 1.

Niech A = [0, 1] , fn(x) = xn . Mamy lim
n→∞
fn(x) = lim

n→∞
xn = 0 dla 0 ≤ x < 1 oraz lim

n→∞
fn(1) =

lim
n→∞

1n = 1 . Zatem cia� g (fn) jest zbieżny do funkcji f zdefiniowanej wzorami f(x) = 0 dla 0 ≤ x < 1

i f(1) = 1 . Wykażemy, że cia� g ten nie jest zbieżny jednostajnie do funkcji f . Gdyby by l to dla

dostatecznie dużych n i wszystkich x ∈ [0, 1] musia laby zachodzić nierówność |fn(x) − f(x)| <
1
3 .

Mamy jednak fn

(

n

√

1
2

)

− f
(

n

√

1
2

)

= 1
2 >

1
3 .

Jasne jest, że jeśli cia� g (fn) jest zbieżny jednostajnie do funkcji f , to jest również zbieżny punktowo

do tej samej funkcji f . Powyższy przyk lad pokazuje, że odwrotnie na ogó l nie jest.

Przyk lad 2.

Twierdzenie Weierstrassa o przybliżaniu mówi, że każda funkcja cia� g la jest granica� jednostajnie zbież-

nego cia� gu wielomianów, np. wielomianów Bernsteina.

Warunek Cauchy’ego jednostajnej zbieżności cia� gu funkcyjnego (jednostajny w.C.)

∀ε>0∃nε∀n>nε∀k∀x∈D
∣

∣fn+k(x) − fn(x)
∣

∣ < ε . (j.w.C.)

Tutaj (fn) oznacza cia� g funkcji określonych na zbiorze D .

Twierdzenie

Cia� g funkcji (fn) jest jednostajnie zbieżny na zbiorze D do funkcji f określonej na D wtedy i tylko

wtedy, gdy spe lnia j.w.C.

Dowód pomijamy, bo jest on po prostu powtórzeniem dowodu tego twierdzenia dla cia� gów liczbo-

wych, jedyna różnica, to dopisanie wsze� dzie „ dla każdego x ∈ D ”, czyli różnica kosmetyczna.
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Kryterium Weierstrassa zbieżności szeregu funkcyjnego

Jeśli
∑

fn jest szeregiem funkcji określonych na zbiorze D i istnieje szereg zbieżny
∑

an taki, że

dla każdego x ∈ D zachodzi nierówność |fn(x)| ≤ an , to szereg
∑

fn jest zbieżny jednostajnie na

zbiorze D .

Dowód.

Wynika to od razu z tego, że dla szeregu zbieżnego
∑

an spe lniony jest w.C. Z tego wynika od razu, że

dla każdej liczby dodatniej ε , dla dostatecznie dużych n i wszystkich k zachodzi nierówność an+1 +

an+2 + · · ·+ an+k < ε i wobec tego dla wszystkich x ∈ D zachodzi nierówność

|fn+1(x)|+ |fn+2(x)| + · · ·+ |fn+k(x)| < ε ,

a to oznacza, że spe lniony jest j.w.C. Sta� d jednostajna zbieżność szeregu
∑

fn na zbiorze D wynika

od razu.

Przyk lad 3.

Szereg pote� gowy jest zbieżny na każdym domknie� tym przedziale zawartym w przedziale zbieżności.

Dowód.

Zaczniemy od cze� ści  latwiejszej. Niech r > 0 oznacza promień zbieżności szeregu
∑

anx
n i niech

[α, β] ⊂ (−r, r) . Niech c < r oznacza liczbe� wie� ksza� zarówno od |α| jak i od |β| . Wobec tego

|anx
n| < |an|c

n i jednocześnie
∞
∑

n=0

|an|c
n < +∞ , wobec tego szereg

∑

anx
n jest jednostajnie zbieżny

na przedziale [α, β] . Jak widać jest to po prostu powtórka dowodu zbieżności (bezwzgle� dnej) szeregu

pote� gowego wewna� trz przedzia lu zbieżności.

Pozosta l przypadek zwia� zany z twierdzeniem Abela o cia� g lości szeregu pote� gowego w końcu przedzia lu

zbieżności. Dla uproszczenia oznaczeń za lożymy, że promień zbieżności szeregu pote� gowego równy jest

1 oraz że szereg
∑

an jest zbieżny. Przy tych za lożeniach wykażemy, że szereg
∑

anx
n jest zbieżny

jednostajnie na przedziale [0, 1] . Zache� camy do sprawdzenia, np. w notatkach z pierwszego semestru

(lepiej bez nich!), że wszystkie przypadki można sprowadzić do tego jednego. Niech sn = a0 +a1 + · · ·+

an . Mamy wtedy

an+1x
n+1 + an+2x

n+2 + · · ·+ an+kx
n+k =

= (sn+1 − sn)x
n+1 + (sn+2 − sn+1)xn+2 + · · ·+ (sn+k − sn+k−1)xn+k =

= −snx
n+1 + sn+kx

n+k + (1− x)
(

sn+1x
n+1 + sn+2x

n+2 + · · ·+ sn+k−1x
n+k−1

)

.

Niech ε > 0 be� dzie dowolna� liczba� . Dla dostatecznie dużych n i dowolnych k zachodza� nierówności

|sn| < ε , |sn+1| < ε , |sn+2| < ε , . . . , |sn+k| < ε . Sta� d, z tego, że 0 ≤ x ≤ 1 i z poprzednich równości

wynika, że
∣

∣− snx
n+1
∣

∣ < ε ,
∣

∣sn+kx
n+k
∣

∣ < ε ,
∣

∣

∣
(1− x)

(

sn+1x
n+1 + sn+2x

n+2 + · · ·+ sn+k−1x
n+k−1

)

∣

∣

∣
≤ ε(1− x)

(

xn+1 + xn+2 + · · ·+ xn+k−1
)

=

= ε(xn+1 − xn+k) < ε

i wobec tego
∣

∣an+1x
n+1 +an+2x

n+2 + · · ·+an+kx
n+k
∣

∣ < 3ε , co dowodzi jednostajnej zbieżności szeregu
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∑

anx
n na przedziale [0, 1] .

Twierdzenie Abela –Dirichleta dla jednostajnej zbieżności

Za lóżmy, że funkcje fn i gn , n = 0, 1, 2, . . . sa� określone na zbiorze D i że dla każdego x ∈ D cia� g
liczbowy (fn(x)) jest nierosna� cy, fn(x) ≥ 0 . Jeśli spe lnione jest jedno z dwóch za lożeń:

(i) szereg
∑

gn jest zbieżny jednostajnie na D a funkcja f1 jest ograniczona,

(ii) sumy szeregu
∑

gn sa� ograniczone a cia� g (fn) jest jednostajnie zbieżny do funkcji zerowej,

to szereg
∑

fngn jest zbieżny jednostajnie na zbiorze D .

Dowód.

Ten dowód to w zasadzie powtórka dowodu jednostajnej zbieżności szeregu pote� gowego. Przyjmijmy, że

sn(x) = g0(x) + g1(x) + · · ·+ gn(x) . Wtedy
∣

∣fn+1(x)gn+1(x) + fn+2(x)gn+2(x) + · · ·+ fn+k(x)gn+k(x)
∣

∣ ≤
∣

∣fn+1(x)sn(x)
∣

∣+

+
∣

∣(fn+1(x)−fn+2(x))sn+1(x)+(fn+2(x)−fn+3(x))sn+2(x)+ · · ·+(fn+k−1(x)−fn+k(x))sn+k−1(x)
∣

∣+

+
∣

∣fn+k(x)sn+k(x)|

Jeśli spe lnione jest którekolwiek z za lożeń (i), (ii) to fn+1sn � 0 , sup
k

fn+ksn+k � 0 i wreszcie

∣

∣(fn+1(x)− fn+2(x))sn+1(x) + (fn+2(x)− fn+3(x))sn+2(x) + · · ·+ (fn+k−1(x)− fn+k(x))sn+k−1(x)
∣

∣ ≤

≤
(

|fn+1 − fn+2||sn+1|+ |fn+2 − fn+3||sn+2|+ · · ·+ |fn+k−1 − fn+k||sn+k−1|
)

≤

≤
(

|fn+1 − fn+2|+ |fn+2 − fn+3|+ · · ·+ |fn+k−1 − fn+k|
)

sup
i

|sn+i| =
(

|fn+1 − fn+k|
)

sup
i

|sn+i| � 0

Oczywíscie ostatnia równość to jedyne miejsce, w którym wykorzystywana jest monotoniczność cia� gu

(fn) . Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie to w jawny sposób nie pojawi lo sie� na wyk ladzie, stanowi ono niez la� podstawe� do

zadania pytania na egzaminie ustnym:  latwe uogólnienie twierdzenia Abela – Dirichleta na przypadek

szeregu funkcyjnego.

Jedno z poniższych twierdzeń Dini’ego zosta lo udowodnione na wyk ladzie a drugie nie.

Twierdzenie o jednostajnej zbieżności cia� gu funkcji monotonicznych

Jeśli funkcje fn , n = 0, 1, 2, . . . sa� monotoniczne, cia� g (fn) jest zbieżny punktowo do funkcji cia� g lej

f na przedziale domknie� tym (zbiorze zwartym, tj. takim, ze z każdego cia� gu punktów tego zbioru

można wybrać podcia� g zbieżny do granicy be� da� cej elementem tego zbioru), to cia� g (fn) jest zbieżny

jednostajnie.

Twierdzenie o jednostajnej zbieżności cia� gu monotonicznego funkcji cia� g lych

Jeśli cia� g funkcji cia� g lych (fn) jest zbieżny punktowo do funkcji cia� g lej f na przedziale domknie� tym

(zbiorze zwartym) i dla każdego x cia� g (fn(x)) jest monotoniczny, to fn � f .

Dowód twierdzenia o zbieżności jednostajnej cia� gu funkcji monotonicznych.

Za lóżmy, że ε > 0 . Ponieważ funkcja f jest cia� g la na przedziale domknie� tym, wie� c jest cia� g la jed-

nostajnie. Istnieje wie� c liczba δ > 0 taka, że jeśli |x − y| < δ , to |f(x) − f(y)| < ε
3 . Niech punkty

x0 < x1 < . . . < xk−1 < xk be� da� tak wybrane, że xi − xi−1 < δ , x0 jest lewym końcem dziedziny
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funkcji f , a xk – prawym. Ponieważ cia� g (fn) jest zbieżny punktowo do funkcji f , wie� c dla do-

statecznie dużych n zachodzi k + 1 nierówności |fn(xi) − f(xi)| <
ε
3 , i = 0, 1, 2, . . . , k . Bez straty

ogólności można za lożyć, że funkcje f1 , f2 , . . . sa� niemaleja� ce: w cia� gu (fn) musi wysta� pić nieskończenie

wiele funkcji niemaleja� cych lub nieskończenie wiele funkcji nierosna� cych, wystarczy oczywíscie rozpa-

trywać jeden z tych przypadków. Funkcja graniczna f musi również być niemaleja� ca. Jeśli x jest

dowolnym punktem przedzia lu [x0, xk ] , to dla pewnego i zachodzi nierówność xi−1 ≤ x ≤ xi .

Wobec tego f(xi−1) ≤ f(x) ≤ f(xi) oraz fn(xi−1) ≤ fn(x) ≤ fn(xi) . Zachodza� też nierówności

f(xi−1) − ε3 ≤ fn(xi−1) oraz fn(xi) ≤ f(xi) + ε
3 . Sta� d wynika, że obie liczby f(x) i fn(x) znajduja�

sie� w przedziale
(

f(xi−1) − ε3 , f(xi) + ε
3

)

, wie� c odleg lość mie� dzy nimi jest mniejsza od jego d lugości,

która jest mniejsza od liczby ε . Dowód zosta l zakończony.

Dowód twierdzenia o zbieżności jednostajnej cia� gu monotonicznego funkcji cia� g lych.

Za lóżmy, że teza nie jest prawdziwa oraz że cia� g (fn) jest niemaleja� cy. Niech D oznacza dziedzine�

rozpatrywanych funkcji. Istnieje wie� c liczba ε > 0 taka, że dla każdego naturalnego n istnieje m > n

oraz xm , dla których |fm(xm)− f(xm)| ≥ ε . Ponieważ cia� g (fn) jest niemaleja� cy, wie� c dla każdego x

zachodzi nierówność fn(x) ≤ f(x) . Wobec tego musi być spe lniona nierówność fm(xm) ≤ f(xm) − ε .

Z cia� gu (xm) można wybrać podcia� g zbieżny do granicy p ∈ D , bo dziedzina funkcji jest przedzia lem

domknie� tym (zbiorem zwartym). By nie komplikować oznaczeń przyjmijmy, że cia� g (xm) jest zbieżny

do p . Jeśli j ≤ m , to mamy fj(xm) ≤ fm(xm) ≤ f(xm) . Sta� d i z cia� g lości funkcji fj w punkcie

p wynika, że fj(p) = lim
m→∞

fj(xm) ≤ lim
m→∞

f(xm) − ε = f(p) − ε . Otrzymana nierówność przeczy

oczywíscie temu, że lim
j→∞
fj(p) = f(p) . Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie o cia� g lości granicy jednostajnie zbieżnego cia� gu funkcyjnego

Jeśli fn � f i wszystkie funkcje f1 , f2 , . . . sa� cia� g le w punkcie p , to również funkcja f jest cia� g la w

punkcie p .

Dowód.

Za lóżmy, że ε > 0 . Dla każdej dostatecznie dużej liczby naturalnej n , dla wszystkich x zachodzi

nierówność |fn(x) − f(x)| <
ε
3 . Wybierzmy jedna� dostatecznie duża� liczbe� naturalna� n . Ponieważ

funkcja fn jest cia� g la w punkcie p , wie� c istnieje liczba δ > 0 taka, że jeśli |x − p| < δ , to zachodzi

|fn(x)− fn(p)| < ε . Mamy wie� c

|f(x)− f(p)| ≤ |f(x)− fn(x)| + |fn(x)− fn(p)|+ |fn(p)− f(p)| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε .

Oznacza to, że funkcja graniczna f jest cia� g la w punkcie p . Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie o ca lkowalności granicy jednostajnie zbieżnego cia� gu funkcyjnego

Jeśli funkcje f1 , f2 , . . . sa� ca lkowalne w sensie Riemanna na przedziale [a, b] i fn � f , to również

funkcja f jest ca lkowalna w sensie Riemanna i zachodzi równość

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx
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Dowód.

Niech Dn be� dzie zbiorem punktów niecia� g lości funkcji fn . Jest on zbiorem miary 0, bo funkcja fn

jest ca lkowalna w sensie Riemanna. Wobec tego zbiór

∞
⋃

n=1

Dn jest też miary 0 , bo suma przeliczal-

nej rodziny zbiorów miary 0 jest również zbiorem miary 0 . Jeśli p ∈ [a, b] \ D , to wszystkie funk-

cje f1 , f2 ,. . . sa� cia� g le w punkcie p , zatem – na mocy twierdzenia o cia� g lości granicy jednostajnie

zbieżnego cia� gu funkcyjnego – funkcja f również jest cia� g la w tym punkcie. Cia� g (fn) spe lnia jedno-

stajny warunek Cauchy’ego, zatem dla dostatecznie dużych liczb naturalnych k , n zachodzi nierówność

|fn(x) − fk| < 1 , wobec tego ε ≥ lim
n→∞

|fn(x) − fk(x)| = |f(x) − fk(x) . Ponieważ funkcja fk jest

ca lkowalna w sensie Riemanna, wie� c jest ograniczona. Wobec tego również funkcja f jest ograniczona:

|f(x)| ≤ |fk(x)|+1 . Wykazalísmy wie� c, że funkcja f jest ograniczona i że jej zbiór punktów niecia� g lości

ma miare� 0 . f jest wie� c ca lkowalna w sensie Riemanna. Niech ε be� dzie liczba� dodatnia� . Niech m

be� dzie tak duża� liczba� naturalna� , że |fm(x) − f(x)| < ε
b−a

dla każdego x ∈ [a, b] . Dla dostatecz-

nie drobnego podzia lu a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b przedzia lu [a, b] zachodza� nierówności
∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x)dx −

n
∑

j=1

f(xj)(xj − xj−1)

∣

∣

∣

∣

< ε i

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

fm(x)dx −

n
∑

j=1

fm(xj)(xj − xj−1)

∣

∣

∣

∣

< ε . Wobec tego

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x)dx −

∫ b

a

fm(x)dx

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x)dx −

n
∑

j=1

f(xj)(xj − xj−1)

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

f(xj)(xj − xj−1)−

n
∑

j=1

fm(xj)(xj − xj−1)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

fm(xj)(xj − xj−1)−

∫ b

a

fm(x)dx

∣

∣

∣

∣

<

< ε+

n
∑

j=1

∣

∣f(xj)− fm(xj)
∣

∣(xj − xj−1) + ε < ε+
ε

b− a

n
∑

j=1

(xj − xj−1) + ε = ε+
ε

b− a
(b− a) + ε = 3ε .

Z tej nierówności wynika, że lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx . Dowód zosta l zakończony.

Naste� pne twierdzenie różni sie� tym od poprzednich, że zak ladamy jednostajna� zbieżność cia� gu

pochodnych zamiast funkcji, bo inaczej nic sensownego wykazać nie można.

Twierdzenie o różniczkowalności granicy cia� gu funkcyjnego

Jeśli funkcje f1 , f2 , . . . sa� określone na przedziale ograniczonym I , różniczkowalne i f ′n � g , cia� g
(fn) jest zbieżny w punkcie p , to cia� g (fn) jest jednostajnie zbieżny do funkcji f i zachodzi równość

f ′(x) = g(x) dla każdego x ∈ I .

Dowód.

Wykażemy najpierw, że cia� g (fn) jest zbieżny jednostajnie. Niech ε > 0 . Istnieje nε takie, że dla

każdych n, k > nε i dowolnego x zachodza� nierówności |f ′n(x) − f
′
k(x)| < ε oraz

∣

∣fn(p)− fk(p)
∣

∣ < ε .

Wobec tego

|fn(x)− fk(x)| ≤
∣

∣

∣
fn(x) − fk(x) −

(

fn(p)− fk(p)
)

∣

∣

∣
+
∣

∣fn(p)− fk(p)
∣

∣ =

=
∣

∣f ′n(cx)− f
′
k(cx)
∣

∣

∣

∣x− p
∣

∣+
∣

∣fn(p)− fk(p)
∣

∣ < ε+ ε = 2ε .

Twierdzenie Lagrange’a zosta lo tu zastosowane do funkcji fn − fk ! Cia� g
(

fn
)

jest wie� c cia� giem Cau-
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chy’ego, zatem jest zbieżny jednostajnie do pewnej funkcji f . Funkcja ta jest cia� g la jako granica cia� gu

funkcji cia� g lych zbieżnego jednostajnie. Wykażemy, że f ′(x) = g(x) dla każdego x . Stosuja� c znów

twierdzenie Lagrange’a do różnicy fn − fk otrzymujemy dla dostatecznie dużych n i k nierówność
∣

∣

∣

∣

fn(x + h)− fn(x)

h
−f ′n(x)−

(

fk(x+ h)− fk(x)

h
−f ′k(x)

)
∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

f ′n(cn,k)−f
′
n(x)−

(

f ′k(cn,k)−f
′
k(x)

)
∣

∣

∣

∣

< ε

– bowiem dla dostatecznie dużych n, k i dowolnego t zachodzi nierówność
∣

∣f ′n(t) − f
′
n(t)
∣

∣ < ε2 , która�

można zastosować w przypadku t = cn,k oraz t = x . Ponieważ lim
k→∞
fk(t) = f(t) i lim

k→∞
f ′k(t) = g(t) ,

wie� c dla dostatecznie dużego n wszystkich x ∈ I i wszystkich takich h , że x + h ∈ I , zachodzi

nierówność

∣

∣

∣

∣

fn(x+ h)− fn(x)

h
− f ′n(x) −

(

f(x+ h)− f(x)

h
− g(x)(x)

)∣

∣

∣

∣

≤ ε . Dla ustalonego, dosta-

tecznie dużego n i ustalonego x istnieje δ > 0 taka, że 0 < |h| < δ ⇒

∣

∣

∣

∣

fn(x+ h)− fn(x)

h
−f ′n(x)

∣

∣

∣

∣

< ε ,

jeśli tylko x + h ∈ I . Sta� d wynika, że 0 < |h| < δ ⇒

∣

∣

∣

∣

f(x+ h)− f(x)

h
− g(x)

∣

∣

∣

∣

< 2ε dla tego ustalo-

nego x , jeśli x + h ∈ I . Oznacza to, że g(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
, a to oznacza, że g(x) = f ′(x) .

Dowód zosta l zakończony.

Wykażemy jeszcze jedno twierdzenie mówia� ce o istnieniu podcia� gów zbieżnych jednostajnie.

Definicja zbioru zwartego.

1. Zbiór K ⊂ IR nazywany jest zwartym, jeśli z każdego cia� gu (xn) punktów zbioru K można

wybrać podcia� g (xnk ) zbieżny do granicy g ∈ K .

2. Zbiór F z lożony z funkcji cia� g lych określonych na zbiorze K nazywamy zwartym wtedy i tylko

wtedy, gdy z każdego cia� gu (fn) funkcji ze zbioru F można wybrać podcia� g (fnk) zbieżny jedno-

stajnie do funkcji g ∈ F .

Z twierdzenia Bolzano–Weierstrassa wynika, że każdy przedzia l domknie� ty jest zbiorem zwartym.

Przedzia l [0, 2) zwarty nie jest bowiem lim
n→∞

2−
1

n
= 2 /∈ [0, 2) , wie� c wszystkie podcia� gi cia� gu

(

2− 1
n

)

sa� zbieżne do liczby 2 , wie� c ich wspólna granica znajduje sie� poza [0, 2) . Prosta IR nie jest zbiorem

zwartym, bowiem z cia� gu (n) nie można wybrać podcia� gu zbieżnego do liczby rzeczywistej. Zbiór

Cantora � jest zwarty, bowiem z cia� gu xn punktów zbioru � , wie� c ograniczonego można wybrać

podcia� g zbieżny; granica tego podcia� gu musi leżeć w przedziale [0, 1] , bo wszystkie wyrazy znajduja� sie�

w tym przedziale; nie może sie� znaleźć ona w przedziale ( 1
3 ,

2
3 ) , bo w tym przedziale otwartym w ogóle

nie ma wyrazów cia� gu (xn) ; analogicznie nie może znaleźć sie� ona w przedziale ( 1
9 ,

2
9 ) , ani w przedziale

( 7
9 ,

8
8 ) ; proces wykluczania przedzia lów, w których granica mog laby sie� znaleźć, można kontynuować;

wobec tego może ona znaleźć sie� jedynie w zbiorze Cantora. Te rozumowania można  latwo uogólnić i

otrzymać naste� puja� ca� charakteryzacje� podzbiorów zwartych prostej:

Twierdzenie o zwartych podzbiorach prostej

Zbiór K ⊂ IR jest zwarty wtedy i tylko wtedy,gdy jest on ograniczony (tzn. istnieje liczba d ≥ 0

taka, że |x| ≤ d dla każdego x ∈ K ) i domknie� ty (tzn. jeśli xn ∈ K i lim
n→∞

xn = g ∈ IR , to g ∈ K ).
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Dowód.

Za lóżmy najpierw, że zbiór K jest zwarty. Jeśli zbiór K nie jest ograniczony, to dla każdej liczby

naturalnej n istnieje xn ∈ K takie, że |xn| ≥ n . Z cia� gu (xn) nie można oczywíscie wybrać podcia� gu

ograniczonego, wie� c zbieżnego do granicy skończonej. Jeśli zbiór K nie jest domknie� ty, to zawiera cia� g
(xn) , którego granica g znajduje sie� poza K . Wszystkie podcia� gi cia� gu (xn) sa� wie� c zbieżne go g /∈ K .

Dowodzi to, że zbiór zwarty K ⊂ IR jest domknie� ty i ograniczony.

Teraz za lóżmy, że zbiór K jest domknie� ty i ograniczony i że wyrazy cia� gu (xn) sa� jego ele-

mentami. Z wyrazów cia� gu ograniczonego (xn) można wybrać podcia� g zbieżny (xnk ) (twierdzenie

Bolzano–Weierstrassa). Jego granica musi sie� znajdować w zbiorze K , bowiem zbiór ten jest z za lożenia

domknie� ty, a wyrazy cia� gu (xnk ) sa� elementami K . Wobec tego zbiór K jest zwarty.

Twierdzenie to w takiej dos lownie wersji nie jest prawdziwe w przypadku zbiorów, których elemen-

tami sa� funkcja cia� g le. Niech bowiem F = {fn : n = 1, 2, 3, . . .} , fn(x) = sin
(

2nx
)

. Jasne jest, że

jeśli n 6= k , to sup
x∈K

|fn(x) − fk(x)| ≥ 1 , zatem z cia� gu (fn) nie można wybrać podcia� gu zbieżnego

jednostajnie.

Definicja jednakowej jednostajnej cia� g lości.

Funkcje z rodziny F sa� jednakowo jednostajnie cia� g le wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby

ε > 0 istnieje liczba δ > 0 taka, że jeśli |x1−x2| < δ to dla każdej funkcji f ∈ F zachodzi nierówność

|f(x1)− f(x2)| < ε .

Liczba δ dobrana do ε jest wie� c taka sama dla wszystkich funkcji z rodziny F . W przyk ladzie

poprzedzaja� cym definicje� mamy do czynienia z rodzina� funkcji, które nie sa� jednakowo jednostajnie

cia� g le. Wykażemy teraz twierdzenie charakteryzujace zbiory zwarte, których elementami sa� funkcje

cia� g le określone na zbiorze zwartym K ⊂ IR (K ⊂ C ).

Twierdzenie Arzeli-Ascoliego*

Zbiór F z lożony z funkcji cia� g lych określonych na zbiorze zwartym K jest zwarty wtedy i tylko wtedy,

gdy spe lnione sa� równocześnie naste� puja� ce warunki:

A-A1. istnieje liczba M ≥ 0 taka, że dla każdego x ∈ K i każdej funkcji f ∈ F zachodzi nierówność

|f(x)| ≤M , czyli funkcje ze zbioru F sa� wspólnie ograniczone;

A-A2. funkcje z rodziny F sa� jednakowo jednostajnie cia� g le, tzn.

(∀ε>0)(∃δ>0)(∀f∈F )(∀x1,x2∈K) |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε ;

A-A3. rodzina F jest domknie� ta, tzn. jeśli (∀n)fn ∈ F i fn � f na zbiorze K , to f ∈ F .

Dowód.

Za lóżmy, że rodzina F jest zwarta oraz że funkcje z F . nie sa� wspólnie ograniczone. Dla każdej

liczby naturalnej n istnieje wie� c funkcja fn ∈ F taka, że sup
x∈K

|fn(x)| ≥ n . Z cia� gu (fn) nie można

wybrać podcia� gu zbieżnego jednostajnie do funkcji cia� g lej f , bo funkcja cia� g la na zbiorze zwartym jest

* Wg. mojej wiedzy każdy z dwóch panów udowodni l jedna� implikacje� .
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ograniczona (twierdzenie Weierstrassa o osia� ganiu kresów) a z nierówności |fn(x)− f(x)| < ε wynika,

że |fn(x)| < |f(x)|+ε , zatem n = sup
x∈K

|fn(x)| ≤ sup
x∈K

|f(x)|+ε , co jest niemożliwe. Wobec tego funkcje

te musza� być wspólnie ograniczone.

Za lóżmy teraz, że rodzina F nie jest domknie� ta, tzn. że istnieje cia� g (fn) zbieżny jednostajnie

do funkcji f /∈ F . Wtedy z cia� gu fn nie można wybrać pocia� gu zbieżnego jednostajnie do granicy

należa� cej do F , bo wszystkie podcia� gi zbieżne jednostajnie tego cia� gu sa� zbieżne jednostajnie do

f /∈ F . Dowodzi to, że rodzina F musi być domknie� ta. Te dwa fragmenty rozumowania niczym sie� nie

różnia� od dowodów w twierdzeniu o podzbiorach zwartych prostej.

Ostatnia rzecz, która� należy wykazać to jednakowa jednostajna cia� g lość funkcji z rodziny F .

Za lóżmy, że funkcje z rodziny F nie sa� jednakowo jednostajnie cia� g le. Oznacza to, że istnieje liczba ε > 0

taka, że dla każdej liczby naturalnej n istnieje funkcja fn oraz punkty xn , yn takie, że |xn− yn| <
1
n

i |f(xn) − f(yn)| ≥ ε . Wybieramy podcia� g zbieżny z cia� gu (xn) . Nie zaste� pujemy xn przez xnl , by

nie komplikować oznaczeń, ale w dalszym cia� gu rozpatrywane sa� odpowiednie podcia� gi cia� gu (yn) i

cia� gu (fn) . Ze zbieżności cia� gu (xn) do x̂ ∈ K wynika, że również lim
n→∞

yn = x̂ . Wybieramy teraz

podcia� g zbieżny jednostajnie z cia� gu (fn) do funkcji f ∈ F . Znów zachowujemy oznaczenia. Teraz

mamy fn � f , czyli sup |fn − f | → 0 oraz xn → x̂ , yn → x̂ . Mamy wie� c
ε ≤ |fn(xn)− fn(yn)| ≤ |fn(xn)− f(x̂)|+ |f(x̂)− fn(yn)| ≤ 2 sup

x∈K

|fn(x)− f(x)| −→ 0 .

Jest to niemożliwe, zatem funkcje z rodziny F musza� być jednakowo jednostajnie cia� g le.

Za lożymy teraz, że rodzina F spe lnia warunki A-A1, A-A2 i A-A3. Niech fn ∈ F . Wykażemy,

że z cia� gu (fn) można wybrać podcia� g zbieżny jednostajnie. Istnieje zbiór przeliczalny D ⊂ K taki,

że każdy punkt zbioru K jest granica� pewnego cia� gu punktów z D (D jest ge� sty w zbiorze K , w

przypadku, gdy K jest przedzia lem zbiór D może sie� sk ladać np. ze wszystkich liczb wymiernych z tego

przedzia lu). Oznaczmy elementy zbioru D przez x1 , x2 , . . . Z cia� gu ograniczonego (fn(x1)) można

wybrać podcia� g zbieżny (f1,n(x1)) , tzn. z cia� gu (fn) można wybrać podcia� g (f1,n) w taki sposób, że

cia� g (f1,n(x1)) jest zbieżny. Z cia� gu (f1,n) można z kolei wybrać podcia� g (f2,n) taki, że cia� g (f2,n(x2))

jest zbieżny. Ponieważ podcia� g cia� gu zbieżnego jest zbieżny, wie� c cia� g (f2,n(x1)) jest zbieżny. Teraz

z cia� gu (f2,n) wybieramy podcia� g (f3,n) tak, by cia� g (f3,n(x3)) by l zbieżny. Wobec tego zbieżne sa�

cia� gi (f3,n(x1)) , (f3,n(x2)) , (f3,n(x3)) . Te� procedure� można kontynuować, czyli z otrzymanego cia� gu

funkcji wybierać podcia� g zbieżny w naste� pnym punkcie zbioru D . Teraz zajmiemy sie� cia� giem fn,n .

Jego wyrazy, z wyja� tkiem pierwszych n−1 sa� wyrazami, na ogó l niekolejnymi, cia� gu fn,1, fn,2, fn,3, . . . .

Wobec tego cia� g (fn,n(xj)) jest zbieżny dla każdego j ∈ IN . Uda lo sie� nam wie� c wybrać z cia� gu (fn)

podcia� g (fn,n) , który jest zbieżny w każdym punkcie zbioru ge� stego D . Wykażemy, że jest on zbieżny

jednostajnie na zbiorze zwartym K . Niech ε oznacza liczbe� dodatnia� . Istnieje wtedy δ > 0 taka, że

jeśli |x− y| < δ , to |f(x)− f(y)| < ε dla każdej funkcji f ∈ F . Istnieje liczba m , zależna od δ taka,

że dla każdego punktu x ∈ K istnieje j(x) ∈ {1, 2, . . . ,m} taka, że |x− xj(x)| < δ . Istnieje też liczba
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nε taka, że jeśli k, l > nε , to |fk,k(xj)− fl,l(xj)| < ε dla j ∈ {1, 2, . . . ,m} . Mamy zatem

|fk,k(x)− fl,l(x)| ≤ |fk,k(x) − fk,k(xj(x))|+ |fk,k(xj(x))− fl,l(xj(x))|+ |fl,l(xj(x))− fl,l(x)| < 3ε

Wykazalísmy wie� c, że jest spe lniony jednostajny warunek Cauchy’ego, co oznacza, że cia� g fn,n jest

zbieżny jednostajnie do pewnej funkcji f , która ze wzgle� du na domknie� tość zbioru F jest jego elemen-

tem. Dowód zwartości rodziny F zosta l zakończony.
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