Pamietnik z wykladu z AM1, cze$¢ 6sma

Definicja zbieznosci punktowej i jednostajnej.
Niech f,: A — R (lub f,: A — C) bedzie ciagiem funkcji okreslonych na zbiorze A. Méwimy, ze ciag
ten jest zbiezny punktowo do funkcji f:A — R (f: A — C) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
punktu z € A zachodzi réwnosé

nan;O fo(@) = f(x)  tzn.  VaeeaVeso0IkVnsklfn(z) — f(2)] < €.
Ciag (fn) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy
Ve 0k VnskVaealfu(r) — f(2)] <e.

Szereg funkcyjny jest zbiezny punktowo, jesli jego ciag sum cze$ciowych jest zbiezny punktowo. Ana-
logicznie szereg funkcyjny jest zbiezny jednostajnie, jesli jego cigg sum czeSciowych jest zbiezny jedno-
stajnie. H

Roéznica formalna polega na umiejscowieniu kwantyfikatora V,c4. W jej rezultacie w pierwszym
przypadku liczba naturalna k moze zaleze¢ zaréwno od x jak i od ¢, w przypadku zbieznosci jedno-
stajnej liczba k zalezy jedynie od e. Oczywiscie nalezy natychmiast rzecz poprze¢ przyktadem.

Przykiad 1.
Niech A =[0,1], fn(z) = ™. Mamy lim f,(z) = lim 2" =0 dla 0 < 2 <1 oraz lim f,(1) =

n—oo n—oo n—oo

nlg{.lo 1" = 1. Zatem ciag (fy) jest zbiezny do funkcji f zdefiniowanej wzorami f(z) =0 dla 0 <z <1

i f(1) = 1. Wykazemy, ze ciag ten nie jest zbiezny jednostajnie do funkcji f. Gdyby byt to dla

dostatecznie duzych n i wszystkich 2 € [0,1] musialaby zachodzi¢ nieréwno$é¢ |fn(z) — f(z)| < %.

Mamy jednak fn<</g) ff(” %) = % > % [ ]

Jasne jest, ze jesli ciag (f,) jest zbiezny jednostajnie do funkeji f, to jest réwniez zbiezny punktowo
do tej samej funkcji f. Powyzszy przyklad pokazuje, ze odwrotnie na ogdt nie jest.

Przyktad 2.
Twierdzenie Weierstrassa o przyblizaniu méwi, ze kazda funkcja ciagla jest granica jednostajnie zbiez-
nego ciagu wielomianéw, np. wielomianéw Bernsteina. B

Warunek Cauchy’ego jednostajnej zbieznosci ciagu funkcyjnego (jednostajny w.C.)

Ve>0IMeVnsn, Vi VeeD |fn+k(m) - fn(m)| <e. (JWC)

Tutaj (f,) oznacza ciag funkcji okreslonych na zbiorze D. B

Twierdzenie
Ciag funkcji (f,) jest jednostajnie zbiezny na zbiorze D do funkcji f okreslonej na D wtedy i tylko
wtedy, gdy speia j.w.C. B

Dowéd pomijamy, bo jest on po prostu powtdérzeniem dowodu tego twierdzenia dla ciagéw liczbo-

wych, jedyna réznica, to dopisanie wszedzie ,, dla kazdego x € D", czyli réznica kosmetyczna.
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Kryterium Weierstrassa zbieznosci szeregu funkcyjnego
Jesli > fn jest szeregiem funkcji okreslonych na zbiorze D i istnieje szereg zbiezny > a, taki, ze

dla kazdego = € D zachodzi nieréwnosé |f,(z)| < an, to szereg . f, jest zbiezny jednostajnie na

zbiorze D .

Dowdd.

Wynika to od razu z tego, ze dla szeregu zbieznego > a, spemiony jest w.C. Z tego wynika od razu, ze
dla kazdej liczby dodatniej €, dla dostatecznie duzych n i wszystkich k zachodzi nieréwnosé a,+1 +
Gn+2 + -+ antr < € 1 wobec tego dla wszystkich z € D zachodzi nieréwnosé
|fn1(@)] + [ frra2(@)| + -+ [frrn(@)] <€,

a to oznacza, ze spemiony jest j.w.C. Stad jednostajna zbieznosé szeregu > f,, na zbiorze D wynika
od razu. &

Przykiad 3.
Szereg potegowy jest zbiezny na kazdym domknietym przedziale zawartym w przedziale zbieznosci.

Dowdéd.
Zaczniemy od czesci latwiejszej. Niech r > 0 oznacza promienn zbieznosci szeregu > a,x™ i niech

[a, 8] € (—=r,r). Niech ¢ < r oznacza liczbe wiekszq zaréwno od |a| jak i od |B]. Wobec tego
oo

|anz™| < |an|c™ i jednoczesnie Z lan|c™ < +00, wobec tego szereg > a,x" jest jednostajnie zbiezny
n=0

na przedziale [a, 8]. Jak widaé jest to po prostu powtérka dowodu zbieznosci (bezwzglednej) szeregu
potegowego wewnatrz przedziatu zbieznosci.
Pozostat przypadek zwigzany z twierdzeniem Abela o ciaglosci szeregu potegowego w koncu przedziatu
zbieznosci. Dla uproszczenia oznaczen zalozymy, ze promien zbieznosci szeregu potegowego rowny jest
1 oraz ze szereg > a, jest zbiezny. Przy tych zalozeniach wykazemy, ze szereg > anz™ jest zbiezny
jednostajnie na przedziale [0,1]. Zachecamy do sprawdzenia, np. w notatkach z pierwszego semestru
(lepiej bez nich!), ze wszystkie przypadki mozna sprowadzi¢ do tego jednego. Niech s, = ag+a1+---+
an - Mamy wtedy
an+1$"+1 + an+2$n+2 + -+ an+k$n+k =
= (Sn+1— Sn)mwrl + (Snt2 — 3n+1)$n+2 + ot (Sntk — 5n+k—1)33n+lc =

= =5, 4 5548 + (1= @) (Spp12™ T+ Spp2x™ T2 4 o sy TR
Niech € > 0 bedzie dowolna liczba. Dla dostatecznie duzych n i dowolnych k zachodza nieréwnosci
[sn| <&, |Snt+1] <&, |Snt2] <&, ..., |sSn+k| < e. Stad, z tego, ze 0 < x <1 iz poprzednich réwnosci
wynika, ze | — spa" | <&, |spara™TF| <e,

‘(1 — @) (Sn12™ T + sppoa™ R4+ sn+k,1x”+k’1)‘ <e(l—z)(a™tt + a2 4 TR =
=e(a"t — 2" th) <&

i wobec tego ‘an+1x”+1 +ap x4 - -+an+k$"+k‘ < 3e, co dowodzi jednostajnej zbieznosci szeregu
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> anx™ na przedziale [0,1]. W
Twierdzenie Abela —Dirichleta dla jednostajnej zbieznosci
Zatézmy, ze funkcje f, i gn,, n =0,1,2,... sa okreslone na zbiorze D i ze dla kazdego = € D ciag
liczbowy (fn(z)) jest nierosnacy, fn(z) > 0. Jesli spelione jest jedno z dwéch zalozeri:
(i) szereg > g, jest zbiezny jednostajnie na D a funkcja f; jest ograniczona,
(ii) sumy szeregu Y g, sa ograniczone a ciag (f,) jest jednostajnie zbiezny do funkcji zerowej,
to szereg > fngn jest zbiezny jednostajnie na zbiorze D .
Dowdéd.
Ten dowdd to w zasadzie powtorka dowodu jednostajnej zbieznosci szeregu potegowego. Przyjmijmy, ze
sn(x) = go(x) + g1(x) + - - + gn(x) . Wtedy
| a1 (2)gni1(@) + foro(@)gnia(@) + -+ fasr(@)gnir(@)] < [ fari(@)sn(@)| +
+|(Far1 (@) = fara(@))sna1 (@) + (fara(@) = fars(@)snt2(@) 4 (Frsn-1(2) = farr(2))snrn—1 (2)| +
+ [ frir(@)snin ()|

Jedli spelnione jest ktérekolwiek z zatozen (i), (ii) to fnt18n = 0, sup foirSn+r = 0 1 wreszcie
k

|(Fat1(2) = far2(@))sn41(2) + (frs2(®) = frsa(@))sni2 (@) + -+ (Frrk-1(2) = fain(@))snin-1(2)| <

< (|fn+1 — farallsnta| + [fare = fatsllsnral + -+ | fagr—1 — fn+k||5n+k—1|) <

< (|fn+1 = frs2l + [ fav2 = fagsl + -+ [fagn—1 — fn+k|> sup |Sntil = (|fn+1 - fn+k|) sup |Sntil =0
Oczywiscie ostatnia réwno$é to jedyne miejsce, w ktérym wykorzystywana jest monotonicznosé ciagu
(fn). Dowdd zostal zakoriczony. B

Twierdzenie to w jawny sposéb nie pojawilo sie na wykladzie, stanowi ono niezla podstawe do
zadania pytania na egzaminie ustnym: latwe uogdlnienie twierdzenia Abela — Dirichleta na przypadek
szeregu funkcyjnego.

Jedno z ponizszych twierdzen Dini’ego zostalo udowodnione na wykladzie a drugie nie.

Twierdzenie o jednostajnej zbieznosci ciagu funkcji monotonicznych
Jedli funkeje f,,, n = 0,1,2,... sa monotoniczne, ciag (f,) jest zbiezny punktowo do funkeji cigglej
f na przedziale domknietym (zbiorze zwartym, tj. takim, ze z kazdego ciagu punktéw tego zbioru
mozna wybraé podciag zbiezny do granicy bedacej elementem tego zbioru), to ciag (f,) jest zbiezny
jednostajnie.

Twierdzenie o jednostajnej zbieznosci ciagu monotonicznego funkcji ciaglych
Jesli ciag funkcji ciaglych (f,,) jest zbiezny punktowo do funkcji ciqglej f na przedziale domknietym
(zbiorze zwartym) i dla kazdego x ciag (fn(z)) jest monotoniczny, to f, = f.

Dowdd twierdzenia o zbieznosci jednostajnej ciagu funkcji monotonicznych.
Zalézmy, ze € > 0. Poniewaz funkcja f jest ciagla na przedziale domknietym, wiec jest ciagla jed-
nostajnie. Istnieje wigc liczba § > 0 taka, ze jedli v —y| < &, to [f(z) — f(y)| < §. Niech punkty

o < 11 < ... < TR < T} beda tak wybrane, ze z; — x;—1 < §, xp jest lewym koricem dziedziny
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funkeji f, a xp — prawym. Poniewaz ciag (f,) jest zbiezny punktowo do funkcji f, wiec dla do-
statecznie duzych n zachodzi k + 1 nieréwnosci |fn(x;) — f(2i)| < §, i = 0,1,2,...,k. Bez straty
ogélnosci mozna zalozy¢, ze funkcje f1, fa,...sa niemalejace: w ciagu (f,) musi wystapié nieskoniczenie
wiele funkcji niemalejacych lub nieskonczenie wiele funkcji nierosnacych, wystarczy oczywiscie rozpa-
trywaé jeden z tych przypadkéw. Funkcja graniczna f musi réwniez byé¢ niemalejaca. Jesli x jest
dowolnym punktem przedzialu [zg, 2], to dla pewnego ¢ zachodzi nieréwnos$é z,—1 < z < a;.
Wobec tego f(xi—1) < f(x) < f(a;) oraz fu(xi—1) < fu(x) < fu(zi). Zachodza tez nieréwnosci
f(wic1) — 5 < falwioa) oraz fo(x;) < f(xi) + 5. Stad wynika, ze obie liczby f(z) i fn(z) znajduja
sie w przedziale (f(:ci,l) — 5, f() + %) , wiec odleglo$é miedzy nimi jest mniejsza od jego dtugosci,
ktora jest mniejsza od liczby e. Dowdd zostat zakonczony. B

Dowdd twierdzenia o zbieznosci jednostajnej ciagu monotonicznego funkcji ciaglych.
Zatézmy, ze teza nie jest prawdziwa oraz ze ciag (f,) jest niemalejacy. Niech D oznacza dziedzine
rozpatrywanych funkcji. Istnieje wiec liczba € > 0 taka, ze dla kazdego naturalnego n istnieje m > n
oraz T, , dla ktérych |fm(zm) — f(zm)| > €. Poniewaz ciag (f,) jest niemalejacy, wiec dla kazdego =
zachodzi nieréwnosé fp(z) < f(z). Wobec tego musi byé¢ spetniona nieréwnos$é¢ fom(xm) < f(am) — €.
Z ciagu (z,,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny do granicy p € D, bo dziedzina funkcji jest przedzialem
domknietym (zbiorem zwartym). By nie komplikowaé oznaczeni przyjmijmy, ze ciag (z,,) jest zbiezny
do p. Jedli j < m, to mamy fj(zm) < fm(zm) < f(zm). Stad i z cigglosci funkeji f; w punkcie
p wynika, ze f;(p) = n}gnoo filem) < Aiinmf(xm) — ¢ = f(p) — e. Otrzymana nier6wnos¢ przeczy
oczywiscie temu, ze jlggo fi(p) = f(p). Dowdéd zostal zakonczony. W

Twierdzenie o ciaglosci granicy jednostajnie zbieznego ciagu funkcyjnego
Jesli f, = f i wszystkie funkcje f1, f2, ...sa ciagle w punkcie p, to réwniez funkcja f jest ciagla w
punkcie p.

Dowdéd.
Zalézmy, ze € > 0. Dla kazdej dostatecznie duzej liczby naturalnej n, dla wszystkich x zachodzi
nieréwnos¢ |f,(xz) — f(x)] < §. Wybierzmy jedna dostatecznie duza liczbe naturalng n. Poniewaz

funkcja f, jest ciaglta w punkcie p, wiec istnieje liczba 6 > 0 taka, ze jesli |z — p| < §, to zachodzi

|fn(z) = fu(p)| < e. Mamy wiec

1f(@) = f()] < (@) = ful@)] + [fa(@) = fa(®)] + [fa(p) — F)| < % n % n % e

Oznacza to, ze funkcja graniczna f jest ciagla w punkcie p. Dowdd zostal zakoriczony. B
Twierdzenie o calkowalnosci granicy jednostajnie zbieznego ciagu funkcyjnego
Jesli funkcje f1, fa, ...sa calkowalne w sensie Riemanna na przedziale [a,b] i f, = f, to réwniez

funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna i zachodzi réwnosé

n—oo

b b
lim fn(a:)dxz/ f(z)dz
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Dowéd.

Niech D,, bedzie zbiorem punktéw nieciagtosci funkcji f, . Jest on zbiorem miary 0, bo funkcja f,
o0

jest calkowalna w sensie Riemanna. Wobec tego zbiér U D,, jest tez miary 0, bo suma przeliczal-
n=1

nej rodziny zbioréw miary 0 jest réwniez zbiorem miary 0. Jedli p € [a,b] \ D, to wszystkie funk-
cje fi, fa2,...sa ciagte w punkcie p, zatem — na mocy twierdzenia o ciagloéci granicy jednostajnie
zbieznego ciagu funkcyjnego — funkcja f réwniez jest ciagla w tym punkcie. Ciag (f,) spehia jedno-
stajny warunek Cauchy’ego, zatem dla dostatecznie duzych liczb naturalnych &, n zachodzi nieréwnosé
|fr(x) — fi]| < 1, wobec tego € > nlin;o |fr(x) — fr(x)] = |f(z) — fr(z). Poniewaz funkcja fi jest
catkowalna w sensie Riemanna, wiec jest ograniczona. Wobec tego réwniez funkcja f jest ograniczona:
|f(@)| < |fe(z)|+1. WykazaliSmy wiec, ze funkcja f jest ograniczona i ze jej zbiér punktéw nieciaglosci
ma miare 0. f jest wiec calkowalna w sensie Riemanna. Niech & bedzie liczba dodatnia. Niech m

bedzie tak duza liczba naturalna, ze |fm(v) — f(z)] < ;= dla kazdego = € [a,b]. Dla dostatecz-

nie drobnego podzialu a = zg < z1 < 2 < ... < 1 < T, = b przedzialu [a,b] zachodzg nieréwnosci

‘/abf(x)dx - g:lf(fvj)(fﬂj - xj-1) /ab fm(x)dz — ]ilfm(fﬂj)(xj —Tj-1)

‘/abf(:c)dx - /abfm(x)dx

<ei < €. Wobec tego

< +

b n
l/fumM— fa) (s — 251)

Jj=1

n n n b
1D F@) @y —wio1) = > fnlag) @y — z0)| + me(xj)(xj*fﬂjfl)*/ fm(@)dz| <
j=1 j=1 j=1 “
<€+Z‘f(:cj)ffm(:cj)|(:cj—xj,1)+5<5+bfa2(:cj—a:j,1)+5:€+bia(b—a)+5:3s.
Jj=1 j=1

7 tej nieréwnosci wynika, ze nh_}rr;o /b fu(z)dx = /b f(z)dx . Dowdd zostal zakoticzony. B

Nastepne twierdzenie rézni sieatym od popr;ednich, ze zakladamy jednostajna zbiezno$é ciagu
pochodnych zamiast funkcji, bo inaczej nic sensownego wykaza¢ nie mozna.

Twierdzenie o rézniczkowalnosci granicy ciagu funkcyjnego
Jedli funkcje f1, fa, ...sa okredlone na przedziale ograniczonym I, rézniczkowalne i f] = g, ciag
(fn) jest zbiezny w punkcie p, to ciag (f) jest jednostajnie zbiezny do funkcji f i zachodzi réwnosé
f'(z) = g(x) dla kazdego z € I.

Dowdéd.
Wykazemy najpierw, ze ciag (fn) jest zbiezny jednostajnie. Niech ¢ > 0. Istnieje n. takie, ze dla
kazdych n,k > n. i dowolnego @ zachodza nieréwnosci |f)(z) — fi(z)| < & oraz |fu(p) — fr(p)| <e.
Wobec tego
@) = Fu@)] < [Fa@) = ful@) = (Ja) = £0)] + | £alp) = Ful0)] =

= [filea) = filea)||z = p| + [ falp) = fr(p)] < e+ = 2.

Twierdzenie Lagrange’a zostalo tu zastosowane do funkcji f, — fx! Ciag ( fn) jest wiec ciagiem Cau-
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chy’ego, zatem jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji f. Funkcja ta jest ciagla jako granica ciagu
funkcji ciaglych zbieznego jednostajnie. Wykazemy, ze f/(x) = g(x) dla kazdego x. Stosujac znéw

twierdzenie Lagrange’a do réznicy f, — fr otrzymujemy dla dostatecznie duzych n i k nieréwno$é

e e 0 | R A A N C R () | B

— bowiem dla dostatecznie duzych n,k i dowolnego t zachodzi nieréwnosé |f,(t) — f,(t)| < 5, ktéra

mozna zastosowa¢ w przypadku ¢ = ¢, oraz t = x. Poniewaz klim fe®) = f() i klim f1.(t) = g(t),
—00 — 00

wiec dla dostatecznie duzego n wszystkich x € I i wszystkich takich h, ze x + h € I, zachodzi

fn(x+h)_fn(x) ! f(x—i—h)—f(m)
Jhe) g (Heth)= g0

nieréwnosé

- g(a:)(x))‘ < . Dla ustalonego, dosta-

Sz +h) = fn(z)
h

tecznie duzego n i ustalonego x istnieje § > 0 taka, ze 0 < |h| < § =

n) —
jedli tylko o +h € I. Stad wynika, ze 0 < |h| < 6§ = }M

h) —
nego x, jeSli  + h € I. Oznacza to, ze g(x) = }limo —f(a? + l)z 1(@)
11—

7f'rlz(x) <eg,

—g(z)| < 2¢ dla tego ustalo-

, a to oznacza, ze g(z) = f'(x).
Dowdéd zostal zakoriczony. B
Wykazemy jeszcze jedno twierdzenie méwiace o istnieniu podciagdéw zbieznych jednostajnie.
Definicja zbioru zwartego.
1. Zbié6r K C IR nazywany jest zwartym, jesli z kazdego ciagu (z,) punktéw zbioru K mozna
wybraé podciag (z,,) zbiezny do granicy g € K .
2. Zbiér F zlozony z funkcji ciaglych okreslonych na zbiorze K nazywamy zwartym wtedy i tylko
wtedy, gdy z kazdego ciagu (f,) funkcji ze zbioru F mozna wybraé podciag (f,,) zbiezny jedno-
stajnie do funkcji g€ 7. R

7 twierdzenia Bolzano—Weierstrassa wynika, ze kazdy przedzial domkniety jest zbiorem zwartym.

1
Przedzial [0,2) zwarty nie jest bowiem lim 2— = =2 ¢ [0,2), wiec wszystkie podciagi ciagu (2 — L)
n

n—00

sg zbiezne do liczby 2, wiec ich wspdlna granica znajduje sie poza [0,2). Prosta IR nie jest zbiorem
zwartym, bowiem z ciaggu (n) nie mozna wybraé¢ podciagu zbieznego do liczby rzeczywistej. Zbidr
Cantora C jest zwarty, bowiem z ciagu =z, punktéw zbioru C, wiec ograniczonego mozna wybrac

podciag zbiezny; granica tego podciagu musi leze¢ w przedziale [0, 1], bo wszystkie wyrazy znajduja sie

1 2

w tym przedziale; nie moze sie znalez¢ ona w przedziale (3, %), bo w tym przedziale otwartym w ogdle

nie ma wyrazéw ciagu (z,,); analogicznie nie moze znalez¢ sie ona w przedziale (%, %) , ani w przedziale

(g, %); proces wykluczania przedzialéw, w ktérych granica moglaby sie znalezé, mozna kontynuowad;
wobec tego moze ona znalez¢ sie jedynie w zbiorze Cantora. Te rozumowania mozna tatwo uogélnic¢ i
otrzymac¢ nastepujaca charakteryzacje podzbioréw zwartych prostej:

Twierdzenie o zwartych podzbiorach prostej

Zbiér K C R jest zwarty wtedy i tylko wtedy,gdy jest on ograniczony (tzn. istnieje liczba d > 0
taka, ze || < d dla kazdego x € K ) i domkniety (tzn. jesli z, € K i lim z, =g€ R, to g€ K).

n—oo



Dowdéd.

Zalézmy najpierw, ze zbiér K jest zwarty. Jesli zbiér K nie jest ograniczony, to dla kazdej liczby
naturalnej n istnieje z,, € K takie, ze |x,| > n. Z ciagu (z,,) nie mozna oczywiscie wybraé podciagu
ograniczonego, wiec zbieznego do granicy skonczonej. Jesli zbiér K nie jest domkniety, to zawiera ciag
(), ktérego granica g znajduje sie poza K . Wszystkie podciagi ciagu (z,,) sa wiec zbiezne go g ¢ K .
Dowodzi to, ze zbiér zwarty K C IR jest domkniety i ograniczony.

Teraz zalézmy, ze zbiér K jest domkniety i ograniczony i ze wyrazy ciagu (z,) sa jego ele-
mentami. Z wyrazéw ciagu ograniczonego (x,) mozna wybraé podciag zbiezny (x,,) (twierdzenie
Bolzano—Weierstrassa). Jego granica musi sie znajdowaé¢ w zbiorze K, bowiem zbidr ten jest z zalozenia
domkniety, a wyrazy ciagu (x,, ) sa elementami K . Wobec tego zbiér K jest zwarty. B

Twierdzenie to w takiej dostownie wersji nie jest prawdziwe w przypadku zbioréw, ktérych elemen-
tami sa funkcja ciagte. Niech bowiem F = {f,: n = 1,2,3,...}, fa(x) = sin (2"30) Jasne jest, ze
jesli n # k, to su}p{ |fn(x) — fu(z)] > 1, zatem z ciagu (f,) nie mozna wybraé podciagu zbieznego

x
jednostajnie. )

Definicja jednakowej jednostajnej ciaglosci.

Funkcje z rodziny F sa jednakowo jednostajnie ciagle wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby
€ > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze jesli |z1 — 2| < 0 to dla kazdej funkcji f € F zachodzi nieréwnosé
[f(z1) = fa2)| <e. M

Liczba ¢ dobrana do e jest wiec taka sama dla wszystkich funkcji z rodziny F. W przyktadzie
poprzedzajacym definicje mamy do czynienia z rodzina funkcji, ktore nie sa jednakowo jednostajnie
ciagte. Wykazemy teraz twierdzenie charakteryzujace zbiory zwarte, ktorych elementami sa funkcje
ciagle okreslone na zbiorze zwartym K C IR (K C C).

Twierdzenie Arzeli-Ascoliego*®
Zbiér F zlozony z funkcji ciaglych okredlonych na zbiorze zwartym K jest zwarty wtedy i tylko wtedy,
gdy spelione sa rownoczesnie nastepujace warunki:

A-A1l. istnieje liczba M > 0 taka, ze dla kazdego x € K i kazdej funkcji f € F zachodzi nieréwnosé
|f(z)| < M, czyli funkcje ze zbioru F sa wspélnie ograniczone;
A-A2. funkcje z rodziny F sa jednakowo jednostajnie ciagle, tzn.
(Ve>0)(Fo>0) (Vier) (Var mmek) |71 — 22| <6 = [f(21) — f(22)] < €3
A-A3. rodzina F jest domknieta, tzn. jesli (V,,)f, € F i fn, = f na zbiorze K, to f € F.

Dowadd.

Zalézmy, ze rodzina F jest zwarta oraz ze funkcje z JF . nie sa wspolnie ograniczone. Dla kazdej

liczby naturalnej n istnieje wiec funkcja f, € F taka, ze sup |fn(x)] > n. Z ciagu (f,) nie mozna
rzeK

wybra¢ podciagu zbieznego jednostajnie do funkcji ciagtej f, bo funkcja ciagla na zbiorze zwartym jest

* Wg. mojej wiedzy kazdy z dwéch panéw udowodnit jedna implikacje.
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ograniczona (twierdzenie Weierstrassa o osiaganiu kreséw) a z nieréwnosci |fn(z) — f(x)| < € wynika,

ze |fo(2)] < |f(z)|+e, zatem n = sup |fn(x)|] < sup |f(x)|+¢€, co jest niemozliwe. Wobec tego funkcje
zeK zeK

te musza by¢ wspdlnie ograniczone.

Zalézmy teraz, ze rodzina F nie jest domknieta, tzn. ze istnieje ciag (f,) zbiezny jednostajnie
do funkcji f ¢ F. Wtedy z ciagu f,, nie mozna wybraé¢ pociagu zbieznego jednostajnie do granicy
nalezacej do F, bo wszystkie podciagi zbiezne jednostajnie tego ciagu sa zbiezne jednostajnie do
f ¢ F. Dowodyzi to, ze rodzina F musi by¢ domknieta. Te dwa fragmenty rozumowania niczym sie nie

roznig od dowodow w twierdzeniu o podzbiorach zwartych proste;j.

Ostatnia rzecz, ktora nalezy wykaza¢ to jednakowa jednostajna ciaglos¢ funkcji z rodziny F.
Zat6zmy, ze funkcje z rodziny F nie sa jednakowo jednostajnie ciagle. Oznacza to, ze istnieje liczba € > 0
taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje funkcja f,, oraz punkty z,, y, takie, ze |z, —yn| < %
i|f(zn) — flyn)| = €. Wybieramy podciag zbiezny z ciagu (x,). Nie zastepujemy x, przez x,,, by
nie komplikowaé¢ oznaczeni, ale w dalszym ciagu rozpatrywane sa odpowiednie podciagi ciagu (y,) i
ciagu (fn). Ze zbieznosci ciagu (z,) do & € K wynika, ze réwniez nlirrgo Yn = T. Wybieramy teraz
podciag zbiezny jednostajnie z ciagu (f,) do funkcji f € F. Znéw zachowujemy oznaczenia. Teraz
mamy f, = f, czyli sup|f, — f| — 0 oraz x, — &, y, — &. Mamy wiec

e <|fawn) = falyn)| < |fu(an) = F(@)[+|F(2) = falyn)] < 2 sup [fn(2) = f(z)] — 0.

Jest to niemozliwe, zatem funkcje z rodziny F musza by¢ jednakowo jednostajnie ciagle.

Zalozymy teraz, ze rodzina F spelia warunki A-Al, A-A2 i A-A3. Niech f, € F. Wykazemy,
ze 7 ciagu (f,) mozna wybraé podciag zbiezny jednostajnie. Istnieje zbiér przeliczalny D C K taki,
ze kazdy punkt zbioru K jest granica pewnego ciagu punktéw z D (D jest gesty w zbiorze K, w
przypadku, gdy K jest przedzialem zbiér D moze sie sktada¢ np. ze wszystkich liczb wymiernych z tego
przedzialu). Oznaczmy elementy zbioru D przez x1, x2, ... Z ciagu ograniczonego (f,(x1)) mozna
wybraé podciag zbiezny (f1,,(z1)), tzn. z ciagu (f,) mozna wybraé¢ podciag (f1,,) w taki sposéb, ze
ciag (f1.n(x1)) jest zbiezny. Z ciagu (f1,,) mozna z kolei wybraé podciag (fz2,,) taki, ze ciag (f2n(x2))
jest zbiezny. Poniewaz podciag ciagu zbieznego jest zbiezny, wiec ciag (f2,n(x1)) jest zbiezny. Teraz
z ciagu (fa2,,) wybieramy podciag (fsn) tak, by ciag (fsn(z3)) byl zbiezny. Wobec tego zbiezne sa
ciagi (fsn(z1)), (fan(x2)), (fsn(z3)). Te procedure mozna kontynuowaé, czyli z otrzymanego ciagu
funkeji wybieraé¢ podciag zbiezny w nastepnym punkcie zbioru D . Teraz zajmiemy si¢ ciagiem f,, . .
Jego wyrazy, z wyjatkiem pierwszych n—1 sa wyrazami, na ogét niekolejnymi, ciagu fn 1, fn,2, fn,3,-- .-
Wobec tego ciag (fn.n(x;)) jest zbiezny dla kazdego j € IN. Udalo si¢ nam wiec wybraé z ciagu (f,)
podciag (fn,n), ktéry jest zbiezny w kazdym punkcie zbioru gestego D . Wykazemy, ze jest on zbiezny
jednostajnie na zbiorze zwartym K . Niech ¢ oznacza liczbe dodatnia. Istnieje wtedy d > 0 taka, ze
jesli |z —y| < d, to |f(z) — f(y)| < e dla kazdej funkcji f € F. Istnieje liczba m, zalezna od ¢ taka,
ze dla kazdego punktu x € K istnieje j(z) € {1,2,...,m} taka, ze |z — ;)| < 0. Istnieje tez liczba
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n. taka, ze jesli k,l > n., to |fur(z;) — fii(z;)| <e dla j€{1,2,...,m}. Mamy zatem

| fre(@) = fra(@)] < 1ok (®@) = Fre (@5 + [ frp (@) — fra(@ja)] + 1 fra(zj@) — flz)] < 3e
WykazaliSmy wiec, ze jest spelniony jednostajny warunek Cauchy’ego, co oznacza, ze ciag fn,n jest
zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji f, ktéra ze wzgledu na domknietosé zbioru F jest jego elemen-

tem. Dow6d zwartosci rodziny F zostal zakonczony. B



