Szanowni Panistwo, ponizej jest nastepna porcja notatek z wykladu. Dowdéd warunku koniecznego
i dostatecznego catkowalnosci w sensie Riemanna jest nieco prostszy niz ten z wyktadu, mam nadzieje,
ze poprawny. Bede wdzieczny za informacje o zauwazonych bledach, réwniez tzw. glupich bledach,
literéwkach itp. Poprawie je w miare szybko, co moze ulatwié¢ leture nastepnym czytelnikom, np.
kolegom z grupy. Mam nadzieje, ze uda mi sie w miare szybko wyprodukowac ciag dalszy.

Pamietnik z wykladu z AM1, cze$¢ siédma

Calka Riemanna
Przypomnijmy definicje
Definicja funkcji catkowalnej w sensie Riemanna
Funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
rzeczywista I, taka ze dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba 6 > 0, taka ze jezeli a = x¢p < 1 <
<xo< . < Tp1 < Ty =b, x; 1 <t; <wmx; oraz t; —t;_1 <6 dla i =1,2,...,n, to zachodzi

‘I - (f(tl)(xl —xo) + f(ta) (w2 — 1) + ...+ f(tn)(xn — mn_l))‘ <e.

Liczba I nazywana jest wtedy catka, Riemanna funkcji f na przedziale [a,b] i oznaczana symbolem

/ ’ fl@)dz. =

’ 7Z tej definicji wynika od razu, ze jezeli funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna, to jest
ograniczona. Jesli bowiem ustalimy punkty a = 2o < 21 < 22 < ... < Zn_1 < T, = b dostatecznie
drobnego podziatu przedziatu [a, b] , to zmieniajac odpowiednio punkt ¢; mozemy dowolnie zwiekszy¢
wartosé bezwzgledng sktadnika f(¢;)(x; — ;1) zachowujac jednocze$nie wszystkie inne punkty
(funkcja nieograniczona na calym przedziale [zg, x,] musi by¢ nieograniczona na co najmniej jednym
z przedzialéw [zg,z1], [x1,22],. .., [Tn-1,2n]). Wykazalidmy wiec, ze

Twierdzenie

Funkcja catkowalna w sensie Riemanna jest ograniczona. B

Niestety istnieja funkcje ograniczone, ktére catkowalne w sensie Riemanna nie sa. Przyjawszy

np.
1, jeslizeQ
@)= {0, jesli z ¢ Q.

otrzymujemy funkcje niecaltkowalna w sensie Riemanna, bo wybierajac wymierne tq,...,t, otrzy-

mujemy f(t1)(x1 —x0) + f(t2)(@2 —x1) + ... + f(tn)(@n — xn—1) = b — a, zas dla niewymiernych
t1,...,tn otrzymujemy f(t1)(x1 — o)+ f(t2)(z2 —x1) + ...+ f(tn)(@n — xn—1) = 0 niezaleznie od
tego jak drobno podzielony zostal przedzial [a,b]. Nie ma wiec kandydata na caltke. Sformutujemy
i udowodnimy twierdzenie charakteryzujace funkcje calkowalne w sensie Riemanna, ale musi to

by¢ poprzedzone definicja uogdlniajaca pojecie dlugosci przedziatu i kilkoma twierdzeniami na ten
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temat. Zaczniemy od dowodu bardzo waznego twierdzenia o pokryciach przedzialu domknietego
przedzialami otwartymi.

Twierdzenie o liczbie Lebesgue’a
Jesli {I;: ¢ € T} jest pewna rodzing przedzialéw otwartych, ktéra pokrywa przedzial domkniety

[a,b], tzn. U I; D [a,b], to istnieje liczba A > 0 taka, ze jesli zbiér A C [a,b] ma Srednice mniejsza,
teT
lub réwna niz A (czyli odlegto$é kazdych dwéch punktéw zbioru A jest mniejsza lub réwna M), to

istnieje t(A) € T takie, ze A C I;(4) (maly zbiér musi by¢ zawarty w jakims, niekoniecznie jednym,
elemencie pokrycia przedziatami otwartymi).

Dowdéd.
Zalézmy, ze teza nie jest prawdziwa. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej n istnieje zbior A,, , ktory
nie jest zawarty w zadnym z przedzialéw I; i ktorego érednica jest mniejsza niz % . Niech a,, € A,,.
Z ciagu (a,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny (an, ). Niech p = limg .o an, . Niech p € Iy, , indeks

t(p) istnieje, bo U I; O [a,b] > p. Poniewaz I,y jest przedzialem otwartym, wiec istnieje liczba
teT
6 > 0 taka, ze (p —0d,p+0) C Iy . Dla dostatecznie duzych & mamy a,, € (p — %,p + %) Stad

1
jednak wynika, ze dla kazdego = € A,,, zachodzi nieréwnosé |z —p| < |z —an, |+|an, —p| < —+ 7
Nk

Oczywiscie dla dostatecznie duzych k zachodzi tez nieréwnosé nik < g i wobec tego |z —p| < 4.
To jednak oznacza, ze An, C (p—9,p+0) C Iy whrew temu, ze zbiér A,, nie jest zawarty w
zadnym z przedzialow I;. Dowdd zostal zakonczony. B

Komentarz: W dowodzie wykorzystywalismy jedynie jedna wilasnos¢ przedziatu domknietego,
mianowicie to, ze z kazdego ciggu punktéw przedziatu domknietego mozna wybrac¢ podciag zbiezny
do granicy znajdujgcej sie w tym przedziale. Wlasnos¢ ta nie przystuguje przedzialom otwartym, np.
7 ciggu (ﬁ) punktéw przedzialu (0,1) nie da sie wybraé podciagu zbieznego do granicy lezacej
w przedziale (0,1), bowiem ciag ten jest zbiezny do punktu 0 ¢ [0,1].

Definicja zbioru zwartego*
Zbiér C C R jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego ciagu punktéw (p,) zbioru C' mozna
wybraé podciag (pn,) zbiezny do pewnego punktu p€ C. R

Latwo mozna zauwazy¢, ze suma skonczenie wielu przedzialéw domknietych jest zbiorem zwar-
tym. Zwarty jest tez zbiér Cantora, czyli zbiér zlozony z tych punktéow przedzialu domknietego
[0, 1], ktére mozna zapisaé¢ w ukladzie tréjkowym bez uzycia cyfry 1. Wynika to latwo z oczywistego
stwierdzenia: jesli z przedzialu domknietego usuniemy sume dowolnej rodziny przedzialéw otwar-
tych, to otrzymamy zbiér zwarty. Jasne jest tez, ze zbidr zwarty musi by¢ ograniczony: w innym

przypadku moglibyémy znalez¢ ciag punktéw tego zbioru, ktérego granica bylaby nieskoniczona, wiec

* Nie jest to najbardziej ogdlna definicja, ale wystarczajaca dla naszych celéw, z innymi studenci zapoznaja si¢ na

zajeciach z topologii.



nie mogliby$my z niego wybra¢ podciagu zbieznego do punktu w tym zbiorze. Wobec tego kazdy
zbiér zwarty C' C R musi by¢ podzbiorem pewnego przedzialu domknietego [a,b]. Jasne jest tez, ze
zaden punkt zbioru [a,b] \ C' nie moze by¢ granica, ciagu punktéw zbioru C': jesli nlin;o ecn=pé¢C
ic, € C, to wszystkie podciagi ciagu (c,) sa zbiezne do punktu p, whrew temu, ze z ciagu (c,,)
mozna wybraé podciag zbiezny do granicy nalezacej do C'. W ten sposéb wykazaliSmy, ze prawdziwe
jest

Twierdzenie charakteryzujace podzbiory zwarte R
Zbiér C C R jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony i gdy jego dopemienie R\ C
jest suma, pewnej rodziny przedzialéw otwartych. B

7 tekstu zawartego w komentarzu po dowodzie twierdzenia o liczbie Lebesgue’a wynika od razu,
ze prawdziwe jest

Twierdzenie o liczbie Lebesgue’a dla zbioru zwartego
Jesli {I;: t €T} jest pewng rodzing przedzialéw otwartych, ktéra pokrywa zbidr zwarty C', tzn.

U I; O C, to istnieje liczba A > 0 taka, ze jesli zbior A C C' ma érednice mniejsza lub rowna niz A
teT
(czyli odleglosé kazdych dwéch punktéw zbioru A jest mniejsza lub réwna ), to istnieje t(A4) € T

takie, ze A C I;(a) (maly zbiér musi by¢ zawarty w jakims, niekoniecznie jednym, elemencie pokrycia
przedzialami otwartymi). W

Definicja liczby Lebesgue’a
Liczba A, o ktérej mowi powyzsze twierdzenie Lebesgue’a nazywana jest liczba, Lebesgue’a pokrycia
{I teT}. m

Twierdzenie Heinego-Borela o pokryciach skornczonych
Jesli {I;: ¢ € T} jest pewna rodzing przedzialéw otwartych, ktéra pokrywa przedzial domkniety

[a, b] , tzn. U I; D [a,b], to istnieje zbiér skoriczony Ty C T taki, ze
teT

U &> ab]

teTy
czyli z kazdego pokrycia przedziatu domknietego przedzialami otwartymi mozna wybraé podpokrycie
skoniczone tego przedziatu.

Dowdéd.

Niech A oznacza liczbe Lebesgue’a pokrycia {I;: ¢ € T'}. Niech n > b_T“ oznacza liczbe naturalna,.
Niech x; = a + %(b —a) dla ¢ = 0,1,...,n. Z twierdzenia o liczbie Lebesgue’a wynika, ze dla
kazdego z przedzialéw [z;_1,x;] istnieje t(i) € T' takie, ze [z;_1, 2] C Ly dlai=1,2,...,n. Stad

n
oczywiscie wynika, ze [a,b] C U Iy , co koticzy dowdd. M
i=1



Definicja dowolnie dlugiej sumy liczb nieujemnych

Niech A ={a;: t €T} oznacza pewien zbiér ztozony z liczb nieujemnych. Piszemy

Z A= Z a; = sup { Z a: TCT, T —zbiér skoﬁczony} [ ]

teT teT

Moéwiac stowami (niedoktadnie!): suma dowolnego zbioru liczb dodatnich réwna jest kresowi gérnemu
sum skonczenie wielu jego elementéw. Niedoktadnosé polega na tym, ze sumujemy nie elementy
zbioru liczbowego, lecz indeksowane elementy. Jesli jaka$ liczba jest przypisana np. trzem réznym
indeksom t, to liczymy ja trzy razy a nie raz jakby to mialo miejsce w przypadku sumowania
elementéw zbioru.

Jasne jest, ze jesli T' oznacza zbiér zlozony z kolejnych liczb catkowitych wiekszych od k£ — 1,
o0
to Z a; jest po prostu suma szeregu Z an , wiec obecna definicja ma jedynie rozszerzy¢ zakres
teT n=k
poprzedniej, ktéra wymagata uporzadkowania zbioru numeréw liczb dodawanych.

Stwierdzenie o liczbie skladnikéw sumy skonczonej

Jesli Zat < 00, to zbiér indekséw ¢t € T:  a; > 0 jest skoniczony lub co najwyzej przeliczalny:
teT
card({t € T: a;>0}) <Ry .*

Dowadd.
Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy dla pewnej liczby naturalnej n zbiér T, :={t € T: a; > %} musi
by¢ nieprzeliczalny, wiec tym bardziej nieskoniczony, bo {t € T: a; > 0} = Ufle T, Wtedy jednak
400 < ZteTn < D ter @ Whrew zalozeniu. B

Stwierdzenie banalne o dlugosci przedzialu

Jedli dla kazdego ¢ € T symbol I; oznacza przedziatl dodatniej dtugosci o koricach a; i by oraz

U I O [a,b], to Z(bt —at) >b—a**
teT teT
Dowaéd.

Wystarczy dowie$é, ze teza ma miejsce w przypadku b — a < oo, bo pdlprosta i prosta moga
by¢ przedstawione w postaci sumy wstepujacego ciagu przedzialéw skonczonych. Mozemy w tym

przypadku zalozy¢, ze Z(bt — at) < o0, bo w przypadku przeciwnym nic do dowodu nie ma.
teT
Jesli ta suma jest skoriczona, to zbiér T jest co najwyzej przeliczalny (poprzednie stwierdzenie).

Zal6zmy ze jest on zbiorem liczb naturalnych. Niech € > 0 oznacza dowolna, liczbe dodatnia. Niech

€ € . . € €
Jn = (an — W’bn + W) Jasne jest, ze Z (bn + g (an — W)) =c+ Z(b” — ap) -

* symbol card(A) oznacza liczbg elementéw zbioru A, czyli jego moc, uzywane na innych przedmiotach oznaczenie |A|

oznaczaé bedzie juz niedlugo miarg¢ zbioru.

** Nie precyzujemy czy przedzialy sa otwarte domknigte, czy otwarto-domknigte, czy skonczone, czy nieskonczone, a¢

oznacza lewy koniec, b; — prawy.



Wobec tego, ze ¢ oznacza dowolng liczbe dodatnia wystarczy wykazaé teze dla rodziny {J,}: jesli

E—i-Z(bn—an) > b—a dla kazdego € > 0, to réwniez Z(bn—an) > b—a. Przedzialy J, sa otwarte,
n n
wiec istnieje liczba A > 0 taka, ze kazdy przedziat o dlugosci < A jest zawarty w pewnym przedziale

Jn. Niech a =20 <21 < ... <xp_1 < Ty = b oznaczaja takie punkty, ze z; —x;_1 < A dla ¢ =
1,2...,m. Dla kazdego i wybieramy numer n(i) w taki sposéb, ze [x;_1,x;] C Jp@) . Wykazemy,
ze suma dtugosci przedzialdw Jy, 1y, Jn@2); -+ Inm) jest wigksza niz b — a, z czego teza wyniknie
od razu. Mamy [xq,x1] C J,,(1) . Niech i; bedzie najwiekszym numerem takim, ze [zo,2;,] C Jy) -
Poniewaz Jy,(1) jest przedzialem wiec punkty z; dla i > i1 znajduja si¢ poza J,(1). Oczywiscie
[Ty, @iy 41] C Jy(iy41) - Niech teraz is bedzie najwickszym numerem takim, ze [z4,, %] C Jn,41) -
Tak jak poprzednio dla ¢ > iy punkt z; znajduje si¢ poza przedzialem J,,(;, 1) . Definiujac kolejno
numery 0 = ig,i1, i2,...,i; otrzymujemy ciag numeréw taki, ze [z, ,,x;;] C Tn(i;_i+1) s Tk =m0,
Tij11 & Jn(i;_+1) - Wobec tego numery n(ig + 1), n(iy +1),..., n(ir—1 + 1) sa rézne. Liczba x;; —
T;;_, jest mniejsza niz dhugos¢ przedziatu J,,;,_,11). Wobec tego b—a = > (w;; —x;;_,) jest liczba
mniejsza niz suma dtugosci przedzialdw J,io41) s Jn(i+1)5 - -5 In(in_1+1) > t1 korzystamy z tego, ze
przedzialy Jy(io4+1) s Jn(ii41)s -5 In(ip_1+1) & rézne (przedzialy Jy,1y, Jn(2), Jnm) nie musza byé
rézne). Ta zadziwiajaco skomplikowana — jak na tak oczywiste stwierdzenie — konstrukeja prowadzi

do przypisania przedziatlom [z;, ,, ;] réinych przedzialéw .J, co pozwala na zastapienie

(ij—1) >
sumy dlugosci tych pierwszych suma dtugosci tych drugich. Dowdd zostat zakonczony. B

Osoby, ktérym wydaje sie, ze powyzsze rozumowanie jest za dlugie, ze to przerost formy nad
tredcig zapraszam do jego skrécenia (odrzucajac jednak metode polegajaca na opuszczeniu kilku
stéw lub stwierdzenia, ze jest to oczywiste!).

Teraz mozemy wprowadzié¢ zdefiniowaé miare (zewnetrzng) zbioru A C R.

Definicja miary zewnetrznej

|A| = in%{z |14]: U I, D A}, gdzie I; oznacza przedzial niezdegenerowany a |I;| jego dlugosé,
te
teT
czyli réznice koricéw. Liczbe |A| nazywamy miara zewnetrzng zbioru A .M

Dzieki stwierdzeniu banalnemu o dlugosci przedziatu definicja ta nie prowadzi do zamieszania w
oznaczeniach: Jesli zbiér A jest przedzialem, to |A| jest jego dtugoscia!

Zupelnie oczywiste jest

Twierdzenie o monotonicznosci miary zewnetrznej
Jesli AC B, to |A|<|B|. m

Twierdzenie o podaddytywnosci miary zewnetrznej
o0
U 4.

n=1

<D 1A

n=1

Dla dowolnych zbioréw A;p, As, ... zachodzi nieréwnosé:

Dowéd.

Niech € > 0 bedzie dowolng, liczbg. Dla kazdego n istnieje rodzina przedziatéw {I;: t € T,} taka,

5



ze U I, DA, i Z || < |An| + 2% Niech T = U T, . Jasne jest, ze U I; D U A, oraz ze

teTy, teTy, n=1 teT n=1
o0 o0 o0
Z |Is| = Z ( Z |It|) < Z <|An| + 2%) = Z |An| + €. Poniewaz ta nieréwnosé zachodzi dla
teT n=1 teT, n=1 n=1
(oo} (oo}
dowolnej liczby € > 0, wiec Apl < Z |An|, a to chcieliSmy wykazaé. B
n=1 n=1
o0 o0
Oczywiscie cheialoby sie stwierdzié, ze jesli zbiory {A,,} sa parami rozlaczne, to U An| = Z | A
n=1 n=1

Tego niestety nie mozna udowodnié¢ bez dodatkowych zatozen. W tym roku nie bedzie nas ta kwestia
interesowac, zajmiemy sie tym w roku przysztym, bo wymaga to wiekszej pracy i znalazlo miejsce w
programie roku drugiego, a do naszych aktualnych celow wystarczy twierdzenie o podaddytywnosci
miary zewnetrznej. Jest natomiast prawdziwe stwierdzenie nastepujace

Twierdzenie o przeliczalnej addytywnosci miary zewnetrznej dla przedzialéw

Jesli przedziaty I, I, I3, ... sa parami rozlaczne (tzn. I, NI, =0 dla k # 1), to zachodzi
réwnosé: | UL UI3U...|=|I|+|L|+ |13+ -
Dowadd.

Nieréwno$é |11 UlhbUlzU... } < |Il| + }IQ| + |I3} + - -+ wynika wprost z definicji miary. Jasne jest
réwniez, ze dla kazdego n zachodzi nieréwnosé
|[hULU.. .UL|<|LhULULU...| < |L|+ |L| + |Is] +---. (*)

Jednak ze stwierdzenia banalnego o dlugosci przedziatu wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n
zachodzi nieréwnosé | UL U.. UL, | =|Ii| + |L| 4 -+ || * , a stad
|LULULU...| > |LULU...UL|=|L|+|L|+-+ |In\m\h| + | L]+ L] +---.
Wobec tego |11 Ul UI3U... | > ‘Il| + |Ig‘ + ‘13‘ + -+, co w polaczeniu z nieréwnoscia, (*) dowodzi
twierdzenia.l

Definicja zbioru miary 0
Moéwimy, ze zbiér A jest zbiorem miary 0 wtedy i tylko wtedy, gdy |A]=0. &

7 twierdzenia o podaddytywnosci miary wynika, ze suma przeliczalnej rodziny zbioréw miary
0 jest rowniez zbiorem miary 0. Dla rodzin wiekszej mocy to oczywiscie nie jest prawda: kazdy
niepusty zbidr jest suma zbioréw jednopunktowych, a nie kazdy ma miare 0, np.|[2,5]] = 3 > 0.
W szczegblnosci kazdy zbidr przeliczalny ma miare 0, np. Q. Istnieja tez nieprzeliczalne zbiory
miary 0.

Przyklad (zbiér Cantora).
Opiszemy tzw. zbiér Cantora C. Sktada sie z tych liczb z przedzialu [0, 1], ktére mozna zapisaé w

uktadzie tréjkowym bez uzycia cyfry 1. Zbidr ten otrzymujemy usuwajac z przedziatu [0, 1] kolejno

* Jesli rodzina przedzialéw (I;) pokrywa zbiér I1UI2U...UI, , to mozemy zastapié¢ przedziat I, przedziatami I1NI;,

LNI , ... I,NI, , oczywiscie |IyNIy|+|IanI|+...+|(InNI) |<| Ty -
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przedzialy otwarte (3,2), (5,2), (1.9), (2.2), o), (2.2), (£,2), ...: 7 kaidym

razem usuwamy z jakiegos$ przedzialu jego $rodkows, czes¢, ktorej dlugosé to % dtugosci przedziatu,
z ktorego ja usuwamy. Otrzymujemy zbior, ktory nie zawiera zadnego przedziatu. liczba % jest jego

elementem, chociaz w ukladzie tréjkowym zwykle zapisujemy ja w postaci 0,1. Mozna ja jednak

zapisa¢ w ukladzie tréjkowym jako 0,02222222..., bowiem % + 2—27 + % + .= 13/19/3 = % . Zbioér
Cantora jest mocy kontinuum, bo ma dokladnie tyle elementéw ile jest ciagdéw, ktorych elementami
sa 0 i 2. Jest on miary 0, bo mozna go pokry¢ 2" przedziatami domknietymi o dlugosciach %,
wiec jego miara nie przekracza liczby 3— — 0. m

Zadanie. Skonstruowaé funkcje f:R — R, ktéra przeksztalca kazdy przedzial na zbidr
wszystkich liczb rzeczywistych. B

Teraz mozemy juz sformulowaé twierdzenie opisujace funkcje catkowalne w sensie Riemanna.

Twierdzenie charakteryzujace funkcje catkowalne w sensie Riemanna
Funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczona
i jej zbiér punktow nieciagloéci ma miare 0.

Przed dowodem tego twierdzenia sformulujemy warunek typu warunku Cauchy’ego dla zbieznos-
ci wystepujacej w definicji catki Riemanna i wykazemy, ze jest on konieczny i dostateczny dla jej

istnienia. Bedziemy potrzebowaé kilku terminéw.

Oznaczenia:
a=x0 <x1 < T2 < ... <xp_1 < xp, =Db, punkty zg,z1,...,T, nazywamy wezltami podziatu
przedziatlu [a, b], najwieksza z liczb x1 — xo, 22 — 21,...,2y — Tp—1 nazywamy $rednica, podziatu;

my =inf{f(t): xj—1 <t<x;}, Mj=sup{f(t): =z <t<x;};

liczba w; = M; —m; oscylacja funkcji f na przedziale [x;_1,z;];

liczha wy(x) =inf | sup f(¢t)— inf f(¢) | nazywana jest oscylacja funkcji f w punkcie x;
0>0 \ |t—z|<s [t—2|<é

n
suma Z M;(z; — xj—1) nazywana jest suma gérng Darboux funkcji f;
J=1

n
suma Z mj(z; — xj—1) nazywana jest sumg dolng Darboux funkcji f. W
J=1

Warto zauwazy¢, ze jedli podziat a = o < 21 < 2 < ... < 21 < T, = b zastapimy drobniej-
szym, tzn. do weztéw xg,x1,T2,...,Tn_1, T, dodamy nowe, to gérna suma Darboux zmniejszy sie
lub zachowa swa, wartos¢, a dolna — przeciwnie — zwiekszy lub zachowa, zatem oscylacja na przedziale
ulegnie zmniejszeniu lub zachowa swa warto$é (oscylacja na podprzedziale nie przekracza wartosci
oscylacji na przedziale). Wynika to od razu z tego, ze kres gérny funkcji moze jedynie zmale¢ w
wyniku zmniejszenia dziedziny, a dolny — wzrosnac.

Warunek CICR typu Cauchy’ego istnienia catki Riemanna

Dla kazdej liczby & > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze jesli dla kazdego j = 1,2,...,n zachodzi
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n
nieréwnoé¢ x; —xj_1 < d, to E wi(z; —zj—1) <e. N
Jj=1
Twierdzenie o istnieniu calki Riemanna

Funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

warunek CICR.
Dowdd.

Jedli funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna, to dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > 0 taka,

n

b
ze jesli zj_1 < t; <z, to / f(z)dz — Zf(tj)(:cj —zj-1)| < % Stad natychmiast wynika,
a j=1
b n . b n R
ze ’ fl@)dx — ij(xj —zj-1)| < 3 oraz j f(z)dx — ZMj(xj —z;-1)| < 3" Wobec tego

J=1

ij(:cj —xj) = ZMj(xj —xj_1) — ij(:cj —zj-1)| < 2% < €, zatem funkcja f spelnia

j=1 j=1 j=1
warunek CICR.

Zalézmy teraz, ze funkcja f spelnia warunek CICR. W niejawny sposéb zakladamy, tu ze funkcja
f jest ograniczona, bowiem mozna wykona¢ odejmowanie sum Darboux, wiec nie moga one by¢
jednoczeénie réwne 400 ani tez —oo, musza, by¢ skoniczone, bo ich réznica jest mniejsza np. od 1

dla dostatecznie drobnego podziatu, oczywiscie sup f(t) = max M;, inf f(¢t)= min m;.
tEla,b] j=12,...,n tcla,b] j=1,2,...,n

Niech D,, oznacza gérna sume Darboux funkcji f dla podzialu przedziatu [a,b] na 2" réwnych
podprzedzialéw a d,, wartosé¢ dolnej sumy Darboux dla tego podziatu. Ciag (D,) jest oczywiscie
nierosnacy (rozdrabniamy podzialy wiec gérna suma Darboux nie moze wzrosnaé), a ciag (d,)
jest niemalejacy. Oba maja wiec granice. Poniewaz dla kazdego n zachodzi nieréwnos¢ d, < D,,,
wiec obie te granice sg skoniczone. Musza one by¢ réwne, bo z warunku CICR wynika od razu, ze
nhﬂngo (D,, — d,) = 0. Oznaczmy te wspdlng granice przez I. Wykazemy, ze I jest calka Riemanna
funkcji f. Mamy oczywiscie D,, > I > d,, dla kazdej liczby naturalnej n. Niech € > 0 oznacza
dowolna liczbe i niech n bedzie tak duza liczba naturalna, ze D, —d, < 5. Niech ¢ > 0 bedzie

n
€
liczba taka, ze jesli z; —x;—1 < ¢, to ij(:cj —zj_1) < 37 niech z;_1 <t; < x;. Oczywiscie
j=1

n n n
ij(xj —zj_1) < Z ft)(z; —xj—1) < ZMj(xj —xj_1). Utwérzmy z punktéw xg,z1,..., 2,
j=1 j=1 j=1
i weztéw podziatu przedzialu [a,b] na 2™ réwnych podprzedzialéw nowy podzial przedziatu [a,b].
Niech punkty a = zq,21,...,2m = b oznaczaja wezly tego nowego podzialu, d jego sume dolng

Darboux, D — sume gérna Darboux tego podziatu. Oczywiscie mamy d, < d < D < D, oraz

n n
Z mj(z; —xj-1) <d <D< Z M;j(x; —x;—1), bo w wyniku rozdrobnienia podzialu suma gérna
j=1 j=1
moze tylko zmaleé, a dolna wzrosnaé. Poniewaz liczby d, D, I leza w przedziale [d,,D,], wiec
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n

I = D| < |Dy—dn| <5 (i [I—d|<|Dn—dy|<§). Analogicznie |» M;(x; —x;-1) — D| < :

=1 3
- - € ar : .
oraz ;Mj(xj —Zj_1) — ;f(tj)(a:j —zj_1)| < 3 Mozemy wiec napisaé:
n n
‘I_Zf(tj)(mj —zj1)| < |[I-D|+ ‘D_ZMJ(%' —zj-1)|+
j=1 j=1
= = e € €
+ 1Y My —aja) = Y ft) (@ —w5-0)| < 3tgtg=c¢
j=1 j=1

Wykazaliémy wiec, ze I = f;f(a?) dr. ®
Dowdéd twierdzenia charakteryzujacego funkcje calkowalne w sensie Riemanna

Wiemy juz, ze jesli funkcja jest catkowalna w sensie Riemanna, to jest ograniczona. Trzeba jeszcze
n

wykazaé, ze jej zbidr punktéw nieciaglodci ma miare 0. Zalézmy, ze ij(a:j —1z;_1) < €. Niech
j=1
o(a) bedzie sumg tych liczb z; — x;_1, dla ktérych w; > «. Zachodzi nieréwnosé¢ « - o(a) <

n
€

E wj(x; —xj—1) < €, zatem o(a) < —. Niech o, (a) oznacza sume dlugosci tych przedzialéw z
a

Jj=1

podzialu przedzialu [a,b] na 2™ réwnych podprzedzialéw, na ktérych oscylacja funkcji f nie jest
mniejsza niz «. Z otrzymanej nieréwnosci wynika, ze o, () — 0. Stad natychmiast wynika, ze
zbiér punktéw z, dla ktérych wys(z) > o ma miare 0: wezléw wszystkich podzialéw przedziatu [a, D]
na 2" podprzedzialéw, n = 1,2,... jest przeliczalnie wiele, wiec tworza one zbiér miary 0. Inne
punkty, w ktérych oscylacja nie jest mniejsza niz a znajduja sie oczywiscie w przedzialach ktérych
suma dlugosci jest mniejsza niz oy, (a) — 0. W ten sposéb zakonczyliSmy dowdd twierdzenia w
jedna strone.

Niech teraz f:[a,b] — R oznacza funkcje, C — zbiér punktéw, w ktérych jest ona ciagla,
D = [a,b] \ C — zbiér punktéw, w ktérych f jest nieciagla i niech dla kazdego x € [a,b] bedzie
spelniona nieréwnosé |f(z)] < M < +o0o. Wykazemy, ze jedli |D| = 0, to funkcja f jest calkowalna
w sensie Riemanna. Mozemy oczywiscie zaklada¢, ze M > 0, bo jesli M = 0, to funkcja f jest

tozsamosciowo réwna 0, wiec jest oczywiscie calkowalna w sensie Riemanna.

Niech & > 0. Dla kazdego x € C istnieje liczba §, > 0 taka, ze jesli |t —z| < 6, 1 ¢ € [a,b], to

lf(t) — f(x)] < ﬁ . Z definicji zbioru miary 0 wynika, ze istnieja przedzialy I, I, ...takie,
—a
oo (oo}
ze U I, D Di Z |I,| < - Przedzialy Iy, I, ...moga by¢ domkniete, otwarto-domkniete,
n=1 n=1 SM

itp. Niech I, oznacza przedzial otwarty, ktérego $rodkiem jest srodek przedzialu I,, i ktdry jest

dtuzszy od I, o . Oczywiscie I, > I, , wiec

__°
20 M - 2"
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Rodzina F = {( — 0y, 24 6,: = € C)}U{l,: n e N} sklada sie z przedzialéw otwartych, jej
suma zawiera przedzial [a,b]. Wobec tego istnieje liczba A > 0 taka, ze kazdy przedziat [c,d] C [a, b]
dlugosci < A jest zawarty w ktoryms elemencie rodziny F. Niech a = 29 < 21 < ... <z, = b
oznacza podzial przedziatu [a,b] na przedzialy dlugosci < A. Niech N¢ oznacza zbiér ziozony
z tych numeréw j € {1,2,...,n}, dla ktérych istnieje punkt x(j) € C taki, ze zachodzi inkluzja
[zj—1,2;] C (l‘(j) Oy 2(J )+51(J)) , zag§ Np —zbiér ztozony z numeréw pozostatych, tj. takich, dla
ktérych taki punkt x(j) nie istnieje, zatem istnie¢ musi liczba n(j) taka, ze [x;—1,x;] C fn(j) . Jasne
jest, ze U (@1, ;] U I, , zatem Z |:c] 1, ‘7‘ xj,l,xj]‘§2|fn|<m
JEND JEND JEND JEND n
Dla kazdego j zachodzi nieréwnosé¢ M; —m; < 2M . Ma wiec miejsce nieréwnosé

€ €
‘ij(:c] :c]1<2MZ a:j1<2Mom:§.
JjEND JjEND

Jedli |t—z| < 0, z € CLto |f(t)—f(a)] < Stad wynika, ze jesli [t—x| < d; 1 [s—x| < 6,

5
4b—a)’

to |[f(&)—f(s)| <|f@)—f(z)|+|f(z)—f(s)] < ﬁ . Stad wnioskujemy, ze dla j € N¢ zachodzi
—a
nieréwno$¢ M; —m; < ﬁ . Dzieki niej mozemy napisaé:
—a
€ € €
Z wj(xj —wj1) < o) Z () —xj1) < o—a) (b—a)=3.
JjENc JENc

Wobec tego mozemy napisac:

3
+

525.

Do | ™

ij(ﬂfj —xia) = Y wilzj—zi) + Y wiley —z) <

JEND JENC

WykazaliSmy wiec, ze réznica miedzy suma gérna Darboux i suma dolna Darboux funkcji f jest
mniejsza od ¢, jesli tylko przedzial [a,b] zostal podzielony na dostatecznie krétkie podprzedzialy, a
to oznacza, ze funkcja spelia warunek CIRC, czyli ze jest catkowalna w sensie Riemanna. B

7 twierdzenia charakteryzujacego funkcje catkowalne i tego, ze suma i iloczyn funkcji ograniczo-
nych sa funkcjami ograniczonymi oraz z tego ze suma dwoch zbioréw miary 0 jest zbiorem miary 0
wynika

Twierdzenie
Suma i iloczyn funkcji catkowalnych w sensie Riemanna sa funkcjami catkowalnymi w sensie Rie-
manna. W

Mamy réwniez tatwe do wywnioskowania twierdzonka

b b
¢ | flx)dx= / cf(x)dz dla dowolnej liczby ¢ € R i funkeji f:[a,b] — R;
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N

/b (f(2) + g(x))dz = /b f(z)dx + /bg(x)dx
' dlaadowolnych fuankcji fyg:la,b] — R calkowalnych w sensie Riemanna;
3. jesli f(x) < g(x) dla a<x<b, to /bf(a?)dx < /bg(a?)dx
dla dowolnych fl(;Hiji e [a,(;)] — R calkowalnych w sensie Riemanna;
4. jesli f(r) <g(z) dla a<z<bi /bf(:c) dx < bg(:c) dz (f,g:]a,b] — R sa calkowalne w
sensie Riemanna), to zbiér {z € [a,l;l]: fz) < g((;:)} jest miary dodatniej;
5. jesli f(x) < g(z) dla a < x < b izbidr {z € [a,b]: f(z) < g(x)} jest miary dodatniej
(f,g:[a,b] — R sg catkowalne w sensie Riemanna), to /b flx)dz < /bg(a?) dx;
6. jesli funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemafma ia<c< (;), to jest catkowalna w

b c b
sensie Riemanna na obu przedziatach [a,c] i [¢,b] i / f(z)dx :/ f(z) dx—i—/ f(z)dx;

7. jedli funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna, to réwniez funkcja |f| jest

/abf(x)dx g/ab|f<x>|dx;

8. jesli funkcja f:[a,b] — R jest monotoniczna, to jest catkowalna w sensie Riemanna;

calkowalna w sensie Riemanna i zachodzi nieréwnosé

9. jesli funkcje g, f:[a,b] — R sa calkowalne w sensie Riemanna i zbiér

{z €la,b]: f(x)+# g(x)} jest miary 0, to /bf(:c)dx = /bg(x)dx.

Wiedzac, ze calka istnieje mozemy we wszystkich przypadkach, w ktéry?:h wystepuja Swie funk-

cje okreslone na tym samym przedziale rozpatrywaé te same podzialy tego przedziatu i z nich wy-
biera¢ te same punkty t;. Wtedy wlasnoéci 1,2,3,7 wynikaja z odpowiednich twierdzeni o ciggach.
Calkowalnosé funkceji | f| wynika z catkowalnosci funkeji f, bo jesli f jest ciagla w pewnym punk-
cie, to |f| tez, z ograniczonosci f ograniczonosé |f| wynika natychmiast, stad wlasnoéé 7. Funkcja
monotoniczna na przedziale domknietym jest ograniczona, zbidér jej punktéw nieciaglosci jest przeli-

czalny, zatem jest miary 0. Stad wlasnosé 8. Catkowalno$¢ na podprzedziale wynika z calkowalnosci

na przedziale od razu, réwnosé /b fl@)dz = /C flx)dz + /b f(x)dz wynika z tego, ze mozna
rozwazadé tylko te podziaty przedzizlu [a,b], w kt((l’)rych c pojav?zia sie jako wezel. Jesli zbidr D jest
miary zero, to dla kazdego przedzialu [c, d] zbiér [e,d]\D jest niepusty, bo ma miare > d—c¢ — wynika
to z podaddytywnosci miary. Wynika stad od razu wlasno$¢ 9: w charakterze punktéw ¢; wystapié
moga punkty, w ktérych wartosci f i g sa takie same. Z tej wlasnosci wynika od razu wlasnosé
czwarta. Pozostalo udowodnié¢ wlasnoéé 5. Niech D(f) oznacza zbiér punktéw nieciaglosci funkeji
f, D(g) — zbiér punktéw nieciaglodci funkeji g, A — zbidr tych punktéw z € [a,b], dla ktérych
f(z) < g(z). Zbiér A nie jest miary 0, zbiory D(f) i D(g) sa miary 0. Zbiér A\ (D(f)UD(g)) nie
jest miary 0, wiec jest mocy kontinuum*. Niech p € A\ (D(f)UD(g))U{a,b}. Mamy f(p) < g(p).

* Gdyby zbiér A\(D(f)UD(g)) byt miary 0, to zbiér A bylby suma 3 zbioréw miary 0, wigc zbiér A bylby miary 0.
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Niech «, 3 beda takimi liczbami, ze f(p) < a < 8 < g(p). Poniewaz obie funkcje f i g sa ciagle,
wiec istnieje przedzial [c,d] C [a, b] taki, ze dla z € [¢, d] zachodzi nieréwnos$é f(x) < a < < g(z).

Mamy wiec
/abf(:c)dx/:f(:c)dx+/Cdf(x)dx+/dbf(x)dxg/abf(:c)dera(dc)+/dbf(:c)dx<
</acg(:c)dx+,6’(dc)+/dbg(:c)dxg/acg(:c)dx+/Cdg(:c)dx+/dbg(:c)dx/abg(:c)dx,

co konczy uzasadnienie wlasnosci 5 w oparciu o wiasnoéci 31 6. B
Twierdzenie o wartosci $redniej

Jesli f:[a,b — R] jest ciagla, g:[a,b — R] — calkowalna w sensie Riemanna i nieujemna, to
b b
istnieje liczba ¢ € [a,b] taka, ze / f(x)g(x)de = f(c)/ g(x)dx.
a a
Dowdéd.
Niech m = inf{f(t): ¢ € [a,b]}, M =sup{f(t): ¢ € [a,b]}. Dla kazdego z € [a,b] zachodzi

wiec nieréwnosé mg(x) < f(z)g(x) < Mg(x). Wobec tego

m [ (@) de = / " mo(z)da < /  fa)ge)de < / ' Mo(a)dr = 11 / @) d

b b
1
Jesli / g(x)dr = 0, to przyjmujemy np. ¢ = i(a + b). Jesli jednak / g(x)dz # 0, czyli
a a

b
b : Jo f(@)g(x)dx o .
g(x)dz > 0, to otrzymujemy m < =t—r———— < M, a poniewaz [ ma wlasnos¢ Darboux,
a fa g(z)dx
b
x)g(x)dx
bo jest ciagla, wiec istnieje ¢ € [a,b] takie, ze f(c) = % . Dowdd zostat zakoriczony. W
g(x)dx
a

Latwo mozna zauwazy¢, ze w przypadku tej wersji twierdzenia o wartosci sredniej nie da sie
ominaé zalozenia ciaglosci funkcji f — inaczej niz w wersji z poprzedniej czesci tego tekstu, gdzie
whasno$é Darboux i tak byla (pochodna, jesli istnieje w kazdym punkcie przedzialu, ma whasnosé
Darboux). Funkcja catkowalna w sensie Riemanna wtasnoéci Darboux mieé nie musi, np. funkcja

monotoniczna, ktéra ma punkt nieciaglosci.

T
Niech f:[a,b] — R oznacza funkcje catkowalna w sensie Riemanna. Niech F(x) = / f(t)dt.
a

Twierdzenie o ciaglosci i ré6zniczkowalnosci calki
Funkcja F spelia warunek Lipschitza na przedziale [a,b]. Jedli funkcja f jest ciagla w punkcie
p € [a,b], to F ma pochodna w punkcie p i zachodzi réwnosé F’'(p) = f(p).

Dowadd.
f jest ograniczona na [a,b]. Niech M > 0 bedzie taka liczba, ze |f(z)| < M dla kazdego z € [a, b].
Niech a <z <y <b. Mamy

F(y) - F(x)] = /ayf(t)dt—/:f(t)dt‘= /:f(t)dt sf|ﬂt>|dts/:Mdt=M<y—x>.

Musimy jeszcze wykazac, ze funkcja F' jest rozniczkowalna w punktach cigglosci funkcji f. Zalézmy,
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(Fip+h) = F(p) - f(p)‘ = ﬁ

S

Zep<b,0<h<bp.1\/[amy‘

i / " (10 - 1) | <

( / p+hf(t)dt> - f<p>} -

S%Ap+h’f(t)—f(p)‘dts sup | £(t) = f(p)| =0

p<t<p+h h—0
Ostatnia réwnoéé (chodzi o granice, znaku = nie ma, ale jest strzalka, ktéra go zastepuje ) wynika

z ciaglodci funkcji f w punkcie p, to jedyny moment, w ktorym ciagltos¢ jest wykorzystywana.
Wykazalidmy, ze f(p) jest prawostronng pochodng funkeji F' w punkcie p. W taki sam sposéb
wykaza¢ mozna, ze jest to réwniez pochodna lewostronna, gdy a < p. Dowdd zostal zakonczony. B

Zauwazmy, ze z tego twierdzenia wynika, ze funkcja ciagla na przedziale jest pochodna pewnej
funkcji rézniczkowalnej, tym razem to nie szkic dowodu, lecz dokladne rozumowanie. Przy okazji oka-
zuje sie, ze w przypadku funkcji ciaglych oba podejécia do calkowania daja ten sam wynik: calka Rie-
manna réwna jest réznicy wartosci funkcji pierwotnej. Pozwala to znajdowaé liczne calki Riemanna.
Podkresli¢ jednak wypada, ze istnieja funkcje rézniczkowalne, ktorych pochodne sa niecatkowalne w
sensie Riemanna i oczywidcie funkcje, ktore sa catkowalne w sensie Riemanna i nie maja wlasnosci

przyjmowania wartoéci poérednich. Jesli funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna i ma funkcje

b
pierwotna, F', to calka / f(z)dx réwna jest réznicy wartosci funkeji pierwotnej na koricach prze-
a

dziatu. Wynika to latwo z twierdzenia o wartosci $redniej:
n

F(b)—F(a) =Y (F(xj) = Fz;1)) = Y F'(t;)(w; —wj1) = > f(t;)(w; —25-1).
J=1 j=1 j=1
Ostatnia suma jest bliska calce Riemanna funkcji f, bo zalozylidmy, ze ta funkcja jest calkowalna

w sensie Riemanna. Dodajmy jeszcze, bez dowodu, ze funkcja spelniajaca warunek Lipschitza jest

rézniczkowalna w prawie kazdym punkcie, tj. zbiér punktéw nierézniczkowalnosci funkcji lipschit-

zowskiej jest miary 0, ale to twierdzenie dosy¢ daleko wykracza poza program wykladu z analizy.
Twierdzenie o przyblizaniu funkcji calkowalnych funkcjami ciaglymi

Niech f:[a,b] — R bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna. Dla kazdej liczby e > 0 istnieje

funkcja ciagla g¢:[a,b] — R, taka ze

b
[r@ =gl <e b )< o)< sw o)< sw @), (PFO)
a t€(a,b] t€la,b] t€la,b] t€la,b]

Jesli f jest monotoniczna, ale nie jest stala, to istnieje funkcja $cisle monotoniczna ¢, dla ktorej
spelniona jest powyzsza nieréwnosé (PFC).
Dowdéd.

Niech a = 29 < 1 < @2 < ... < x, = b bedzie tak drobnym rozbiciem przedzialu [a,d], ze

b n
z)dr — ti)z; —xi—1)| < = dla dowolnego wyboru punktéw ¢; € [z;_1,x,] i niech
VA J ) J J J
a ]_1
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M = sup |f(t)|. Mozemy zalozy¢, ze M > 0, dla funkcji zerowej twierdzenie jest oczywiste. Niech
t€la,b]

d > 0 bedzie takg liczba, ze 4(n —1)Mdé <e i 30 <zj—z;—1 dla j=1,2,...n. Niech P; oznacza
przedzial domkniety o érodku z;, j = 1,2,...,n — 1 i dlugoéci 6. Niech I, I, ...,I, beda
kolejnymi przedziatami, z ktérych sktada sie zbiér [a,b] \ (PLUP,U...UP,_1). Niech g bedzie
funkeja okreslong na przedziale [a,b], ktéra

(1) jest ciagla,

(2) we wszystkich punktach przedzialu I, przyjmuje wartos¢ m, ,

(3) jest postaci ax + b na kazdym przedziale Py, Pa, ..., P,_1.

Jest jasne, ze na kazdym z przedzialéw I, Is, ..., I, zachodz nieréwnosé¢ f(z) > g(z), na

przedzialach Py, P,, ..., P,_1 zachodzi nieréwnosé¢ |f(z) — g(x)| < 2M . Mamy wiec

n

% > [ f(=) —ij(acj —x; ) = Z/% (f(x) —my)dx > Z/I (f(z) —mj)dz =
| U =gz =3 [ |5e) - gla)|da

1 J

—jesli I =1[a,0], to [, h(z)dz = [ h(z)da.

n—1
Mamy tez Z/ |f(z) = g(z)|dz < 2M(n —1)§ < g Z dwu ostatnich nieréwnosci i z tego, ze
j=1"Fs

b
/|f<x>—g<x>\d:c:/1 \f(x)—g<x>|d:c+/P \f(w)—g<x>|d:c+/1 1£(z) — g(a)|dz +
+/Pz () g<x);dz+...+/ml () gm"i“/fn () — g(a)|dx =

n—1 " E E
Z:/Pj‘f(:c)g(x)|d:c+jz_:l/1j‘f(:v)g(x)|d:c< S+i=e

wynika pierwsza cze$é tezy. Z konstrukeji wynika natychmiast, ze wszystkie wartosci funkcji ¢ znaj-
duja sie miedzy kresami funkcji f. Jest réwniez jasne, ze jesli f jest funkcja monotoniczna, to
réwniez g jest funkcja monotoniczna,.

Wykazemy jeszcze, ze jesli funkcja f jest niemalejaca i nie jest stala, to mozna znalezé funkcje $cisle
rosnaca ¢ speliajaca nieréwnosci (PFC ). W dalszej czedci rozumowania g oznacza funkcje, ktdra,
skonstruowaliémy poprzednio. Poniewaz f nie jest stala, wiec dla dostatecznie matych e funkcja g
réwniez nie jest stala. Niech ¢ € [a, b] bedzie takim punktem, ze g(a) < g(c) < g(b). Niech 0 < k < 1
i niech ge(z) = K2((2—c)+9(0)) +(1—k)g(x) . Mamy wiec |ge(z)—g(z)| = k[k(z—c)+g(c)—g(x)| <
(552 4 M) ———0, gu(b) = k(k(b = ¢) + g(0)) + (1 = k)g(b) = g(b) + k(k(b —c) —(g(b) - 9(0))> :
Z ostatniej réwnosci i z tego, ze g(b) > g(c) wynika, ze dla k dostatecznie bliskich 0 zachodzi
nieréwno$¢ gi(b) < g(b). Analogicznie gi(a) = k(k(a—c)+g(c)) + (1 —k)g(a) = g(a) + k((g(c) -
g9(a)) —k(c— a)) . Wynika stad, ze dla k dostatecznie bliskich 0 zachodzi nieréwnos$é¢ gi(a) > g(a).
Wobec tego dla kazdego = € [a,b] zachodzi nieréwnos$é g(a) < gi(a) < gr(z) < gr(b) < g(b).
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Funkcja gy, jest rosnaca, bo jest suma, funkcji niemalejacej (1—k)g i écisle rosnacej k2 ((:cfc)Jrg(c)) )
Ta obserwacja koriczy dowod. B
Twierdzenie o przyblizaniu funkcji catkowalnych funkcjami ciggltymi pozwoli nam w przysziosci

na przeprowadzanie dowodéw w przypadku funkcji ciaglych, a nastepnie wyciaganie ogdlniejszych

wnioskéw. Przyklady pojawia sie wkrétce. Liczbe / ’ |f(z)—g(z)|dz mozna traktowaé jako odlegto$é
miedzy funkcjami calkowalnymi f i g. Z formalnggo punktu widzenia nie jest to najwladciwsze ze
wzgledu na to, ze calka z réznicy funkcji przyjmujacych te same wartosci poza zbiorem miary 0 réwna
jest 0, wiec nalezaloby najpierw wprowadzié¢ relacje rownowaznosci: dwie funkcje sa réwnowazne
wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér tych punktow, w ktérych przyjmuja one rézne wartoéci ma miare 0.

Oznacza to, ze z takiego punktu widzenia funkcje rézniace sie np. tylko w punktach wymiernych

pewnego przedziatu sa ta sama funkcja. Po przyjeciu takiej umowy liczba /b |f(z) — g(x)|dx moze
pelnié¢ role odleglosci. Twierdzenie o przyblizaniu funkeji calkowalnych ciag}yami méwi, ze zbidr funk-
cji ciaglych jest gesty w zbiorze funkcji catkowalnych. Stwierdzenie to w pewnym sensie przypomina
twierdzenie o gestosci liczb wymiernych w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych (w kazdym prze-
dziale znajduje sie nieskoniczenie wiele liczb wymiernych!).

Lemacik o szacowaniu calki
Niech f:[a,b] — R oznacza funkcje catkowalna w sensie Riemanna. Niech |f(x)| < M dla kazdego

x € [a,b]. Zalézmy, ze ‘{a: € [a,b]:  |f(x)] > 5}‘ < 6. Przy tych zalozeniach

b
/ |f(x)|de < M§+¢e(b—a).

Dowdéd.
Zalbzmy, ze a = 19 < 11 < ... < Tp_1 < Tn = b jest na tyle drobnym podzialem przedziatu [a,d],
ze suma Riemanna z nim zwigzana przybliza caltke / ' |f(z)|dz z bledem mniejszym niz n > 0.
Niech |f(t;)] < e, jesli tylko w przedziale [z;_1,z;] an:jduje sie taki punkt. Jesli musieliSmy wybraé
t; tak, ze |f(t;)| > e, to mamy |f(¢)] > ¢ dla kazdego t € z;_1,x;]. Wobec tego suma dlugosci
tych przedzialéw jest < & i wobec tego suma pozostatych jest jest > b — a — §. Stad wynika, ze
f: |f(z)]de < M§+e(b—ad) < M§+e(b—a). Dowdd zostal zakoriczony. W

Twierdzenie Weierstrassa o przyblizaniu funkcji ciaglych wielomianami
Dla kazdej liczby ¢ > 0 i dla kazdej funkcji ciaglej F:[a,b] — R istnieje wielomian W taki, ze
|F'(z) — W(z) < ¢ dla kazdego punktu z € [a,b].

Dowdéd. (Bernstein).

Istnieje wiele dowodow tego twierdzenia. Wybieramy ten, bo ma on swa, oczywista geneze w
twierdzeniu z rachunku prawdopodobienstwa i jesli ktos do niego wtedy wréci, np. dlatego, ze bedzie

on tam powtdérzony przy okazji prawa wielkich liczb, to bedzie mu tatwiej pojaé, o co w tym wszystkim

chodzi.
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Wystarczy udowodnié twierdzenie w przypadku [a,b] = [0, 1]. By sie z tym pogodzié wystarczy
przyjaé, ze t = =2 f(t) = F(a+t(b—a)) = F(z) i analogicznie w(t) = W (a+t(b—a)) = W(x).
Jasne jest, ze wtedy |f(t) —w(t)| = |F(x) — W(z)|, przy czym a < x < b wtedy i tylko wtedy, gdy
0<t<1.

Niech by, ( Z f — t)"~% . Wielomian b, nazywany jest n-tym wielomianem

Bernsteina funkcji f. Wykazemy, ze jedli liczba n jest dostatecznie duza, to przyjecie w(t) = by, (t)
powoduje, ze dla kazdego ¢ € [0,1] zachodzi nier6wnos$¢ |f(¢) — w(t)| = |f(t) — bn(t)] < .

Zaczniemy od pomocniczych réwnosci.

Sk (Z) R (1 — )"k = nt (W2)
k=0
zn: (Z) tRE2(1 — )" F = n(n — 1) + nt (W3)
k=0
E_¢|>s

Réwnosé (W1) wynika natychmiast z tego, ze 1= (¢t + (1 — t))n =()tra -k

n

Réwnosé (W2) podobnie: Zk )R =) ntz (= i)tk 11 —)yn=1=(=1) =
k=0 k=1
n—1
=ntd> (PO - F =t (t+ (1) = nt.
k=0
n n
Kolej na (W3). » E2()tF(1— )% = k(k — 1)()thQ —t)"~F + Zk JtE(1— )"
k=0 k=2
n n—2
=n(n— DY (21— 20D font = n(n— DY (") - "2 ont =
k=2 k=0

=n(n—1)2(t+ (1 - t))n72 +nt =n(n—1)t2+nt.
Teraz kolej na najwazniejsza z tych czterech réwnosci, zwana nieréwnoscia Czebyszewa (w przypadku
ogdblniejszym, na oméwienie ktérego tu nie ma miejsca).

n?5? Z (OtFa -t r < S (k—nt)? )tk(l—t)"*k<Zn:(k—mf)2(2)tk(1—t)"*k:
k=0

|—7t‘>6

n

Z ")k — )" fQant - "’“+Z (nt)? (7)ek(1 — )=

=n(n—1)t2 +nt — 2n2t2 +n%t? = nt — nt? = nt(1 — 1)
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7 otrzymanej nieréwnosci latwo wynika, ze

3 (o< 2t -

k
|2 —t|>s

SN

4nd?’

Jestesmy gotowi do dowodu. Poniewaz f jest ciagla na przedziale domknietym, wiec istnieje
liczba 0 > 0, taka ze jedli |t —s| <4, to |f(t) — f(s)] < 5. Dzieki (W1) mamy teraz

@) = ba®)] = [£0) = Y FE) Q-0 = D (F0 - 1(E) (- <
k=0 k=0
< D O FEIMFa -0+ 3 FO - F)IE)H A - <

%—t‘<6 k_¢>s
£ n— n— € 1 € M
= 2 Z (Z)tk(l — 8T+ 2M Z (Z)tk(l -t s 2 + 2M4n62 2 + 2n62
%*t|<5 ‘%7426

Jesli n > &% , to otrzymujemy ‘f(t) - bn(t)‘ < 5+ 5 =¢. Dowdd zostal zakoriczony. B
Krétki komentarz probabilistyczny.

Zatézmy, ze w Nibylandii (pozdrowienia od Piotrusia Pana) wyprodukowano monete niecatkiem

symetryczna: rzucajac nia otrzymujemy reszke z prawdopodobienstwem t a drugg strone z malo

czytelna podobizng jakiego$ fruwajacego stworzenia — z prawdopodobienstwem 1 —¢. Prawdopodo-

bieristwo uzyskania w m rzutach ta, moneta dokladnie k-reszek réwne jest wiec (Z)tk(l —t)nk,
n

Liczba Zk(g)tk(l - t)”*k( = nt) oznacza wiec $rednia liczbe reszek otrzymanych w k rzutach
k=0

ta moneta. Oczekujemy wiec, ze rzucajac ta moneta n razy otrzymamy nt, a raczej okolo nt,
reszek. Wzér (W4) wyjasnia, jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze liczba rzutéw (&), w ktérych
wypadla reszka bedzie réznié sie od oczekiwanej (nt) o pewien ustalony procent liczby rzutéw lub
bardziej, dlatego zajmujemy sie tam roznica, |% — t| (nieréwnosé |% — t| > 0 rownowazna jest temu,
ze |k — nt| > on, ta ustalona cze$¢ n to dn ), prawdopodobieristwo to dazy do 0 — jest to tzw.
stabe prawo wielkich liczb. Liczba b, (t) jest wiec srednia liczb f(%) , ta $rednia jest mniej wiecej
réwna f(t), bo na ogét £ ~ t. Powinna wiec mie¢ miejsce réwno$é¢ przyblizona f(t) & b,(t). W
koricéwce nie jesteSmy calkiem precyzyjni, ale wczesniej staraliSmy sie wyjaénié¢ precyzyjnie, o co

nam chodzi. &
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