Ten tekst jest stosunkowo stabo sprawdzony, ale juz nie bardzo mam czas go czytaé, wiec prosze

kontrolowaé go czytajac. Za informacje o pomyltkach, bledach bede wdzieczny.

Twierdzenie o ciaglosci szeregu potegowego

n

Jesli szereg potegowy > a,z" o promieniu zbieznosci ¢ > 0 jest zbiezny w punkcie p, |p| = o,

K > 0 jest dowolng liczba, rzeczywista i jesli Ax = {z € C:|z| < |p| = o i ‘Lz‘:fz“ < K}, o(z) =

(o] (o]
Z a,z" dla tych liczb zespolonych z, dla ktdérych szereg Z anz" jest zbiezny, to lim o(z) = o(p)
z—p
n=0 n=0

na zbiorze Ag . JeSli 0 < r < p, to w zbiorze D,:= {z: |z2| < r} funkcja o spehia warunek
Lipschitza z pewna stala L > 0 (na ogét stala zalezy od r).
Dowaéd.

o0
Rozpoczniemy od drugiego przypadku. Niech L = Z n‘anr"ﬂ‘ < 400 — ostatnia nieréwnosé

n=1

wynika z lematu o zbieznosci szeregu potegowego (szereg Zn‘anr"| jest zbiezny, wiec szereg

> ‘nanr”_1| tez jest zbiezny). Niech |z, |[y| < r. Mamy wtedy |x” - y"‘ = ‘x — y‘ : ‘x”_l +
[e.e] oo

ey +an Bt 4 payn 2y < ‘:c - y‘ ~nr™~1 | Stad wynika, ze Z apx" — Z any™| <
n=0 n=0

o0 o0
Z }an| . }:c” — y"} < |:c — y| . Z |an} ST = L|:c - y| . WykazaliSmy wiec, ze w zbiorze D,
n=1 n=1

o0
funkcja o spelia warunek Lipschitza ze stala L = Z n}anr"*w .
n=1
Rozwazymy teraz drugi przypadek:*. Niech 2z € Ax iniech w = 2. Mamy K > |LZ|:]|”Z|| = |11:u1)}

o0 o0 o0 o0
i oczywiscie |w| < 1. Niech b, = a,p™. Mamy wiec Zanz" = anw" i Zanp” = an.
n=0 n=0 n=0

n=0
Niech s, = bg+by+ba+---+b,. Wtedy bg+bjw+bow?+... = 50+ (51— s0)w+ (52 —s1)w?+... =
so+slw+52w2+...f(sow+51w2+...) =
= s50(1 —w) + s1(w—w?) + sa(w? —w?) + ... = (1 —w) (so + s1w + saw? + ...) . Te przeksztalcenia

sa mozliwe do wykonania, bo szereg > s,w™ jest bezwzglednie zbiezny dla |w| < 1, bowiem ciag

(sn) jest zbiezny do granicy skoniczonej, zatem jest ograniczony. Z tego wynika, ze szereg > s,w™ !

tez jest zbiezny.

o0
Niech s = Z b, = lim s, . Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnia. Istnieje wtedy liczba
n—oo
n=0
€
naturalna n., taka ze dla kazdej liczby naturalnej m > n. zachodzi nieréwno$é |s,, — s| < K

Wybierzmy jakakolwiek liczbe m > ng, np. m = n. + 1. Zalézmy, ze |w| < 1. Mamy wtedy:

* Ten przypadek rozwazony przez norweskiego matematyka N.H.Abela (1802-1829) jest trudniejszy od poprzed-
niego, zrozumienie dowodu podanego w tekscie jest pozyteczne, cho¢ rozumowanie moze sprawia¢ studentom pewne

trudnosci.



|b0+b1w+b2w2+...75|:‘(1711)) (s0+ s1w + saw? +...) — s(1 —w) (1+w+w2+...)‘:
=1 —w|[(so — ) + (51— s)w + (s2 — sJw? +...| <
<1 —w| (Jso — s| + |s1 = s||w| + |s2 — s||w]® + ... + |sm-1 — s|[w[™7) +

+11 = w| (|sm — sl|w[™ + [smg1 — sljw]™ T +...) <
< [1=w| (Jso — s +[s1 = slfw| +[s2 = sljwl* + ...+ [sm—1 — 5||w|m_1)+%|1—w|(|w|m+|w|m+l+
L) =

17
= 11— w| (|so — 5| + |51 — sl[w] + |52 — s||w]> + ... + [sm_1 — s]|w|™ 1) + %'1_ IZ:

|w]™

_ 5
< |L—w|(|so — s| +|s1 — s||w| + |s2 — s|[w]* + ...+ [sm—1 — sl|w[™ ) + 7

Dotychczas w bylo dowolna, liczba, dla ktérej |w| < 1. Nas interesuje granica przy w — 1, pw €
Af . Niech B = |sg—s|+|s1—5|+]|s2— 8|+ +[sm_1—8| > |s0—8|+|s1—s||w|+|s2 —s||w|* +- -+

|3m—1 _Slem—l,Jeéli |1—w\ < % , to |bo+b1|w|—|—b2|w|2+,..—8| < % .B—l—g =c .7 tej
o0 o0
nieréwnosci wynika, ze ag +aiztagi+... = bo+biw+bw?+...— s = Z by, = Z anp”,
w—p
n=0 n=0

przy zalozeniu, ze z € Ax . Dowdd zostal zakoriczony. B

POCHODNE WYZSZYCH RZEDOW

1. Podstawowe definicje i twierdzenia

Z pochodnymi wyzszych rzedow w istocie rzeczy juz spotkaliSmy sie. Po prostu w kilku przy-
padkach obliczaliémy pochodna pochodnej. To oczywiscie zdarza sie czesto, gdy trzeba ustali¢ jakie
wlasnoéci ma funkcja. Przyjmuje sie nastepujace okreslenie.

Definicja pochodnej wyzszego rzedu
Niech f bedzie funkcja okreslona na zbiorze zawierajacym przedzial otwarty I zawierajacy punkt
p. Niech fO(z) = f(z) dla kazdego x z dziedziny funkcji f. Zalézmy, ze funkcja f ma pochodna,
(n — 1) —ego rzedu f=1 W kazdym punkcie przedziatu I. Jedli funkcja £~ ma w punkcie p
pochodna, ( f ("’1))I (p), to te pochodna nazywamy pochodng n—tego rzedu funkcji f w punkcie p
i oznaczamy symbolem f(™)(p). Jesli pochodna n—tego rzedu jest skoriczona, to méwimy, ze funkcja
f jest m—krotnie rézniczkowalna w tym punkcie. B

Jest jasne, ze f' = f(1) . Zamiast pisa¢ f(®) piszemy na ogét f” . Niektérzy matematycy zamiast
f® pisza .

Przyklady

1. Niech f(z) = ax +b. Wtedy dla kazdego * mamy f'(z) = a, wiec f”(z) = 0 dla kazdej
liczby rzeczywistej . Wobec tego réwniez f()(x) =0, a stad wynika, ze réwniez £ (z) =0 dla
kazdej liczby naturalnej n > 1 i kazdej liczby rzeczywistej . B

2. Niech f(z) = ax?® + bx + c. Wtedy f'(x) = 2ax + b, wobec tego f”(x) = 2a i wobec tego

dla kazdej liczby naturalnej n > 2 i kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnoéé f(™(x) =0. m
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3. Niech f bedzie wielomianem stopnia m, tzn. istnieja liczby rzeczywiste ag, aj,...,an , przy

czym ap, # 0, takie ze dla kazdego x € IR zachodzi réwnoéé f(z) = ag+ a1z +azz® + - -+ apma™.
Wtedy f™)(z) = mla,, dlakazdego = € R oraz f(™(x) =0 dla kazdej liczby naturalnej n > m
i kazdej liczby rzeczywistej x.
Twierdzenie to wykazaliémy juz w przypadku m = 1,2. Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe
dla wszystkich wielomianow stopnia mniejszego niz m. Wynika stad, ze dla wszystkich liczb rze-
czywistych z zachodzi réwno$é f/(x) = ay + 2az + -+ + ma,z™ z. Poniewaz f’ jest wielo-
mianem stopnia m — 1, wiecc (f)™ V(z) = (m — 1)! - ma,, dla kazdej liczby rzeczywistej .
Poniewaz (f)(™~Y = f™) oraz (m — 1)!-m = m!, wiec dla kazdej liczby rzeczywistej 2 mamy
f)(x) = mla,, . Stad oczywiscie wynika, ze jesli n > m jest liczba naturalna, to f(™(z) = 0 dla
kazdego z € R. ®

4. Niech f(x) =e®. Wtedy f()(x) = f'(z) = e*. Wobec tego dla kazdej liczby naturalnej n i
kazdej rzeczywistej  zachodzi réwnoéé f(™)(z) = e®.

5. Niech f(z) = sinz. Wtedy f1)(z) = f/(x) = cosz. Zatem f®(z) = f’(z) = —sinz =
—f(x). Stad wnioskujemy z latwoscia, ze f®)(z) = —f'(2) = —cosz i fW(2) = —f"(z) = sinx.
Jasne jest, ze od tego momentu beda sie kolejno pojawiaé, cosz, —sinx, —cosx i znéw sinz
itd. Mozna wiec napisa¢ f?™(x) = (—1)"sinz oraz f"*V(z) = (—=1)"cosz dla dowolnego n €
{0,1,2,..}izcR. m

6. Podobnie jak w poprzednim przykladzie mozemy wykazaé, ze (cos x)(2") = (—=1)"cosx oraz

(cosz)®" ) = (—1)"*sinz. m

1
7. Niech f(z) = Inz. Mamy wiec nastepujaca réwnos¢ f1)(z) = f'(z) = o= . Wobec
tego f(z) = f"(z) = (ac_l)l = (=12~ '"! = —272. Dalej f®(x) = (—272%) = 2273, Stad
wnioskujemy, ze f*)(z) = 2(=3)z~* = —3lz—*. Analogicznie f©)(x) = 4!z~° itd. Ogélnie mozemy

napisa¢ f((z) = (ln(x))(") = (=) 1(n — 1)z~ dla kazdej liczby catkowitej n > 1 i kazdej
liczby rzeczywistej . R

8. Obliczymy kilka pochodnych funkcji tangens. Mamy (tg :c)/ = 1+tg2z. Wobec tego zachodzi
réwnosé (tgz)”’ = (1+tg QI)I = 2tgx(1 + tg2z) = 2(tgx + tg3z) — skorzystaliémy z wzoru na
pochodna funkcji ztozonej. Stad (tg a:)(?’) =2(1+3tg2z)(1 + tg2x) = 2(1 + 4tg 2z + 3tg*x), a stad
(tg x)(4) = 2(8tgx+12tg3z)(1+tg%r) = 8(2tgz+5tg z+3tg°z) . Te obliczenia mozna kontynuowad,
jednak w tym przypadku nie da sie napisaé réwnie prosto jak w poprzednich przypadkach ogélnego

wzoru na n—ta pochodna funkcji. B
T 3 2
22+5x+6 43 z+2°

!
Mamy ( ) = —(z +¢)72. Stad

9. Znajdziemy teraz wzér na n—ta pochodna funkcji W tym

celu starczy znalez¢ n—ta pochodng funkcji postaci

x+c’ x+c

1 "
( ) = —(=2)(x + ¢)727t = 2(x + ¢)7?. Rozumujac dalej w ten sam sposéb otrzymu-



(3)

1

jemy ( n > = —6(z +¢)™* = —6!(z + ¢)~*. Bez zadnych trudnosci piszemy wzér ogdlny
x+c

(n)
na n—ta pochodna tej funkcji: < ) = (=1)"n!(z + ¢) ™" !. Stad wynika juz od razu, ze

x+c

(n)
(m) = (=1)"n! (3(x+3)™ ' —=2(z+2)"""!). Wypada jednak zaznaczy¢, ze bez

roztozenia na czynniki mianownika nasze szanse na sukces bylyby znikome. B

10. Wykazaliémy poprzednio, ze jeli funkcja jest rézniczkowalna na pewnym przedziale i jej
pochodna jest na tym przedziale réwna 0, to funkcja ta jest stala. Zalézmy teraz, ze f”(x) =0 dla
wszystkich z € (a,b) dla pewnych a,b € R. Wtedy na mocy poprzednio wykazanego stwierdzenia
funkcja f’ jest stala na przedziale (a,b). Niech f'(x) = A dla wszystkich = € (a,b). Niech g(z) =
f(z) — Az. Zachodzi oczywista réwnoéé ¢'(z) = 0 dla kazdej liczby x € (a,b). Wobec tego g
jest funkcja stala. Oznaczajac jej jedyna warto$é przez B otrzymujemy réwnos¢ B = g(z) =
f(x) — Az. Stad od razu wynika, ze f(z) = Az + B dla kazdej liczby « € (a,b). WykazaliSmy
wiec, ze jesli druga pochodna jest tozsamosciowo rowna 0, to funkcja jest wielomianem stopnia nie
wiekszego niz 1. Podobnie mozna wykazac, ze jesli trzecia pochodna jest tozsamosciowo réwna 0
na pewnym przedziale, to funkcja jest na tym przedziale wielomianem stopnia nie wiekszego niz 2.

Jesli bowiem f(®)(z) = 0dla kazdego z € (a,b), to na mocy poprzedniego stwierdzenia funkcja

1 !/
f’ jest wielomianem postaci Az + B. Bez trudu zgadujemy, ze (514:52 + Bx) = Az + B. Stad
1 !
wynika, ze (f(x) - §Aa:2 - Bx) = 0 dla wszystkich = € (a,b). Teraz mozemy stwierdzié, ze

funkcja f(z)— %AmQ — Bx jest stala, co konczy dowdd tego, ze f jest wielomianem, ktérego stopien
jest mniejszy niz 3. Jest calkowicie jasne, ze kontynuujac to rozumowanie wykazemy, ze jesli n—ta
pochodna pewnej funkcji jest réwna 0 w kazdym punkcie pewnego przedziatu, to funkcja ta na tym
przedziale jest wielomianem, ktérego stopien jest mniejszy niz n. B

11. Zalézmy, ze f jest funkcja rézniczkowalna na pewnym przedziale oraz ze dla pewnej liczby
rzeczywiste] k réwnosé f'(x) = kf(x) zachodzi dla wszystkich . Wykazemy, ze w tej sytuacji

istnieje stala C' € IR, taka ze dla kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnosé f(x) = Ceb®. W

celu uzyskania tej rownosci starczy wykazaé, ze iloraz J;(ki) jest funkcja stata, czyli ze pochodna
/ / kr _ Lok ’ _k

tego ilorazu jest wszedzie réwna 0. Mamy (f(ka?)) = f'(@)e ™ f(x) = f'(z) /() =0 -
ekx e2kz ekz

ostatnia réwnos¢ wynika z zalozenia o funkcji f. Wykazalidmy wiec, ze iloraz jest funkcja stala. Te
stala oznaczamy przez C. Jasne jest, ze f(z) = Ce®.

Rozwazymy teraz nieco bardziej skomplikowang zaleznos¢. Mianowicie zalozymy, f jest funkcja

*

dwukrotnie rézniczkowalna w kazdym punkcie prostej * oraz ze dla kazdej liczby rzeczywistej x

* Nie jest istotne, ze dziedzing jest prosta, moze by¢ dowolny przedziat.
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zachodzi réwno$¢ f"(x) = f(x). Bez trudu mozna podaé dwa przyktady funkeji speliajacych to
réwnanie: g(z) = e* oraz h(x) = e~ *. Majac dwa, mozna ich podaé o nieskoniczenie wiele. Jesli
¢, d s dowolnymi liczbami rzeczywistymi, to funkcja cg(z) + dh(z) = ce® 4+ de™* réwniez spehia to
réwnanie. Jasne jest, ze réwniez funkcja u(z) = f(x)—cg(x)—dh(z) spehia to réwnanie. Liczby ¢ i d
mozna dobra¢ w ten sposéb, ze u(0) = 0 = u’(0) — wystarczy rozwigzaé uklad réwnan: f(0) = c+d,

f'(0) = ¢ — d traktujac ¢ i d jako niewiadome, a f(0) i f’(0) jako dane liczby. Otrzymujemy ¢ =

1 1
3 (f(0) + f'(0)) oraz d = 3 (£(0) — f'(0)) . Poszukujemy wiec dwukrotnie rézniczkowalnej funkcji

u, takiej ze dla kazdego z zachodzi réwnosé v’ (x) = u(x) oraz u'(0) = 0 = u(0). Wykazemy, ze u
1 AT
jest funkcja zerowa. Zauwazmy najpierw, ze u”u’ = uu’, i wobec tego <§(u’)2) = <§u2> . Stad

2

wynika, ze funkcja (u/)> — u2 ma zerows pochodna, wiec jest stata. Poniewaz (u/(0))® —u(0)2 =0,

2 = u(z)? dla kazdej liczby rzeczywistej x . Zatézmy, ze

wiec funkcja (u')2—u2 jest zerowa, czyli u'(z)
funkcja u przyjmuje w pewnym punkcie p wartosé rézna, od 0. Sg dwie mozliwosci: v/ (p) = u(p) #0
lub v'(p) = —u(p) # 0. Poniewaz obie funkcje u i ' sa ciagle, wiec w pierwszym przypadku
réwnosé u'(x) = u(z) zachodzi dla wszystkich = dostatecznie bliskich p, za§ w drugim przypadku
dla wszystkich = dostatecznie bliskich p zachodzi réwnoéé u'(x) = —u(x). Dostatecznie bliskich
oznacza w tym przypadku dla wszystkich z z dowolnego przedziatu przedzialu I zwierajacego punkt
P, na ktérym funkcja u nie ma pierwiastkéw. Z pierwszej rownosci wynika, ze istnieje stala C', taka
ze u(x) = Ce®dla wszystkich © z przedzialu I. Z drugiej réwnosci wynika istnienie staltej C,
takiej ze dla wszystkich a z przedzialu I zachodzi réwnoéé u(z) = Ce™?. Mozna zalozyé, ze I
jest maksymalnym przedzialem, ktory zawiera punkt p i w ktérym funkcja u nie ma pierwiastkow.
Oczywiscie 0 nie lezy w przedziale I. Wobec tego miedzy p i 0 lezy koniec ¢ przedziatu I, drugi
koniec przedziatu I znajduje sie po przeciwnej stronie punktu p i nie jest wykluczone, ze jest
nieskoriczonoscia. Jest jasne, ze u(q) = 0 — gdyby tak nie bylo, to przedzial I siegalby poza q.
Poniewaz funkcja u jest ciagla i na przedziale I obowiazuje wzér u(z) = Ce® lub wzér u(x) =
Ce™® , wiec w punkcie ¢ mamy u(q) = Ce™ . Jednoczesnie u(q) = 0. Z dwéch ostatnich stwierdzen
wynika, ze C' = 0, a to oznacza, ze wbrew uczynionemu zatozeniu u(p) = Ce*? = 0. Wykazalismy
wiec, ze u jest funkcja zerowa, a to oznacza, ze funkcja f jest postaci ce” + de . B

12. Wykazali$my poprzednio , ze réwnosci f(™)(z) =0, f'(z) = kf(z), f”(z) = f(x) spelnione
w kazdym punkcie przedzialu wymuszaja, by funkcja f wyrazala sie prostym wzorem. Oméwimy
jeszcze jeden przyktad tego typu. Zalézmy mianowicie, ze dla wszystkich punktéw pewnego prze-
dziatu I spehliona jest zaleznosé f”(x) = —f(x).** Wykazemy, ze w tej sytuacji istnieja, liczby

a,b € R, takie ze dla kazdej liczby « € I zachodzi réwnosé f(z) = acosz + bsinx. Niech p ozna-

** Taka zalezno$é, a doktadniej f” = f% f pojawia sie przy analizowaniu ruchu wahadla mate-
matycznego o dtugosci | przy zalozeniu, ze amplituda jest tak mata, ze przyblizenie f = sin f jest

dostatecznie dokladne, g to przyspieszenie ziemskie.
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cza dowolny punkt przedzialtu I. Jasne jest, ze w kazdym punkcie przedzialu I zachodzi réwnosé
(acosz +bsinz)” = — (acosx +bsinx), tzn. funkcja postaci acosz + bsinz spelnia rozpatry-
wane réwnanie. Wybierzemy liczby a i b tak, by mialy miejsce réwnosci f(p) = acosp + bsinp
oraz f'(p) = —asinp + bcosp, tzn. a = f(p)cosp — f'(p)sinp oraz b = f(p)sinp + f/'(p)cosp.
Niech u(x) = f(z) —acosx — bsinx. Jest jasne, ze u”(z) = —u(z) dla kazdej liczby = € I oraz
ze u(p) =0 = u/(p). Stad wynika, ze ((u'(z))* + (u(a:))Q)l =2 W (z)u (z) + v/ (x)u(x)) = 0, wiec
funkcja (u'(z))?+(u(x))? jest stata na przedziale I, zatem (u/(z))?+(u(z))? = (v/(p))?+(u(p))? =0
dla kazdego x € IR. Suma kwadratow liczb rzeczywistych jest rowna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
obie te liczby sa zerami. Wobec tego dla kazdego = € IR zachodzi réwno$é wu(z) = 0, a zatem
f(z) = acosx + bsinz dla kazdego = € IR. Okazalo sie, ze réwniez w tym przypadku mozna
latwo opisaé wszystkie funkcje speliajace réwnanie f” = —f. Tego typu réwnania nazywane sa
réwnaniami rézniczkowymi. Istnieje obszerna teoria rownan rézniczkowych. Nie mamy tu mozliwosci
omawiania jej. Jest ona stosowana w wielu dziedzinach poza matematyka, przede wszystkim w fizyce
i w technice. Réwniez w ekonomii. Napisano na ten temat wiele ksiazek, m.in. prof. Tomasz Zy]icz
napisal specjalnie dla studentéw ekonomii skrypt ,,Wyklady z réwnan rézniczkowych i réznicowych
dla studentéw ekonomii,, Wydawnictwa Uniwersytetu Warszawskiego, 1988. Z tych ksiazek mozna
dowiedzie¢ sie wiecej na temat réwnan tego typu. W

Teraz zauwazmy, ze liczenie pochodnych wyzszego rzedu polega na obliczaniu pochodnych rzedu
pierwszego, wiec wilasciwie juz sie z tym zapoznaliSmy. Jesli chodzi o wzory ogdlne, to oczywi-
stym — i w zasadzie nie wartym wspomnienia — jest wzdér na n—ta pochodna sumy dwu funkcji
rézniczkowalnych n—krotnie: (f + g)™ = f 4 ¢ . Leibniz zauwazyl, ze jedli funkcje f i g sa
n—krotnie rézniczkowalne, to zachodzi wzér bardzo podobny do wzoru dwumianowego Newtona:

n
o™ =% (”) =) g0) (Leibniz)
j=o M

Prosty dowdd tego wzoru wykorzystujacy wzér na pochodna, iloczynu dwu funkcji i znana réwnosé
(?) + (jf_l) = (;’Ll) , dzieki ktorej wspolezynniki dwumianowe mozna obliczaé za pomocs tréjkata
Pascala, pozostawiamy czytelnikom w charakterze bardzo prostego ¢wiczenia. Wzory na n—ta, po-
chodna, ztozenia i funkcji odwrotnej sa na tyle skomplikowane, ze wlasciwie w ogdle nieprzydatne,
zreszta trudno je znalezé w literaturze.

Przejdziemy teraz do sformutowania jednego z najwazniejszych wzoréw analizy matematycznej,
tzw. wzoru Taylora. Pierwsza pochodng funkcji wprowadziliémy po to, by méc przyblizyé¢ funkcje
w poblizu interesujacego nas punktu wielomianem stopnia pierwszego. Drugie pochodne i pochodne
wyzszych rzedéw pojawily sie w kilku miejscach w zwiazku z bardziej szczegétowym badaniem funk-
cji . Okazuje sie, ze definicje pochodnej, zwiazana z przyblizaniem funkcji wielomianem stopnia
pierwszego lub zerowego, mozna uogdlni¢. Tym zajmiemy sie teraz. Efektem bedzie zapowiadany

wzér Taylora.



Poprzednio blad przyblizenia miat by¢ maly w poréwnaniu z pierwsza potega zmiany argumentu.
Teraz zazadamy, by byt maly w poréwnaniu z wyzszymi potegami h. Niestety nie bedzie to mozliwe
przy uzyciu wielomianéw stopnia nie przekraczajacego 1 — bedziemy zmuszeni do uzycia wielomianéw
stopnia wyzszego.

Zatézmy, ze 0 < |h| < 1. Wobec tego |h| > h? > |h|?> > h* > .... Jasne jest tez, ze jesli h jest

bardzo blisko 0, to h? jest znacznie blizej zera niz h, h> znacznie blizej niz h? itd. Jest tak, bo
2 m
lim W= 0 i ogdlnie, jesli m > n, to lim — = 0. Mozna mys$le¢ o tym tak: jezeli h jest bardzo

0 h—0 h™
male i m > n, to liczba h™ stanowi znikoma cze$¢ liczby h"™, oczywiscie obie sa wtedy bardzo
mate, ale jedna jest istotnie mniejsza niz druga.

Wobec tego, z naszego punktu widzenia, réznica miedzy dwiema funkcjami f i g bedzie mala,
jesli bedzie jesli bedzie dazyé do 0 po podzieleniu przez h™, gdzie oznacza liczbe naturalng. Na-
stepujacy lemat podaje warunek konieczny i dostateczny na to, by dwie funkcje byly w tym sensie
jedna drugiej.

Lemat o funkcjach $cisle przylegajacych

Jesli funkcje f i g sa n—krotnie rézniczkowalne w punkcie 0, to lirr%J fz) —9(@) —ng (z)
r— T

= 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy pochodne funkcji f i g w punkcie 0 sa réwne do n—tego rzedu wiacznie: £0)(0) = ¢ (0)
dla j€{0,1,...,n}.

Dowéd. Zalézmy, ze alclgbw = 0. Niech r(z) = f(z) — g(z). Trzeba udowodni¢, ze

r(z)

7(0) = 7/(0) = r"(0) = ... = (M (0) = 0. Zalézmy najpierw, ze 0 < j < n. Mamy wtedy limO -5 =
Tr— X

lirr%J @ . lirr%J "7 = 0, bo pierwsza granica jest réwna 0, a druga 0 lub 1 w zaleznosci od tego,

z—0 " T—

czy j <mn czy tez j =n. Mamy lirr%J r(x) = 0. Stad i z tego, ze funkcja r jest ciagla w punkcie 0,
Tr—

jako rézniczkowalna, wynika, ze r(0) = 0. Mamy 0 = lim0 r(@) = lirrb r(@) = r(0) = 1'(0). Wobec
r— X r— i

tego r'(0) = 0. Teraz wykazemy, ze r'/(0) = 0 (zakladamy oczywiscie, zen > 2). Stosujemy teraz
’ ’ o
r(zx) — i ” (x) 1 fim " (z) — r'(0) _ 1

regule de I'Hospitala: 0 = lim r(0) . Wykazemy teraz

0 x2 =0 2x 2 20 x 2
w taki sam sposob, ze réwniez trzecia pochodna réwna jest 0:
/ /1 1 1 - 0 1
0 = lim @ = lim 7“(_3:) — lim ~ (z) = — lim w = —7(3)(0).
x—0 1’3 x—0 3[E2 x—0 6:): 6 x—0 xX 6

Jasne jest, ze te procedure mozna kontynuowac.

r(x)

Wykazemy teraz, ze jeli r(0) = r/(0) = r"(0) = ... = r(™(0) = 0, to lin’b ——= = 0. Stosujemy
z—0 ™
/ " (n—1)
regute de I’'Hospitala: lim @ = lim M = lim 7“7(30) = ... = lim r—(a:)
z—0 g™ z—0 na 1 z—0 n(n — 1)zn2 a—0n(n—1)...2x
(n—1) (n—1) _ (n—1) 0
Mamy dalej lirrbri(m) = lir%r (z) —r © = ™ (0) = 0. Dowéd lematu zostal
Tr— €T T— X

zakonczony. W



Whniosek z dowodu.
Jedli funkcja r jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie 0 i 7(0) = r/(0) = #"(0) = r*=1(0) = 0,

(n)
to lim r() _r (0) .|
z—0 " n!

Z lematu o funkcjach scisle przylegajacych wynika, ze jesli chcemy przyblizy¢ funkcje w otoczeniu

punktu p wielomianem w tak, by blad przyblizenia byt maly w poréwnaniu z A", to pochodne, do
n—tego rzedu wlacznie, tego wielomianu w punkcie 0 muszg by¢ réwne odpowiednim pochodnym
funkcji f w punkcie p: fU)(p) = w9 (0). Jezeli w(z) = ap + a1z + asx® + - - - 4+ apz™ dla kazdego

. ()
r € R, to w?(0) = jla; dla 7 =0,1,2,...,n. Stad wynika, ze powinno by¢ a; = ! "(p) . To
7!

motywuje wprowadzenie nastepujacego okreslenia.
Definicja wielomianu Taylora i reszty

Zalézmy, ze funkcja f ma w punkcie p pochodna n—tego rzedu. n—tym wielomianem Taylora

")y S ) (p) f "Z'(p) B

3
2! g et

funkcji f w punkcie p nazywamy wielomian f(p)+ f'(p)h+

zmiennej h. n—ta reszta nazywamy réznice

" (3) (n)

i) = fo+0) = (1) + 7+ TP s g Zo0he )
Oczywiscie wielomian Taylora okreslony jest dla wszystkich liczb h, natomiast reszta tylko dla
takich h, dla ktérych punkt p + h znajduje sie w dziedzinie funkcji f. Jasne jest tez, ze po to,
by méc méwié o pochodnej f(™ (p) trzeba zalozyé istnienie pochodnej f (=1 oraz wszystkich
pochodnych nizszego rzedu w pewnym otoczeniu punktu p. Zachodzi nastepujace

Twierdzenie G.Peano

n(h
Jedli f jest funkcja n—krotnie rézniczkowalna w punkcie p, to }llin%) Th(n ) =0.
" (3) (n)
Réwnosé f(p+h) = F(p) + f'(p)h + L 2('1’) B2y d 3|(p) W34t fil(p)h" +r,(h) nazywana bywa

wzorem Taylora z reszta Peano, jesli dodamy informacje zawarta w twierdzeniu Peano.
Wynika ono natychmiast z lematu o funkcjach scisle przylegajacych. B

Rowniez z tego lematu wynika, ze innego wyboru nie ma, jesli chcemy mie¢ tak dokladne
przybliZenie i nie chcemy zwieksza¢ stopnia wielomianu ponad niezbedne minimum.

Twierdzenie o jednoznaczno$ci wielomianu Taylora

Jedli funkcja f jest n—krotnie rézniczkowalna w punkcie p i w jest wielomianem stopnia nie

wiekszego niz n, tzn. istnieja liczby ag, a1 ,...,a, , takie ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi
h) —

réwnoéé w(_q;) = ao + a1 x + a2x2 + -+ anx” oraz }LHHO w = O7 to dla kaZdegO

j €{0,1,2,...,n} zachodzi wzér fU)(p) = jla;, a wiec w jest wielomianem Taylora funkeji f w

punkcie p. H

Nadmieni¢ wypada, ze Taylor byt wspotczesny Newtonowi, wzér Taylora znaleziony zostal od
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razu. Idea przyblizania dokladniejszego niz liniowe byta obecna w omawianej teorii od samego po-

czatku! Réwniez wspotczesny Newtonowi byt Szkot o nazwisku Maclaurin, ktérego nazwiskiem opa-

trywany jest wzér Taylora w przypadku p = 0. Zaznaczmy jeszcze, ze z wzorem Taylora zwiazane
> f(n)

jest szereg Taylora funkcji: Z M
n'

n=0

h™ . Szereg ten moze mieé dodatni promieri zbieznosci lub

zerowy. Po to, by w ogdle mozna bylo o nim méwié trzeba zatozy¢, ze funkcja ma w punkcie p po-
chodne wszystkich rzedéw. Jednak nawet wtedy moze mie¢ on zerowy promien zbiezno$ci lub mieé¢

sume rézna od f(p+ h). W przypadku p = 0 méwi sie zazwyczaj o szeregu Maclaurina. Czytel-

x ..n
nik poznal juz rozwiniecia w szereg Maclaurina funkcji wykladniczej o podstawie e: e* = Z x_' ,
n!
n=0
o p2n+1 0 22"
funkcji sinus: sinz = —1)"———, funkcji kosinus: cosx = —1)"——, funkcji arkus
] ;( ) onE1) ] T;( ) o) ]
e x2n+1
tangens: arctgx = Z(—l)” oraz rozwiniecie w szereg Taylora funkcji In wokél punktu
= 2n+1
[e.e] {L‘n
p=1:1In(1+4+2z) = Z(—l)”_l—, funkcji potegowej o wykladniku a € IR wokdt punktu p = 1:
n
n=1

oo
a x
1+2)* = x™ , réwniez funkcji arkus sinus i funkcji ——— .
( ) 72(71) ) N 25z +6

Definicja lokalnego ekstremum
Mowimy, ze funkcja f okreslona na zbiorze zawierajacym przedzial I o srodku w punkcie p ma
w tym punkcie lokalne maksimum wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przedzial J C I o $rodku w
punkcie p, taki ze jesli z € J, to f(x) < f(p). Jesli nieréwnos¢ jest ostra dla = # p, to méwimy, ze
lokalne maksimum jest wlasciwe. Analogicznie okreslamy lokalne minimum oraz lokalne minimum
wladciwe. Jedli funkcja ma w punkcie p lokalne maksimum lub lokalne minimum, to méwimy, ze ma

w tym punkcie lokalne ekstremum. B

Jasne jest, ze funkcje 22, x*,2% ...maja w punkcie 0 minima, natomiast funkcje przeciwne

—22, —z*,—2% ... maja w punkcie 0 maksima. Funkcje =, 23, 2°...nie maja w punkcie 0 eks-
treméw, nawet lokalnych. Udowodnimy teraz twierdzenie pozwalajace w licznych przypadkach tatwo

stwierdzi¢, czy funkcja n—krotnie rézniczkowalna w punkcie p ma w nim lokalne ekstremum.

Twierdzenie o lokalnych ekstremach
Zalézmy, ze funkcja f jest n—krotnie rézniczkowalna w punkcie p oraz ze zachodza, réwnosci
0= f'(p) = f"(p) = ... = f®V(p) i nieréwnosé¢ f™(p) # 0. Wtedy jesli n jest liczba nie-
parzysta, to funkcja f nie ma w punkcie p lokalnego ekstremum — w dowolnie malym otoczeniu
punktu p przyjmuje zaréwno wartosci wieksze niz w punkcie p oraz wartosci wieksze niz w punkcie
p, jesli natomiast n jest liczba parzysta, funkcja to f ma w punkcie p lokalne ekstremum wlasciwe:

minimum, gdy f(p) > 0, maksimum — w przypadku f{™(p) < 0.

9



Dowdéd. Skorzystamy z wzoru Taylora:

/" (p) Fo 00 F™0),,
Th2+...+mh 1+Th + 7 (h)

f'(p)

= h+

flp+h)=f(p)+

Wobec zalozen o pochodnych funkcji f w punkcie p mozemy napisac

(n) ) .
flp+h)=f(p)+ fT!(p)h” +ra(h)) = f(p) + h" (f n!(p) n T;l(nh))

rn(h) rn(h)
hn hn

sumy dwu liczb jest taki sam jak znak tej z nich, ktérej wartoéé bezwzgledna jest wieksza. W przy-

) | ralh)

Znak

= 0, wiec istnieje 6 > 0, taka ze jesli 0 < |h| < J, to

<

S (p) ‘
n! ’

Poniewaz lim
h—0

padku sumy 7'+7 jest on wiec, przy zalozeniu, ze 0 < |h| < & taki jak znak liczby f()(p)
n!
(n) h
(n! nie ma wpltywu znak). Jesli n jest liczba nieparzysta, to znak iloczynu h™ (fi'(p) + %h_(n))
n!

zmienia si¢ wraz ze zmiang znaku h. Jesli n jest liczba parzysta, to znak ten jest niezalezny od
F@) | ralh)
n! hn

f™(p) > 0 — dodatnia. Stad teza wynika od razu. m

znaku h: w przypadku f(™(p) < 0 liczba h" ( > jest ujemna, zas w przypadku

Podany przed chwila dowdéd ilustruje jak stosowany jest wzor Taylora: Pewna wtasnosé przyshu-
guje wielomianowi Taylora, reszta nie jest w stanie jej zmieni¢, bo jest za mala. Oczywiscie istotnym
zalozeniem jest f (")(p) # 0 — bez niego nie mamy podstaw do twierdzenia, ze reszta jest mala w
poréwnaniu z wielomianem Taylora funkcji f(x) — f(p), przeciwnie w takim przypadku wszystkie
informacje o zachowaniu sie funkcji w poblizu punktu p zawarte sa w reszcie, o ktérej niewiele wiemy!
Po drugie wypada podkresli¢, ze méwimy tu jedynie o zachowaniu sie funkcji w poblizu punktu p),
na nic wiecej nie mozemy liczy¢, bo zalozenia, ktore uczyniliémy dotycza jedynie pochodnych w tym
jednym punkcie! O wielkosci liczby § réwniez nic nie mozemy powiedzieé, jesli w konkretnej sytuacji
musimy co$ konkretnego o niej powiedzieé¢, to wymaga to dalszego badania konkretnej funkcji.*

Przyklady cd.

13. Niech f(z) = 3% — 2823 + 8422 — 962. Mamy f/(z) = 1223 — 8422 + 168z — 96 =
12(2% — 72% + 142 — 8) = 12(x — 1)(x — 2)(x — 4). Pochodna f’ zeruje sie jedynie w punktach
1,2,4. Druga pochodna jest réwna f”(z) = 3622 — 1682 + 168 = 12(3x? — 14x + 14). wobec tego
(1) >0, f"(2) <01 f"(4) >0, wiec z twierdzenia o lokalnych ekstremach wynika, ze w punktach

* W wielu podrecznikach stowa maksimum, minimum, ekstremum oznaczaja lokalne maksimum,
lokalne minimum, lokalne ekstremum. Zdecydowaliémy sie na nieco dluzsze terminy, by uniknaé
czestych nieporozumien zwiazanych z kréotszymi, wielu studentéw, zwlaszcza stabiej przygotowanych,

myli np. lokalne maksima z globalnymi, co moze prowadzi¢ do zupemie bezsensownych wnioskow.
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1 i 4 funkcja f ma lokalne minima, a w punkcie 2 ma lokalne maksimum. Z tego twierdzenia
juz wiecej nic nie jesteSmy w stanie wywnioskowa¢. Natomiast z twierdzenia o monotoniczno$ci
funkcji rézniczkowalnych wynika, ze na kazdym z przedzialéw (—oo, 1], [1,2], [2,4] oraz [4,+00)
funkcja f jest $ciSle monotoniczna, bowiem w ich punktach wewnetrznych pochodna f’ funkcji
f nie zeruje sie. Mamy f(1) = =37, f(2) = —32 oraz f(4) = —64. Wiemy wiec, ze funkcja
f na przedziale [1,2] rosnie, na przedziale [2,4] maleje. Obliczywszy f(0) = 0 > —37 = f(1)
stwierdzamy, ze na przedziale (—oo, 1] ta funkcja maleje (wezedniej juz stwierdziliSmy, ze f jest na
tej polprostej $cisle monotonicznal). Analogicznie z tego, ze f(5) = —5 > —64 = f(4) wynika, ze
na pélprostej [4,+o0) funkcja f jest $cisle rosnaca. Z tego wszystkiego wynika, ze f(4) = —64 jest
najmniejsza wartoscia funkeji f na calej prostej, f(1) = —37 jest najmniejsza, wartoscia, funkeji f
na przedziale (—o0, 2] (to nie jest maksymalny przedzial, na ktérym ta warto$é jest najmniejsza, ale
ustalenie maksymalnego wymagaloby dalszych rozumowan, np. rozwiazania réwnania f(z) = f(1)

w przedziale [2,4]). H

14. Zajmiemy sie ta sama funkcja, ktéra badalismy w przykltadzie 13: f(x) = 32* — 2823 +
8422 — 96x . Teraz ustalimy jaka jest najwieksza wartosé tej funkcji na przedziale [1,5]. Pochodna
w tym przedziale zeruje sie w punktach 1, 2, 4, w punktach 1 i 4 druga pochodna jest dodatnia,
wiec funkcja ma w nich lokalne minima wiasciwe, wiec na pewno nie ma tam wartosci najwiekszej.
Poniewaz f jest ciagla i rozpatrujemy ja na przedziale domknietym i ograniczonym, wiec w pewnym
punkcie tego przedziatu przyjmuje wartosé najwieksza (sposréd przyjmowanych na tym przedziale).
standardowy blad polega na stwierdzeniu, ze poniewaz jedynym punktem zerowania sie pochodnej
oprécz punktéw, w ktérych funkcja ma lokalne minima jest 2, wiec f(2) = —32 jest wartoscia
najwiekszg funkcji [ na przedziale [1,5]. W rzeczywistosci po ustaleniu, gdzie pochodna sie zeruje
nalezy rozwazy¢ jeszcze korice przedziatu oraz punkty, w ktérych pochodna nie istnieje (w tym
przypadku istnieje wszedzie). Wartos$é najwieksza musi byé przyjmowana w jednym z tych punktéw.
Wobec tego w naszym przypadku jest jeszcze jedna mozliwosé x = 5, drugi koniec przedzialu juz
zostal rozwazony, bo w punkcie x = 1 pochodna jest réwna 0. Mamy f(5) = =5 > —32 = f(2),
wiec najwieksza wartoscig funkcji f na przedziale [1,5] jest liczba —5 = f(5). Dodajmy, ze ten
przyklad jest bardzo prosty, bo chodzi jedynie o przedstawienie roli poszczegdlnych twierdzen w

badaniu funkcji. H

15. Pokazemy teraz jak mozna stosowaé wzor Taylora do obliczania granic funkeji. Obliczymy
(In(cos z))°

(22 — sin® ) (tg 2x) (cos & — cos 2)

mianowicie granice ilorazu przy * — 0. Oczywidcie licz-

2
nik i mianownik daza do 0, wiec mozna sprébowaé zastosowac¢ regute de 'Hospitala. Jednak licz-
nik i mianownik wygladaja dosy¢ nieprzyjemnie i mozna spodziewaé sie, ze po zrézniczkowaniu
nie beda wygladac¢ lepiej. Wobec tego nalezy zada¢ sobie pytanie: jak szybko licznik dazy do 0.

Potem to samo pytanie nalezy odnie$¢ do mianownika. Doktadniej: dla jakiej liczby naturalnej
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(In(cos x))5

- jest skoniczona i rézna od 0. Jesli taka liczba istnieje, to bedziemy
x

n granica lim
z—0
moéwié, ze licznik dazy do 0 tak szybko jak z™. Wiemy, ze In(1 +y) = y + r(y), gdzie r jest

r(y)

taka funkcja, ze lim0 —~~ = 0 - wynika to z wzoru Taylora zastosowanego do funkcji In w
y—0 gy
punkcie p = 1 i n = 1, czyli z wzoru na pochodna logarytmu. Jednoczesnie zachodzi réwnosé
1 x
cosx =1 — 51'2 + o(z), gdzie o jest taka funkcja, ze limO Q = 0 - znéw stosujemy wzor Tay-
r— i

lora, tym razem chodzi o funkcje kosinus w punkcie 0, n = 2.* Stad wnioskujemy, ze In (cosz) =

—In (1 _ %ﬁ + Q(a:)) —In (1 + (_%ﬁ + g(x))) _ —%ﬁ +o(z) 47 (—%ﬁ + g(x)) . Mamy

r (%zQ + g(x))

1
2 1
T ) —5a® + o) i
cool@) oL L 2 _ -
lim —* =0 i lim lim =0-(—=) =0,
z—0 2 r—0 z2 z—0 1 2 z2 2
Tt o(x)
In(cosz 1
wiec lirr%J % =3 Wykazaliémy wigc, ze licznik zachowuje sie jak (2%)° = 2!0. Teraz zaj-
xTr— €T

miemy sie kolejno poszczegdlnymi czlonami mianownika. Zaczniemy od z2 — sin? z. Mamy sinz =

3 -
v — % + (), gdzie T(? — 0, gdy * — 0. Wobec tego zachodzi réwnosé¢ x
! T

2

2 _gin?z =

3 2 3
o (:L' - % + F(x)) = QCE% + 7(x), gdzie przez 7(x) oznaczyliSmy sume wszystkich pozo-

3 3

2
%) B (f(x))Q — 2w (x) + 2%7’1(3:). Jasne jest,

. 2 2
r(x ¢ —sin“zx 1 1 tgx

ze lim Q = 0. Stad latwo wynika, ze lim T E oo 2 Jasne jest, ze lim Br_ 1,
z—0 gt z—0 x4 3! 3 z—0 T

2

stalych (niezredukowanych) skladnikéw tj. — (

wiec lirr%J = 1. Pozostal ostatni czynnik mianownika. Zastosujemy wzoér Maclaurina dla funk-
r—

22
o 2 . )
cji kosinus i n = 2. Mamy cosxz = 1 — BN + o(z), gdzie ¢ jest taka funkcja, ze hmo—2 =0
! z—0
(w rzeczywistodci dzieki temu, ze wiemy jak przedstawi¢ mozna funkcje kosinus w postaci sumy
zt 2
szeregu potegowego, mozemy napisaé, ze g(x) = TR + ---). Wobec tego cosz — cos(2x) =
2 2 ~
x 2x 3 N L L x
1——+ox)—(1- (22) +6(22) ) = Z2® + o(z), gdzie ? jest taka funkcja, ze lim & =0.
2! 2! 2 z—0 2
cosx — cos(2x 3 cosz — cos(2z))? 9
Wobec tego lim —() = —, zatem lim ( (22)) = —. Pozostalo stwierdzi¢, ze
z—0 x2 2 r—0 4 4
_l)5 1
szukana granica to ﬁ =~ Postepowanie nasze polegalo tu na tym, ze zastepowali$émy
341

funkcje sinus, kosinus, logarytm naturalny wielomianami odpowiedniego stopnia, co utatwialo obli-

czanie granicy. Mozna zastosowac regule de I’Hospitala zamiast wzoru Taylora, ale wzor Taylora jest

1 2 3
* Poniewaz In(1+y) =y — §y+ e, wiee r(y) = —% + % — --+. Analogicznie stosujac wzdr
o . . L _at af
cosz =1—Tp + 75 — - otrzymujemy réwnosé o(z) = o _ﬁ—i_”"
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wygodniejszy i nie wymaga wiekszego namystu. B

W ostatnim przykladzie pojawialy sie w duzych ilosciach funkcje, ktérych doktadne definicje nie
mialy zadnego znaczenia: r, o, 7, 0, T, 0. Istotne bylo jedynie to, ze po podzieleniu przez odpo-
wiednia potege funkcji x granica kazdej z nich przy x — 0 byla liczba 0. Zwykle nie wprowadza

sie tylu oznaczen. Stosowany jest symbol o. Przyjmujemy mianowicie nastepujaca umowe: piszemy

f(@) = o(g(x)) przy x — p wtedy i tylko wtedy, gdy lim @ = 0. Mozna wiec napisaé np.
xr—

» g(z)

In(1 —
In(1+y) =y+o(y) przy y — 0, bo lim (1 +y)—y = 0. Mozna tez napisaé, ze !0 = o(e®)

y—0 Yy
10 3 2

x x
przy @ — 400, bo lim ~— = 0. Mamy réwniez sinz =z — = + o(z®), cosz =1 — = + o(z?)
z—o00 e% 3! 21

— to sa oczywiste wnioski z wzoru Taylora. Przy uzyciu wlasnie wprowadzonego oznaczenia mozna

zapisaé twierdzenie Peano w nastepujacy sposob:

f'w), . f'P) 2, f(:‘)(p)hg+ f("( )hn+0(hn)

flo+h) = flp) + =] 51 a0

przy h — 0.

Jasne jest, ze jesli f(z) = o(z¥) przy * — 0, to 2" f(z) = o(2"**) przy z — 0. Jedli f(z) =
0(z%) przy  — 0 i g(z) = o(a™) przy = — 0 , to f(x)g(x) = o(x**") przy = — 0 oraz
f(x) + g(x) = o(z!) przy = — 0, gdzie | = min(k,n). W przypadku sumy rezultat nie jest
oczywiscie ,dokladny” . Moze sie zdarzy¢, ze suma dazy do 0 ,szybciej”, bo czlony decydujace o
predkosci zbieznoéci moga sie zredukowaé przy dodawaniu lub odejmowaniu. Pokazemy teraz jak

przy uzyciu symbolu o mozna opisa¢ rozwiagzanie zadania przedstawione w przykladzie 15.

1 5
15°. Mamy znalez¢ granice lim (In(cos 7)) . Skorzystamy z nastepuja-
@—0 (22 — sin® ) (tg2x) (cos x — cos 2x)2
3 z?
cych réwnosci In(1+2x) = z+o(z), tgz = x+o(x), sine =z — 37 +o(z3) i cosz =1 o7 +o(z?)
2
przy @ — 0. Z tych réwnosci wynika, ze przy @ — 0 zachodzi wzér In(cosz) = In (1—5—1—0( ) =
2
x
22 22 22 Y + o(2?)
= ——to(@?)+o | —= +o(x?) | = ——+o(x?) — ostatni wzér wynika stad, ze lim —=——— =
2 2 2 z—0 2
1
= —3 # 4o00. Rozumujac dalej w taki sam sposéb otrzymujemy 22 — sin’z =

x3 ? x3 xt
= 22 - (:c 3 + o(x 3)> = 2?2 — (1’2 72x§ +0(x4)) =3+ o(z*) — nie jest oczywiscie

istotne, czy piszemy o(z?) czy tez —o(z?). Poniewaz tgz = z + o(x), wiec tg2z = (z + o(z))* =
2
x

= 22 + 2xo(x) + (o(z))? = 22 + o(x?). Przejdzmy do ostatniego etapu: cosz = 1 — o7 + o(2?),
2 2
zatem cos2z =1 — ( ;) +0((22)?) = 1 — 222 + o(2?) . Odejmujac dwie ostatnie réwnosci stro-

1 3
nami otrzymujemy: cosz — cos2x = (—5 + 2) 22 + o(z?) = 5302 + o(z?). Stad za$ wynika,
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2 4 4

(In(cos z))° . (_%2 i O(xQ))S

tego lim = lim _
80 2o (22 — sin® ) (tg2x) (cosz — cos 2z)2 =0 (x4

2 ola)) (o2 ola) (Gt + olat) )

2
ze (cosz — cos2x)® = <§x2 + o(xQ)) = I + 3z%0(2?) + (0(z?))? = 9t + o(2*). Wobec

Ofl:2 5
110<—%+ ( ))

2
= lim - ;c2 . _
D) 60 2) (6 )
1 o(x2>)5 N
= lim ( 2t — (_5) :_i.l
() (142 (4 2s2) 5ol A

W ten sposéb latwiej jest operowaé wzorem Taylora, oblicza¢ granice itp. Jednak trzeba pa-
mieta¢ o tym, ze symbol o nie jest normalnym symbolem oznaczajacym funkcje — to jest skrét zdania
moéwiacego, ze iloraz dwu wielkodci jest zbiezny do 0, np. z réwnosci (prawdziwej) z —sinz = o(x?)

przy * — 0 wynika réwnosé z — sinz = o(x) przy * — 0, ale z tej drugiej réwnosci pierwsza

. . . . > . ... x—sinx L . o
nie wynika: pierwsza rownosé¢ oznacza bowiem, ze hmO ——— = 0 i z niej wynika oczywiscie, ze
r— X
. x—sinx . x—sinx . T —sinx . . 3
lim ——— =0, bo lim ———— = lim { ——— -2 | = 0. W przeciwna stron¢ wnioskowac
z—0 T z—0 €T z—0 T
. . . .. . T—sinx o . . ,
nie mozna. Trzeba réwnosc hmO ——— = 0 uzasadni¢ inaczej, mozna np. skorzysta¢ z wzoru
r— X

Maclaurina dla funkcji £ —sinz i n = 2, druga pochodna tej funkcji w punkcie 0 jest réwna 0, wiec
pierwszy wielomian Taylora w punkcie 0 pokrywa sie z drugim wielomianem Taylora w punkcie 0.
Ogélnie jesli f(x) = o(z?) przy & — 0, to réwniez f(x) = o(z) przy z — 0. Na odwrét by¢é nie

musi: In(1+ x) — 2 = o(z), natomiast nie jest prawda, ze In(1+ z) — 2 = o(2?)!

Warto stosowaé symbol o, ale trzeba umieé sie nim postugiwaé, wiec studentom ktérzy maja
klopoty z analiza, matematyczna polecam go z duzymi zastrzezeniami, ci ktérzy dobrze zrozumieli
pojecie granicy nie powinni mie¢ z nim probleméw, pod warunkiem starannego przesledzenie kilku

rozumowal.
e—(1+ x)l/x

Mamy (1 +2)!/* = (/o) m+e) -
x

16. Znajdziemy raz jeszcze granice 1ir%
xr—

— o(/2)(@—2%/240(z%)) _  l—z/2+0(z) — (. p—z/2+0(z) — (1 _ g +o(z) + 0 (,; T O(Z))) —

1/ (15 + o)

_ T e—ell—=+o(x

e—(1+x) — lim 9 _
€T z—0 €T

=e (1 - g + 0(3@)) . Wobec tego lin%)

z—0 \ 2 X 2

pomnozeniu funkcji, ktérej granica jest 0, przez liczbe, otrzymujemy znéw funkcje, ktérej granica

e x e
= lim (— + Q) = —, napisaliémy o(z) zamiast —e-o(x), ale ta operacja jest dozwolona, bo po

jest 0. W
Zajmiemy sie teraz przez chwile wypukloscia funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych. Przypo-
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mnijmy, ze funkcja rézniczkowalna jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest nie-
malejaca, Sci$le wypukla - wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest Scisle rosnaca. Korzystajac
z twierdzenia o monotonicznosci funkcji rézniczkowalnych stwierdzamy natychmiast prawdziwos$é

nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie o wypuklosci funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych
Jedli funkcja f jest okreslona na przedziale otwartym i jest dwukrotnie rézniczkowalna w kazdym
punkcie tego przedziatu, to jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy jej druga pochodna f” przyjmuje
jedynie wartosci nieujemne.
Dwukrotnie rézniczkowalna funkcja okreslona na przedziale otwartym jest Scisle wypukla wtedy i
tylko wtedy, gdy jej druga pochodna f” jest nieujemna i w kazdym przedziale zawartym w jej

dziedzinie znajduje sie co najmniej jeden punkt, w ktérym druga pochodna f” jest dodatnia. W

W istocie rzeczy badajac wypuklosé funkcji w poprzednim rozdziale juz stosowalidmy to twier-
dzenie. W niektérych przypadkach uzasadnienia wypuklosci moglyby zostaé¢ nieznacznie skrécone,
gdybysmy powolywali sie wprost na twierdzenie o wypuklosci funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych.
Zachecamy czytelnika do ponownego przesledzenia podanych wczesniej przyktadow. Teraz natomiast
sformutujemy twierdzenie, ktére w wielu przypadkach pozwala na tatwe znajdowanie punktow prze-

giecia funkcji wielokrotnie rézniczkowalnej.

Twierdzenie o punktach przegiecia funkcji wielokrotnie rézniczkowalnych
1. Jesli p jest punktem przegiecia funkcji f, ktéra jest dwukrotnie rézniczkowalna w tym punkcie,
to f"(p) = 0.
2. Jedli funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie p, n>21i 0= f"(p) = f@(p)=... =
= D(p) i f™(p) £ 0, to jesli n jest liczba nieparzysta, to p jest punktem przegiecia funkeji

f, jesli natomiast liczba n jest parzysta, to p nie jest punktem przegiecia funkcji f .

Dowdéd. 1. Z definicji punktu przegiecia wynika, ze istnieje liczba ¢ > 0, taka ze na jednym
z przedzialéw (p — d,p], [p,p+0) f jest funkcja wypukla, a na drugim — wklesla. Dla ustalenia
uwagi przyjmijmy, ze na przedziale (p — §,p] funkcja f jest wypukla, a na przedziale [p,p + 0)
— wklesta. Poniewaz f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie p, wiec jest rézniczkowalna w
punktach pewnego przedzialu o srodku w punkcie p. Bez straty ogdlnosci mozna przyjaé, ze tym
przedzialem jest (p — d,p + ). Wobec tego na przedziale (p — 0,p] pochodna f’ funkcji f jest
niemalejaca i wobec tego jej pochodna, czyli f”, jest nieujemna w kazdym punkcie, w ktérym jest
okreslona, w szczegdlnosci f”(p) > 0. Na przedziale [p,p + ) funkcja f jest wklesta i wobec tego
f"(p) < 0. Poniewa [(p) <0< f"(p), wice ["(p) =0.

¥ (p)
1

2. Zastosujemy wzér Taylora do funkcji f” w punkcie p. Mamy f”(p+ h) = f"(p) + h+

Ji2 - nea (F(®) | rn_a(h
+”.+(n7(§))!h + rp_o(h) = h ((n(g)'-l— h”*(Q)

). Niech § > 0 bedzie taka liczba
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rn—2(h) F™ )| . F™ @) ra_a(h) . F™(p)
e | < e B gt e | G

maja wiec taki sam znak. Jesli liczba n jest nieparzysta, to liczba h™~2 jest dodatnia dla dodatnich

dodatnia, ze jesli 0 < |h| < J, to

(n) h
h i ujemna dla h ujemnych. Wobec tego liczba f”(p + h) = h"~? <(f (5))' + 7",;;12_(2 )> jest na
n—2)!

jednym z przedzialéw (—4,0), (0,6) dodatnia, a na drugim - ujemna. Wobec tego na jednym z
przedzialéw (p—4,p], [p,p+9) funkcja f jest Scisle wklesta, a na drugim — Scisle wypukla. Wynika
stad, ze p jest punktem przegiecia funkcji f. Jezeli natomiast liczba n jest parzysta, to wtedy
funkcja f” ma w punkcie p lokalne ekstremum wlasciwe, wiec albo na calym przedziale (p—4, p+4)
z wyjatkiem punktu p funkcja f” jest dodatnia, albo na catym przedziale p—4, p+9d funkcja f” jest
ujemna. W pierwszym przypadku funkcja f jest $cisle wypukta na calym przedziale (p—d,p+9), a
w drugim — $cisle wklesta. W zadnym z tych przypadkéw p nie jest punktem przegiecia funkcji f .

Dowdéd zostal zakoriczony. B

Réwniez to twierdzenie dobrze ilustruje schemat rozumowania przedstawiany w tym rozdziale:

(n)
funkcja f zachowuje sie w dostatecznie malych otoczeniu punktu p tak jak funkcja fil(p)h" w
n!

otoczeniu 0 (reszta jest za mala, by mieé istotny wplyw na zachowanie sie funkcji!).

17. Niech f(x) = 2%(x — 6)?. Sporzadzimy wykres funkcji f. w tym celu ustalimy, na jakich
przedzialach funkcja rosnie, na jakich maleje, na jakich jest wypukta, na jakich jest wklesta, gdzie ma
lokalne ekstrema, gdzie punkty przegiecia i znajdziemy asymptoty — oczywiscie cze$¢ wymienionych
obiektéw moze nie istnieé. Obliczymy pochodne: f'(x) = 2z(z — 6)(x +x — 6) = 4(2® — 922 + 182) ,
f"(x) = 12(2® — 62 +6) i fO)(z) = 24(z — 3). Pierwiastkami pierwszej pochodnej s liczby: 0,
3, 6; drugiej: 3 —v/3 i 3+ /3 i wreszcie trzeciej: 3. Widaé od razu, ze w punktach zerowania sie
pierwszej pochodnej druga przyjmuje wartoéci rézne od 0, wobec tego we wszystkich tych punktach
f ma lokalne ekstrema wiasciwe: w 01 w 6 — lokalne minima wiasciwe (bo f”(0), f”(6) > 0),aw 3 —
lokalne maksimum wlasciwe (bo f”(3) = —3 < 0). Poniewaz na przedziatach (—oo,0], [0,3], [3,6] i
[6,00) funkcja f jest Scisle monotoniczna, bo w ich punktach wewnetrznych pierwsza pochodna jest
rézna od 0, wiec na przedziatach (—oo,0] 1 [3,6] funkcja f maleje, a na przedziatach [0,3] i [6,00)
— roénie. Podkreslmy, ze cho¢ to bardzo latwe, to jednak nie badaliémy znaku pierwszej pochodnej,
bo uklad lokalnych ekstreméw wymusza stwierdzenia na temat wzrostu i spadku wartosci funkcji.
Oczywiscie w ostatecznym rozrachunku wiemy, jaki jest ten znak (pochodna jest rézna od 0 w punk-
tach przedzialu (—o0,0), funkcja maleje na tym przedziale, wiec pochodna musi byé ujemna, ale
ten wniosek wyciagneliSmy stosujac ogdlne twierdzenia o zachowaniu sie funkeji). Oczywiscie z defi-
nicji funkcji wynika natychmiast, bez oblicznia pochodnych, ze wszystkie jej wartosci sa, nieujemne,
wiec 0 = f(0) = f(6) jest nie tylko lokalnie najmniejsza, wartoscia funkcji, ale réwniez najmniejsza
ze wszystkich w ogdle. Inaczej jest z liczba, 81 = f(3). W tym przypadku mamy do czynienia z

minimum lokalnym: w f(9) = 81 -9 > 81, zatem 81 nie jest najwiekszg wartoscia funkeji, jest
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nig jesli ograniczymy dziedzine do dostatecznie krétkiego przedziatlu zawierajacego 3, zachecamy do
sprawdzenia, ze najwiekszym przedzialem, na ktérym funkcja f przyjmuje swa najwieksza wartosé
w punkcie 3 i w zadnym innym jest (3 — 3v2,3+ 3\/5) . Poniewaz w punktach zerowania sie drugiej
pochodnej trzecia przyjmuje wartosci rézne od 0, wiec punkty 3 — /3 oraz 3 4+ v/3 sa punktami
przegiecia funkcji f. Oczywiscie pierwszy z nich znajduje sie miedzy 0 i 3, a drugi miedzy 3 i 6.
Na pélprostej (—oo,3 — /3] funkcja f jest écisle wypukla, na przedziale [3 — /3,3 4 /3] — §cisle
wklesta, a na pélprostej [3 + V3, +00) znéw Scisle wypukla. jasne jest, ze funkcja nie ma asymp-
tot pionowych (jest ciaglta w kazdym punkcie prostej). Nie ma tez ani poziomych ani uko$nych,
bo allgloo (:c2(:c — 6)2 —ax — b) = 400 niezaleznie od wyboru liczb a i b. Zakonczyliémy badanie
funkcji 1 jestesmy juz w stanie narysowac jej wykres.

18. Teraz zbadamy funkcje v/1 — e=2” . Wzér ten okregla ja na calej prostej, wiec jest ona ciagla.
Jest tez rézniczkowalna we wszystkich punktach x # 0, bo dla takich punktéw zachodzi nieréwnosé

l—e " > 0, a na pélprostej (0,400) funkcja pierwiastek kwadratowy jest rézniczkowalna. Pierwsza

_3;2

xe
pochodna jest rowna = . Jasne jest, ze ten wzor nie dziata w przypadku z = 0. Sprébujmy

vi—e®

z)— f(0
obliczy¢ pochodna w punkcie 0 korzystajac bezposrednio z jej definicji. Mamy lim+ M =
z—0 T
1—e e’ — 1
= lim {\/ ——5— =/ lim ———5— =1, bo pierwiastek kwadratowy jest funkcja ciagla (przed-
x—0t o r—0t —X
PN et -1 P . . . .
ostatnia réwnosc¢) oraz hrrb = 1 (ostatnia réwnosé¢). W taki sam sposéb stwierdzamy, ze
xr— €T
lim f(x) — f(0)x = —1. Oznacza to, ze funkcja nie ma pochodnej w punkcie 0, bowiem jedno-

x—0~

stronne pochodne sa rézne. Oznacza to, ze w punkcie 0 wykres ,zalamuje sie”, lub tez: ,ma ostrze”.

Znajdziemy d hodna: f”(z) <1/—xe_x | et (et} Y
najdziemy druga pochodna;: )= ——| =|=e —e =
1—e** ( )

=e (1 - 6_1‘2) e — 2p2e~7 (1 — e“”2> e — g%’ (1 — e‘“‘z) o =

= e~ 22” (1 - e‘x2>_3/2 (6”2 (1-22%) -1+ x2> .
Wykazemy, ze dla kazdego z # 0 zachodzi nieréwnosé f”(z) < 0. Wystarczy wykazaé, ze jesli
y>0,to e¥(1—2y) —1+y <0, piszemy y zamiast 22. Mamy (e¥(1 —2y) —14y) =
=e¥(1—2y)—2e¥+1=—2ye¥ —e¥+1<0dlay>0,bo —e¥+1<0 wprzypadku y > 0.
Poniewaz pochodna funkcji e¥(1—2y)—1+y jest ujemna na pétprostej (0, +00), wiec funkcja ta jest
malejaca na pélprostej [0,00), a poniewaz jej wartodcia w punkcie 0 jest 0, wiec jej wartodci w punk-

tach dodatnich sa ujemne.* Z tego, ze druga pochodna jest ujemna na kazdej z pélprostych (—oo,0)

*  Mozna udowodnié, ze e¥(1 —2y) —14+y < 0 dla y > 0 innymi metodami. Np. mozna
> .n
wykorzysta¢ wzér eV = Z % — otrzymamy po prostych rachunkach szereg, ktérego wszystkie

n=0
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oraz (0,+00) wynika, ze na kazdej z pélprostych (—o0,0], [0,+00) funkcja f jest $cisle wklesta.
Nie jest jednak ona Scisle wklesta na catej prostej, choé jest ciagta w punkcie 0! Jesli 6 > 0, to od-
cinek laczacy punkty (—5, V1—e9 ) i (5, V1—e9 ) lezy nad wykresem (z wyjatkiem koncéw)
funkcji f zamiast pod wykresem. Musialoby by¢ odwrotnie, gdyby funkcja byta Scisle wklesta lub
wklesta na calej prostej lub choéby na przedziale [—9,].

T2 —3
912 — 4

19. Naszkicujemy teraz wykres funkcji f zdefiniowanej wzorem f(z) = zdefiniowanej

2
dla = # ig . Zadanie to mieli rozwigzaé studenci zaoczni we wrzesniu 1996. Poza definicja, funkcji

podane byly wzory na pierwsza i druga pochodna tej funkcji:

f(x) = —04z (922 —4) % (722 = 3) ™" |

£(x) = 0,24(3152% — 912% — 20) (922 — 4) /% (722 — 3)Y/°

Studenci zostali poinformowani, ze druga pochodna przyjmuje warto$¢ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

91 + /33481
r ==+ —FGT ~ 0,659458. Jasne jest, ze f jest funkcjy parzysta, tzn. f(—z) = f(z) dla

kazdej liczby x z dziedziny funkcji f. Wobec tego jej wykres jest symetryczny wzgledem pio-

2
nowej osi uktadu wspolrzednych. Wystarczy wiec bada¢ f na jednej z pdlprostych (oo, 5),

3 3

funkcja f rosnie, na jakich przedzialach maleje, na jakich przedzialach jest wypukta, a na jakich

2 2 2
(—, oo) oraz na jednym z przedzialow (_5’ O] , [O, —) . Trzeba wiec ustali¢ na jakich przedzialach

— wklesta. Wyjasni¢, w jakich punktach dziedziny funkcja ma pochodna, a w jakich jej nie ma
oraz obliczyé¢ granice funkcji f, f’, f” w koricach przedzialéw skladajacych sie na ich dziedziny.

Rowniez ustali¢, gdzie sa lokalne ekstrema i punkty przegiecia. Z wzoru na pierwsza pochodna

2 3
wynika, ze jest ona okreslona dla x # :tg, :l:\/; , przy czym nieistnienie pochodnej w punktach

2
ig wynika z tego, ze te punkty sa poza dziedzing funkcji f i juz to wystarcza, by nie mialo

3
sensu rozniczkowanie funkcji w tych punktach. W punktach j:\/; funkcja jest okreslona, wiec

teoretycznie nie ma przeszkdd dla istnienia pochodnej, jednak wzér nie dziala, bo nie mozna pod-
nies¢ liczby 0 do potegi o wykladniku ujemnym . Z wzoru na pochodna wynika jednak od razu,

ze lim_ f'(z) = 400 oraz lim f'(z) = —oo. Stad, z definicji pochodnej i twierdzenia La-
z——+/3/7 z—+/3/7

grange’a o wartosci §redniej wynika, ze f'(£4/3/7) = Foo. Znaczy to, ze funkcja f nie jest w

wyrazy w przypadku y > 0 sa ujemne. Inna metoda to stwierdzenie, ze w przypadku y < 1
1

zachodzi nieréwnosé e¥ < T zatem dla wszystkich y € IR zachodzi nieréwnosé e¥(1 —y) < 1,
-y

wobec tego €¥(1 —2y) —1+y=e?(1—y)—yley —1)—1 < —y(e¥ —1) <0 dla y #0.
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tych punktach rézniczkowalna, bo choé¢ pochodna istnieje, to jest nieskoriczona. W szczegdlnosci

w tych punktach wykres ma styczna, tyle ze — pionowa. Funkcja f jest wiec Scisle rosnaca na

2

polprostej (—oo7 —%) oraz na przedziale (—%, 0] . Na przedziale [O, %) oraz na poélprostej (5, oo)

funkcja f jest Scisle malejaca. Podkreslmy: funkcja rosnie na kazdym z dwéch przedziatow, ale nie

. . . . .. . . .3 4
na ich sumie o czym przekonamy sie za chwile. Zacznijmy od oczywistego stwierdzenia: - < 9

Wobec tego funkcja f przyjmuje warto$ci dodatnie na pélprostej (— 72) oraz na przedziale

(— \/; 0). Mamy xEmoo 9;73 ‘/g i;; \/7 Dalej xilin_ f(z) = +o0, bo

3

f(x) > 0 na pdlprostej (—oo,—%2) i licznik dazy do liczby réznej od 0, za$ mianownik do 0. Na-

stepnie hm f () = —o0, bo tym razem funkcja jest ujemna, a licznik dazy do liczby réznej od 0,

a:~>7g

podczas gdy mianownik — do 0. Zajmiemy sie teraz wypukloscia funkcji f. W tym celu ustalimy,
gdzie jej druga pochodna f” jest dodatnia, gdzie — ujemna. We wzorze na f” wyrazenia 7z2 — 3
oraz 9z? — 4 podnoszone sa do nieparzystych poteg, nastepnie z otrzymanych wynikéw wyciggany

jest pierwiastek stopnia nieparzystego. Wynika stad od razu, ze na kazdym z kolejnych przedzialow

UV T Y L V33481 /91+ 3348 \[ \/j,o pochodna f”
3 3\ 630

ma inny znak: na pierwszym z wymienionych przedzialéw jest dodatnia, na drugim — ujemna, na

2
trzecim — dodatnia i wreszcie na czwartym ujemna. Wynika stad, ze na pélprostej <oo, §)

191 + /33481 3
i na przedziale [— —FGT’ —\/;] funkcja f jest wypukla, a na kazdym z przedzialow
2 91 + /33481 3 191 + /33481 3
3 —FGT i [ \/;, 0] — wklesta. Wobec tego punkty — _'_GT i \/;

2
sg punktami przegiecia funkcji f, -3 punktem przegiecia nie jest, bo lezy poza dziedzina funkcji f

(poniewaz nie istnieje granica lim f(z), wiec nie mozna sensownie dookresli¢ funkeji w tym punk-

;c—>—§

cie!). Innych punktéw przegiecia nie ma: jedynym punktem, ktéry jeszcze nie zostal zbadany jest 0
— mozna by pomyéle¢, ze z wklestosci funkcji f na przedziale {—\/g , 0} oraz z parzystosci wynika
wklestos¢ funkcji na przedziale {—\/g , \/g} , tak jest, ale trzeba sie jeszcze wyraznie powolaé¢ na
rézniczkowalno$é funkeji f w punkcie 0 (por. przyktad poprzedni, czyli 18.), jednak takiego twier-
dzenie nie udowodnili$émy i prosciej jest skorzystaé z tego, ze na przedziale otwartym (—\/g , \/g)

druga pochodna f” funkcji f jest ujemna. Z tego, co do tej pory udalto si¢ nam ustali¢, wynika, ze
prosta pozioma y = {/g jest asymptota pozioma funkcji f przy x — 400, za$ proste pionowe

2 2
T = j:g sa obustronnymi asymptotami pionowymi funkcji f przy z — :|:§ .
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Uwaga: w istocie rzeczy nie trzeba w tym zadaniu wykonywaé zadnych obliczenn swiadczacych o

2 91 4+ /33481 3
tym, ze 3 >/ —FGT > \/; — ta nieréwno$¢ wynika z tego, ze hm f( ) = 400 i
;c—>—§

2 3
lim f'(z) = +oo, wigc na przedziale 3 \/; pochodna f' musi najpierw maleé, a po-
T—— \/_

tem rosnacé, co oznacza, ze druga pochodna musi przynajmniej w jednym punkcie tego przedziatu

91 + \/ 3348

przyjac wartosé 0, jedynym kandydatem jest punkt —\/ —————— . Zachodzi przyblizona réwnos¢

/91 4
\/g ~ 0,654653 , wiec réznica miedzy punktami \/7 9 Jr 33 81 Jjest mniejsza niz 0,01, zatem

moze byé¢ przeoczona przez program komputerowy rysujacy Wykresy funkcji (jesli nie zazadamy od-
powiedniej dokladnosci w tej okolicy!) . f(0,67) =~ 1,288, f(0,66) = —0,908, wiec w tym przypadku
zmiana warto$ci argumentu o 0,01 powoduje zmiane wartosci funkcji o okoto 2,196, wiec ponad
200 razy wieksza niz zmiana argumentu. Rysujac wykres na papierze, przyjmujac np. ze jednostka
to 1 cm musimy zwraca¢ uwage na przedzialy dlugosci 0,1 mm, co jest malo realne ze wzgledu na
grubos¢ otéwka, linie na rysunku komputerowym tez musza, mieé jakas grubos¢, wiec jedyna rada, to
obserwowa¢é okolice punktow przegiecia w duzym powiekszeniu i zastosowaniu odcinkéw jednostko-
wych o réznych dlugosciach na osiach: na osi argumentéw odcinek jednostkowy moze by¢ np. okoto
200 razy dtuzszy niz odcinek jednostkowy na osi wartosci funkcji. W

W ostatnio prezentowanych przyktadach widaé¢ bylo, ze w licznych przypadkach mozna omijaé
rézne obliczenia stosujac odpowiednie twierdzenia o charakterze ogdlnym. Duza role w tych rozu-
mowaniach odgrywa wzoér Taylora. Nasuwa sie naturalne pytanie: czy nie mozna powiedzieé czegos
wiecej o reszcie 1, przynajmniej w sytuacji, z ktéra czesto mamy do czynienia, mianowicie w przy-
padku funkcji, ktéra ma wiecej pochodnych w otoczeniu punktu p niz n. Okazuje sie, ze cos powie-
dzie¢ mozna, ale jednak niezbyt duzo. Podamy przyklad twierdzenia tego typu, jest ich oczywiscie
wiecej. Stwierdzi¢ jednak wypada, ze pozytek z nich na ogdél nie jest zbyt wielki, zasadniczo rzecz
biorac twierdzenie Peano to wszystko, co w przypadku ogdélnym powiedzie¢ mozna.

Twierdzenie Lagrange’a o reszcie we wzorze Taylora
Niech f bedzie funkcja, ktéra ma pochodna rzedu n + 1 w kazdym punkcie pewnego przedziatu
otwartego zawierajacego p. Wtedy dla kazdego punktu z z tego przedziatu istnieje punkt y, lezacy

f(n+1) (Ya)

(n+1)! e

miedzy punktami z i p, dla ktérego zachodzi réwnosé r,(z — p) =

Dowdéd. Niech  h(t) = (f(aj) — f(p) — f

"t () (¢
- (10 - 10 - Hlen - - o),
Mamy h(z) =0 = h(p). Poniewaz funkcja f ma w przedziale o koricach =, p n + 1—a pochodna,

wiec funkcja h jest rézniczkowalna na tym przedziale, a poniewaz przyjmuje réwne wartosci w jego
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koricach, wiec w pewnym punkcie wewnetrznym vy, tego przedzialu zachodzi réwnosé h'(y,) =0 .

/ (n)
Many wasrs () = ~(n + (e~ " (@) = 1)~ TP @)= - L)
() : . o
+(x — p)"HT(Jc —t)". Z tego wzoru wynika od razu, ze dla t = y, zachodzi réwnosé:
/ (n) (n+1)
@)= 10)+ TP gyt P s LW oy,

czyli wlaénie ta, ktora chcieliSmy otrzymaé. B

Podkreslmy raz jeszcze: pozornie dzieki temu wzorowi wiemy cos wiecej o reszcie. Klopot polega
jednak na tym, ze o punkcie y, wystepujacym we wzorze Lagrange’a nie wiemy nic, oprocz tego, ze
lezy miedzy p i x. To bardzo ogranicza mozliwo$¢ wyciagania wnioskow idacych dalej niz te, ktére
wynikaja z wzoru Peano. Oczywiscie czasem jest to mozliwe. Jesli np. f(z) = sinx, to dla dowolnego
n € IN mamy |f"+(z)| < 1, bowiem z dokladno$cia do znaku pochodna dowolnego rzedu to

sinus lub kosinus. Stad w szczegdlnosci wynika, ze w przypadku funkcji sinus zachodzi nieréwnosé

1
m |h|" Tt . Otrzymali$my wiec konkretne oszacowanie, jakiego z pewnoscia nie da sie

uzyska¢ z wzoru Peano. Przeczy to ostrzezeniom wypowiadanym przed chwila, ale tylko pozornie. W

rn(R)] <

tym konkretnym przypadku istota byla dodatkowa wiedza o pochodnych dowolnego rzedu badanej
funkcji i to ona w polaczeniu z wzorem Lagrange’a pozwolita na wyciagniecie dalej idacych wnioskéw.
20. Zdefiniujmy funkcje f wzorami
—1/z .
R TR
Jest jasne, ze w kazdym punkcie, by¢ moze z wyjatkiem punktu 0, funkcja ta ma pochodne wszystkich
rzedéw, czyli jest rozniczkowalna nieskonczenie wiele razy. W punkcie 0 sytuacja nie jest juz jasna,
bo z prawej jego strony funkcja jest zdefiniowana inaczej niz z lewej, co mogtoby powodowaé kltopoty
z ciagloscia lub rézniczkowalnoscia. Wykazemy ponizej, ze w rzeczywistosci funkcja f réwniez w
punkcie 0 jest rézniczkowalna nieskonczenie wiele razy oraz ze f (”)(0) = 0 dla kazdej liczby natu-
ralnej n. Wyniknie stad, ze wielomiany Maclaurina tej funkcji sa funkcjami zerowymi, a wiec dla

kazdego naturalnego n zachodzi réwnosé f(x) = r,(x), oczywidcie chodzi tu o reszte we wzorze

Maclaurina, czyli r,(z) = f(x)— f(0) — @:ﬂ - @:f — = w:ﬂ . Oznacza to, ze w tym
konkretnym przypadku pomijanie reszty mo.Ze byé pozlbawione sensu, b.o W niej sa, zawarte wszystkie
informacje o funkcji f! Przyklad ten omawiamy po to tylko, by przestrzec czytelnikow, ze kazda
metoda ma swoje ograniczenia, ze stosujac twierdzenia poprawnie, tj. wtedy, gdy ich zalozenia sa
spetnione mozemy dochodzié¢ do dziwnych wnioskéw lub ma wnioskdéw malo interesujacych. Po tych
pesymistycznych uwagach zajmiemy si¢ wykazaniem réwnosci f(™(0) = 0.

Dla n = 0 réwnos¢ ta jest bezposrednim wnioskiem z okreslenia funkcji f w punkcie 0:

fO0) = £(0) = 0. Jest tez jasne, ze lim f(z) = 0 — dla = < 0 jest f(z) = 0. Mamy tez
x—0~
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lim+ flx) = lim+ e VT =0. Wykazalismy, ze funkcja f jest ciagla w punkcie 0. Zauwazmy teraz,
x—0 x—0

ze dla dowolnego x < 0 i dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé f (™ () = 0, pochodna
funkcji statej jest réwna 0, warto$¢ pochodnej w punkcie zalezy jedynie od zachowania sie funkcji

w otoczeniu tego punktu, w naszym przypadku rozpatrujemy chwilowo funkcje f na polprostej

(—00,0) . Teraz przeniesiemy sie na péiprosta (0,00). W tym przypadku mamy f(z) = e '/®,

f’(z):%efl/x, f'(x) = <1 3) e~V {8 (z) = <1 fEJr 6)61/“’,....Jasnejest, ze

x zt 2B 26 25t
dla kazdej liczby naturalnej n istnieje wielomian w,, stopnia 2n, taki ze f(")(x) = Wy (é) e 1/
np. wi(y) =y?, wa(y) = y* — 243, w3(y) = y¥ —6y° +6y*. Stad od razu wynika, ze a:lig)l+ f™(z) =
ylggo wz(y) = 0. Z definicji pochodnej i twierdzenia o wartosci sSredniej wynika wiec od razu, ze
f'(0) = iﬁw = alcli% f'(c;) = 0, gdzie ¢, jest punktem lezacym miedzy 0 oraz =,

w szczegblnosci |ey| < |x|. Analogicznie korzystajac z juz otrzymanego wyniku wnioskujemy, ze
f"(0) =0 itd. Dowdd zostal zakonczony. H

Uwaga. Funkcja opisana w przykladzie 20 moze wydawac sie nieco dziwna. Warto zaznaczy¢, ze
takie zachowania sie funkcji nie sa mozliwe w przypadku tzw. funkcji analitycznych, tj. takich funkcji
nieskoniczenie wiele razy rézniczkowalnych , ktére w pewnym otoczeniu dowolnie wybranego punktu
dziedziny sa réwne sumie swego szeregu Taylora. W takim przypadku zerowanie sie wszystkich
pochodnych w pewnym punkcie powoduje, ze funkcja jest stala w otoczeniu tego punktu, co jak widaé
z poprzedniego przykladu nie musi mie¢ miejsca w przypadku funkcji rézniczkowalnej nieskonczenie
wiele razy. Istnienie takich funkcji nieskonczenie wiele razy rézniczkowalnych zauwazone zostalo nie
od razu, staly sie one istotnym narzedziem wspélczesnej matematyki. B

Na tym korniczymy przeglad zagadnieri zwiazanych z wielokrotnym rézniczkowaniem funkcji.
Informacja: wzdr z reszta, ogdlniejszej postaci (Schlé milcha—Rocha) znajduje sie w ksigzce G.M.Fich-
tenholza, ,,Rachunek rézniczkowy i catkowy”, tom 1.

Zasadnicze twierdzenie algebry

Kazdy wielomian o wspoétczynnikach zespolonych, stopnia nie mniejszego od 1, ma co najmniej
jeden pierwiastek zespolony.

Dowdd. Niech w(z) = ag+ai1z+---+apz™, przy czym n > 1 i a, # 0. Istnieje liczba r > 0,

2]ao| + |ar| +|ag| +--- + |an—1]

. Jedli
|an|

taka ze jesli |z| > r, to |w(z)| > |ao| = |w(0)|, np. r =2+

bowiem |z| > 7, to |z] > 2> 1 i wobec tego
lw(z)| = |ag + a1z + -+ + apz"| > |an2"| = lag + a1z + - + an_12"" >

> lan|lz|™ = (Jaol + laallz] + - + [an—1|]2["7]) = lanll2]™ — 2" (Jao] + |ar| + - + lan—1]]) =

- |z|n-1(|an||z| ~ (Jaol + Jar] + - + |an_1|) .
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> ((2laol + lax] + laz| + -+ + lan-1]) = (Jao] + lar] ++ -+ + |an-1])) = lao] . Z
twierdzenia Bolzano—Weierstrassa wynika, ze z ciagu liczb zespolonych (z,) o module < r mozna
wybraé¢ podciag zbiezny do pewnej granicy g i wtedy oczywiscie |g| < r. Stad wynika od razu, ze
istnieje |zgl, takie ze |zo| < 7, |z| <7 = |w(z0)| < |w(2)|, czyli |w(zp)| jest najmniejsza wartoscia
funkcji |w| na kole o promieniu r i $rodku w punkcie 0. W szczegdlnosci |w(zo)| < |w(0)| = |ao|
i wobec tego réwniez dla |z| > r zachodzi nieréwnosé¢ |w(z)| > |ag| > |w(zo)|. Oznacza to, ze
|w(zo)| jest najmniejsza, wartoscia funkcji |w| na calej plaszezyznie. Wykazemy, ze w(zg) = 0.
Przyjmijmy, ze z = 2o +h. Wtedy mozemy napisaé¢ w(z) = w(zo+h) = bg+b1h+bah?+---+b,h™,
gdzie by = ag + a120 + -+ + a2zl = w(20), b1 = a1 + 2a2z0 + - - +nanzg_1 = w' (20), ..,
bn = ap = %w(”) (20) . Z zalozenia, ze stopien wielomianu réwny jest n wynika, ze 0 # a, = b, .
Niech m bedzie najmniejszg liczbg > 1 taka, ze b, # 0. Zalézmy, ze w(zg) # 0. Wtedy mozna
napisa¢ w(zg) = bg = |bo|-€’? dla pewnego ¢ € IR. Mamy dalej |w(z)| = |bo + bmh™ + b1 h™ T +
-+« +b,h™|. Niech ¢ < 1 bedzie liczba dodatnia mniejsza niz %|b0| iniech h = p- el 5 Wtedy
|bo + bimh™| = [|bo| - € + M e Pt | = ||bg|e? — g™ e™| = ||bo| — 0™]|€"?| = |bo| — o™ . Zalézmy
dodatkowo, ze 0(|bm+1| + [bm2| + -+ |bn|) < 3. Mamy wtedy
[w(2)| = |bo + b h™ + byt K™+ -+ b ™| < b + b h™| + [bpgr AT 4 - 4 byh"| =
= Jbo| = ™ = [bs 1B -+ bl | < ol — 0™ — ([bnsa (B -+ [b][B[) <

< ool = o™ + R (b1 |+ -+ [bn]) = [bo] = 0™ + 0™ (|brms1|+- -+ [ba]) < [bo] — 0™+ 50™ =
= |bo| — 50™ < lbol -
Okazalo si¢, ze wbrew zalozeniu |w(zp)| nie jest najmniejsza wartoscia funkcji |w|. To koriczy dowdd
tego, ze w(zp) = 0. Twierdzenie zostalo wiec wykazane. B
Whniosek z zasadniczego twierdzenia algebry
Kazdy wielomian o wspdtczynnikach rzeczywistych, ktérego stopien nie jest mniejszy od 1, moze by¢
przedstawiony w postaci iloczynu wielomianéw rzeczywistych stopnia pierwszego i drugiego.
Dowdd. Jesli wspolczynniki wielomianu w sa liczbami rzeczywistymi, to ﬁ = w(Z) — prosty
dowdd tej réwnosci wykorzystujacy jedynie najprostsze wlasnosci sprzezenia czytelnik przeprowadzi
samodzielnie. Z tej réwnosci wynika, ze jedli liczba zespolona zp jest pierwiastkiem wielomianu o
wspoOlczynnikach rzeczywistych, to réwniez liczba zespolona Zg jest pierwiastkiem tego wielomianu.
Wobec tego jesli zp ¢ IR, to wielomian w jest podzielny przez wielomian (z — z0)(z — Zp) =
22 — (20 +7%0)2 + |20|? . Wspdtezynniki tego wielomianu sa, liczbami rzeczywistymi, wiec w ten sposéb
sprowadzamy problem do wielomianu stopnia o 2 mniejszego od w. Jesli zy jest liczba rzeczywista,
to wielomian w jest podzielny przez wielomian z—zg , wiec w tym przypadku redukujemy problem do
wielomianu stopnia o 1 mniejszego od w. W obu przypadkach zmniejszamy stopnieni interesujacego
nas wielomianu. Gdyby dowodzone twierdzenie nie bylo prawdziwe mogliby$my zalozy¢, ze w jest
wielomianem najmniejszego stopnia, dla ktérego nie zachodzi teza. Po podzieleniu go przez wielomian

stopnia 1 lub otrzymujemy wielomian stopnia mniejszego, wiec rozkladalny, a to dowodzi, ze kazdy
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wielomian o wspodlczynnikach rzeczywistych moze by¢ przedstawiony w postaci iloczynu wielomianéw

stopnia pierwszego i drugiego o wspélczynnikach rzeczywistych. B
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