Pamietnik z wykladu z AM1, cze$¢ czwarta
Jest tu ,troche” przykladow, ktorych na wykladzie nie bylo, ale ktore warte sg obejrzenia. Niektore dowody
sa przeprowadzone w nieco inny sposob, ale student nie jest zobowiazany do powtarzania tekstow z wykladu —
ma podawaé poprawne rozumowania wychodzace z tych samych zalozen! Tekst jest dtugawy, ale moze czesé z Was
przynajmniej skorzysta z niego. Mam nadzieja, ze zamieszcze jeszcze jakas opowie$é o wzorze Taylora. Przypominam
0 przygotowaniu pytan, jesli w ogdle sa watpliwosci na ostatni wyktad.

W razie znalezienia bledéw prosze o informacje, z gory przepraszam za pomytki.

FUNKCJE CIAGLE

1. Definicja funkcji.

Jednym z najwazniejszych poje¢ w matematyce jest pojecie funkcji. Przypomnimy definicje.

Definicja funkcji, wartosci, obrazu, dziedziny i przeciwdziedziny
Przyporzadkowanie f elementom zbioru A elementéw zbioru B w taki sposob, ze kazdemu elementowi zbioru A
przypisany jest dokladnie jeden element zbioru B nazywamy funkcja, ze zbioru A w zbiér B. Jesli a jest elementem
zbioru A, symbolicznie a € A, czyli argumentem funkcji f, to przypisany mu element zbioru B oznaczamy
symbolem f(a) i nazywamy wartoscia funkcji f w punkcie a lub obrazem punktu a.* Zbiér A nazywamy dziedzina,
funkeji f, zbiér B — przeciwdziedzina, zbiér f(A) zltozony ze wszystkich wartosci funkeji f, czyli elementéw zbioru
B postaci f(a), gdzie a € A nazywamy obrazem zbioru A (przez funkcje f) lub zbiorem wartosci funkcji f.
Jesli f przeksztalca zbiér A w zbiér B, to piszemy f: A — B. Jedli zbiér f(A) wartosci funkeji f pokrywa sie z
przeciwdziedzing B funkcji f, to méwimy, ze f przeksztalca zbiér A na zbiér B i piszemy czasem f: A~ B. R

Przykladem funkcji jest ciag: jest to funkcja okre$lona np. na zbiorze IN = {0, 1, 2, ...}. Innym przykladem,
dobrze znanym ze szkoly, jest funkcja liniowa: f(z) = ax + b, gdzie a, b sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi, z
jest elementem zbioru wszystkich liczb rzeczywistych IR, na ktérym funkcja f jest okreslona, f(x) jest elementem
przeciwdziedziny IR ; jesli a # 0, to funkcja f przeksztatca zbiér IR na siebie; jesli a = 0, to jedyna wartoscia
funkcji f jest liczba b. Jeszcze innym przykladem jest funkcja kwadratowa: f(z) = ax? + bx + ¢, gdzie a, b, c

sa liczbami rzeczywistymi, przy czym a # 0, funkcja ta jest okreslona na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych
4ac — b?

IR, przeciwdziedzing jest réwniez IR, zbiorem wartosci jest polprosta { 1
a

,+oo) w przypadku a > 0, za$

4ac — b? ..
| Inny przyklad funkcji znany ze szkoty to
a

permutacje zbioru n—elementowego, mozna je traktowac jako funkcje przeksztalcajace zbiér {1, 2, ,n} na dany zbiér

w przypadku a < 0 zbiorem wartodci jest polprosta < — 00,

ztozony z n elementéw: mamy ustawi¢ elementy danego zbioru w kolejnoéci, pierwszy w tym ustawieniu element
to warto$¢ permutacji w punkcie 1, drugi — wartos¢ w punkcie 2, ..., n—ty — wartos¢ w punkcie n. Zadanie na
ile sposobow moze 10 o0s6b wsias¢ do trzech wind to pytanie: ile jest funkcji ze zbioru 10—elementowego w zbiér
tréjelementowy (osobie przypisujemy winde, do ktérej ta osoba wsiada). Przyktady mozna mnozy¢, ale nie bedziemy
tego robi¢ teraz. Na razie bedziemy zajmowac sie funkcjami rzeczywistymi jednej zmiennej rzeczywistej, co oznacza,
ze warto$ciami funkcji bedg liczby rzeczywiste i dziedzing funkcji bedzie jakis§ zbidr zlozony z liczb rzeczywistych. W
rzeczywistosci dziedzinami beda albo przedzialy, albo sumy skonczenie wielu lub nieskoniczenie wielu przedzialéw, np

dziedzing funkcji tg jest zbidr zlozony z tych wszystkich liczb rzeczywistych, ktére nie sa, postaci (2n+ 1)—, czyli

T
2
jest to suma przedzialéw postaci ( —(2n+ 1)%, (2n+ l)g) , gdzie n oznacza dowolng liczbe caltkowita. w przypadku

* Crasem bedziemy méwié: ,, f —obrazem”, choé to nie brzmi dobrze, ale czasem nalezy wyraznie zaznaczy¢ o jaka funkcje chodzi.



I2

(z—1)(z+2)
rzeczywistych z wyjatkiem —2 i 1, czyli zbiér (—oo, —2) U (—2,1) U (1, +00).

funkcji zdefiniowanej wzorem f(z) = mozna powiedzie¢, ze jej dziedzina jest zbidr wszystkich liczb

Z punktu widzenia formalnego dopdki nie powiemy na jakim zbiorze funkcja ma by¢ zdefiniowana, to nie zostala
ona okreslona. W szczegdlnosci z formalnego punktu widzenia zadania: znalezé¢ dziedzine funkcji okreélonej wzorem
.., nie maja sensu. Pytanie o dziedzine nalezy traktowaé jako pytanie o maksymalny zbior, na ktérym mozna

zdefiniowaé funkcje w sposéb zaproponowany przez autora zadania. Nawet przy takiej interpretacji moga, powstawacé
2
x
watpliwosci: np. czy funkcja okreslona wzorem f(x) = — moze tym wzorem by¢ zdefiniowana na calej prostej,
x

czy tez w punkcie 0 tym akurat wzorem nie da sie jej zdefiniowaé. Autorowi tego tekstu wydaje sie, ze specjalisci od
tak formulowanych zadan w wiekszosci przypadkéw uznaja, ze ta definicja w punkcie 0 nie dziala, ale nie wydaje

mu sie, by ten problem wart byt dyskusji — mozna po prostu takich zadan nie dawac, a jesli sie je daje, to unikaé

4x% — 13z — 167
23 —4x +3

jest zbiér wszystkich tych liczb rzeczywistych, dla ktérych mianownik jest rézny od 0. Funkcja /1 — e bedzie

wieloznaczno$ci. Bedziemy jednak moéwié¢ np. o funkcji , zakltadajac przy tym, ze jej dziedzing
automatycznie zdefiniowana na zbiorze zlozonym z liczb rzeczywistych niedodatnich. W przypadku jakichkolwiek
wieloznacznosci bedziemy wyraznie okresla¢ dziedzine. Czasem tez dziedzina z jakichs przyczyn bedzie mniejsza niz
maksymalna, np. zmienna bedzie mie¢ jakie§ pozamatematyczne znaczenie i wtedy interpretacja bedzie zrédiem
ograniczen dziedziny. Np. pytanie o maksymalne pole prostokata o obwodzie 4 prowadzi do rozpatrywania funkcji
x(2—1) na przedziale otwartym (0,2) : z oznacza tu jeden wymiar prostokata, a 2—2x — drugi. Funkcje z(2—x)
mozna rozpatrywaé nie tylko na przedziale (0,2), ale z punktu widzenia zadanego pytania, nie ma to sensu.

W dalszej czedci zajmiemy sie réwniez funkcjami okreslonymi na podzbiorach plaszezyzny (czyli zbioru wszystkich
liczb zespolonych C), przestrzeni tréjwymiarowej i ogélnie n—wymiarowej. Wartosciami tych funkcji beda zazwyczaj
liczby rzeczywiste, ale wystapia réwniez funkcje przeksztalcajace pewne podzbiory plaszczyzny w plaszczyzne. Takie
funkcje beda nazywane na ogdl przeksztalceniami lub odwzorowaniami. Nie oznacza to, ze funkcji z R na IR danej
wzorem f(z) = x + 1 nie mozna nazwaé odwzorowaniem — czesto termin ten jest uzywany, zwlaszcza wtedy, gdy
mowimy o geometrii zwiazanej z ta funkcja — jest przesuniecie o 1 w prawo.

2. Funkcje réznowartosciowe, funkcja odwrotna

Wazna klasa funkcji sa funkcje réznowartosciowe, tj. takie ktére réznym punktom dziedziny przypisuja rozne
wartosci: (z # y) = (f(x) # f(y)) . Jesli f jest funkcja réznowartosciows przeksztalcajaca zbiér A na zbiér B,
to mozna okresli¢ funkcje f~!' odwrotna do danej funkcji f: f71(b) = a <= b= f(a). Jesli f(x) = 2 dla
kazdej liczby rzeczywistej x, to funkcja f przeksztalca réznowarto$ciowo zbiér IR na siebie, wiec mozna okresli¢
funkcje odwrotna: f~1(z) = ¢/x. Jedli f(x) = e dla kazdej liczby rzeczywistej z, to zbiorem wartosci funkcji f
jest zbiér wszystkich liczb dodatnich i wobec tego f~1(x) = Inx dla kazdej dodatniej liczby z. Jesli f(z) = 2% dla
nieujemnych liczb x, to f~!(z) = \/z dla kazdej liczby nieujemnej z. Jedli f(z) = 22 dla kazdej liczby niedodatniej
x, to funkcja f przeksztalca zbiér wszystkich liczb niedodatnich na zbiér wszystkich liczb nieujemnych. Funkcja
odwrotna do niej dana jest wzorem f~!(z) = —y/&. W ostatnich dwéch przyktadach wzér byt identyczny, ale

dziedziny byly rézne. W zwiazku z tym wzory na funkcje odwrotne tez byty rézne.

W dalszym ciagu bedziemy uzywac jeszcze dwu funkcji zdefiniowanych jako odwrotne do funkcji sinus i tangens.
Oczywiscie funkcje sinus i tangens jako okresowe nie sa réznowartosciowe, wiec nie maja funkcji odwrotnych. Mozna

wiec postapi¢ tak, jak w przypadku pierwiastka kwadratowego, ktory jest zdefiniowany jako funkcja odwrotna do

2 2

funkcji x® rozpatrywanej nie na calej dziedzinie, lecz na zbiorze, na ktérym funkcja z° jest réznowartosciowa,



i to mozliwie najprostszym o tej wlasnosci.* Wybieramy mozliwe najbardziej naturalne dziedziny. W przypadku

T T
sinusa ograniczamy sie do przedziatu [—5, 5} , a w przypadku tangensa — do przedzialu (—5, 5) . Zbiory wartosci

to odpowiednio Przedzial domkniety [—1,1] i cala prosta (—oo,+o0). Tradycyjnie zamiast pisa¢ sin ™!

piszemy
arcsin, a zamiast tg ~! piszemy arctg **, co zreszta pozwala na unikniecie dwuznacznosci zwiazanej z oznaczeniami
sin™! i tg~!'. Podamy teraz definicje tych funkcji w jawny sposéb.

Definicja funkcji arcsin i arctg
Jesli x € [—1,1], to arcsinz jest jedyna liczba z przedziatu [fg, g] , dla ktérej zachodzi réwnosé sin(arcsinz) = x.

T
Jesli x jest liczba rzeczywista, to arctgx jest jedyna liczba rzeczywista z przedziatu (—5, 5) , dla ktérej zachodzi

réwnosé tg (arctgz) =z. B

Podamy przyklady arcsinl = g , arcsin% = % , arcsin <g> = 72 , arctgx/g = g , arctg(—1) = f%,
arctg0=0.
3. Granica funkcji

Wprowadzimy oznaczenie: R = [—00, +00] oznacza zbiér ztozony ze wszystkich liczb rzeczywistych uzupemiony

symbolami nieskonczonymi —oco i +00. Mozna myéle¢, ze R to prosta z koncami. Podkresli¢ wypada, ze symboli
nieskonczonych nie traktujemy jak liczb, bo np. nie wszystkie dzialania z ich uzyciem sa wykonalne.

Definicja punktu skupienia
Punkt p € R jest punktem skupienia zbioru A C IR" wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag (a,) punktéw zbioru
A, o wyrazach réznych od a, zbiezny do p. B
400 jest punktem skupienia zbioru wszystkich liczb naturalnych IN — by sie o tym przekonaé wystarczy przyjac
an, = n. Innych punktéw skupienia zbiér IN nie ma. W gre moglyby wchodzi¢ jedynie liczby nieujemne, bo granica
ciagu liczb naturalnych jest albo réwna +oc, albo tez jest liczba, nieujemna. Jesli ciag liczb naturalnych ma skoriczona,
granice, to ze wzgledu na warunek Cauchy’ego odleglosci miedzy wyrazami tego ciagu, ktérych numery sa dostatecznie
duze, sa mniejsze niz 1, a poniewaz sa to liczby calkowite, wiec te odleglosci sa rowne 0. WykazaliSmy, ze ciag liczb
naturalnych, ktéry ma skonczona granice musi by¢ od pewnego miejsca staly, a wiec granica jest rowna pewnym
wyrazom ciagu. Jest niezgodne z definicja punktu skupienia.
Kazda liczba z przedzialu domknietego [0, 1] jest punktem skupienia przedziatu otwartego (0,1). Innych punktéw
skupienia przedziat (0,1) nie ma. To drugie zdanie jest prawdziwe w oczywisty sposéb — granica ciagu liczb z
przedziatu (0,1) musi sie znajdowaé¢ w przedziale [0,1]. Jest tez jasne, ze dla kazdej liczby p z przedziatu [0, 1]
istnieje ciag (ay,) liczb z przedzialu (0,1) , taki ze p= nILH;O a, oraz ap #p dla kazdego n.
Kazda liczba rzeczywista i oba symbole nieskonczone sg punktami skupienia dziedziny funkcji tangens, tj. zbioru tych
liczb rzeczywistych, ktére nie sa nieparzystymi wielokrotno$ciami liczby g Latwe uzasadnienie tego stwierdzenia
pozostawiamy czytelnikom.

Teraz mozemy juz zdefiniowaé granice funkcji.

Definicja granicy funkcji w punkcie.*
Niech p oznacza dowolny punkt skupienia dziedziny funkcji f. Méwimy, ze g € R jest granica, funkcji f w punkcie

p wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (z,) zbieznego do p, ktérego wszystkie wyrazy sa rézne od p, ma

* Zbioréw, na ktérych funkcja x? jest bardzo duzo, np, [71, 0] @] (0, +oo), (700, 72), (700, 0] , [0, +oo), zbiér zlozony ze

wszystkich liczb wymiernych dodatnich oraz ujemnych liczb niewymiernych i wiele innych.
** W niektérych krajach arctan.
* Ta definicja jest nazywana ciagowa lub definicja Heinego



miejsce réwnosé lim f(z,) = g . Granice funkcji f w punkcie p oznaczamy symbolem lim f(z) . B

n— oo T—p

Zwrécié nalezy uwage na to, ze wsréd wyrazow ciagu zbieznego do p, wystepujacego w definicji granicy, nie ma

p. Oznacza to w szczegdlnosci, ze nawet wtedy, gdy p jest argumentem funkcji f, to wartos¢ w tym punkcie nie ma

wplywu na istnienie granicy w punkcie p, ani na jej warto$¢ — mozna dowolnie zmienia¢ wartos¢ funkcji w punkcie p

nie zmieniajac granicy w tym punkcie. Oznacza to, ze jesli funkcja ma granice w punkcie p, to w dostatecznie bliskich

punktach = warto$¢ f(z) jest bliska granicy g, pod warunkiem jednak, ze x # p. Poniewaz ciag ma co najwyzej

jedna granice, wiec réwniez funkcja moze mieé tylko jedna granice w jednym punkcie. Pojecie granicy funkcji jest

bardzo wazne, jest rozszerzeniem pojecia granicy ciagu. Podamy teraz kilka przyktadéw.

Przyklady granic.

sinx
1. lirrb = 1. Réwnosé ta zostala udowodniona wczesniej. B
xr—
In(1+ 2
2. lim0 g = 1. Réwniez ta réwnos¢ zostala udowodniona wczesniej. B
r— X
T _
3. lirrb = 1. Te réwnosé wykazaliémy poprzednio.
r—
1 xr
4. lim (1 + —> = e . Te réwnos$é¢ wykazemy teraz. Trzeba wykazaé, ze dla kazdego ciagu (z,,), ktérego granica,
xr—00 x€X
1 Tn
jest oo zachodzi réwnosé lim (1 + —) = e . Wiemy, ze jest tak w przypadku z,, = n — z definicji liczby
n—oo xn
1 n
e. Przypomnijmy tez, ze ciag <1 + —) jest rosnacy. Stad wynika, ze jesli k& > n jest liczbg naturalng, to
n
1 n 1 k 1 kn
1+—) < |1+ -] <e.Stadizdefinicji granicy wynika, ze jesli lim k, = +oco ,to lim (14 — =e
— jedli bowiem m jest jakakolwiek liczba naturalna, to dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n, zachodzi
1 m 1 kn
nieréwnos$¢ k, > m , zatem (1 + —) < (1 + k_) < e . Teraz mozemy przej$¢ do wlasciwego dowodu.
m n
Niech lim z, = 400 . Bez straty ogdlnosci rozwazan mozna przyjac, ze dla kazdego n zachodzi nieréwnosé
n—oo
T, > 1, bo jest tak dla dostatecznie duzych n. Niech k, bedzie taka liczba caltkowita, ze k, < x, < k, + 1
— taka liczba k, istnieje doktadnie jedna. Poniewaz =z, —1 < k, , wiec lim k, = +oo . Stad i z tego, co
n—oo
En 1\ e
wykazaliSmy poprzednio, wynika, ze lim |1+ =e= lim {1+ — . Mamy réwniez
n—00 1+k, n—00 kn,
- 1 kn< - 1 l‘n< 1+1 :cn< 1+1 xn< 1+1 14k,
14k, - 14k, T, - kn, kn, '
7 tej nieréwnosci i twierdzenia o trzech ciagach wynika dowodzona przez nas teza. B
1 1
5. Funkcja —, okreslona dla = # 0, nie ma granicy w punkcie 0, bowiem lim 7 = 400 i jednoczesnie
x n—oo 1/n
1
lim 1 = —o00, udalo sie nam wiec wskaza¢ dwa ciagi argumentéw zbiezne do 0, takie ze odpowiadajace
n—oo — n
im ciagi wartosci maja rézne granice. B
1
6. Funkcja sin —, okreslona dla z # 0, nie ma granicy w punkcie 0, bowiem sin ——— =0 oraz
x 1/(2nm)
1
sin ———— = 1. Wskazalidmy wiec dwa ciagi argumentéw, takie ze odpowiadajace im ciagi wartosci sa
1/(2nm + 7/2)

stale 1 rézne. W

Oprécz granicy funkcji rozpatrywane sa granice jednostronne funkcji w punkcie. Zdefiniujemy granice lewo-

stronna, definicja granicy prawostronnej jest analogiczna.



Definicja granicy lewostronnej
g jest granica lewostronna funkcji f w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy mozna znalezé w dziedzinie ciag (z,) o
wyrazach mniejszych ($cidle!) niz p, zbiezny do p i gdy dla kazdego takiego ciagu odpowiadajacy mu ciag wartosci

(f(xy)) ma granice g. Stosujemy oznaczenie lim f(z). W

T—pT

Latwo mozna udowodnié, ze funkcja — ma jednostronne granice w punkcie 0: prawostronna jest rowna o0, zas
x

lewostronna, jest —oo. Funkcja sin % nie ma granicy prawostronnej w punkcie 0 — wykazaliémy to w przyktadzie 6,
wskazujac dwa ciagi dodatnich argumentéw tej funkcji zbiezne do 0, takie ze odpowiadajace im ciagi wartosci maja,
rézne granice.

Bez trudu mozna udowodnié ,funkcyjna”’ wersje twierdzenia o scalaniu.

Twierdzenie o scalaniu
Funkcja f okreslona na zbiorze zawierajacym ciag liczb mniejszych niz p, zbiezny do p oraz ciag liczb wiekszych
niz p, zbiezny do p, ma granice w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy ma obie granice jednostronne i sa one réwne.

Dowdd. Jest jasne, ze z istnienia granicy wynika istnienie granic jednostronnych — zamiast wszystkich ciagéw
zbieznych do p, ktérych wyrazy sa rézne od p, rozpatrujemy jedynie ich cze$¢. Jesli natomiast wiemy, ze istnieja
granice jednostronne, to ciag o wyrazach réznych od p mozemy rozbi¢ na podciag o wyrazach mniejszych niz p i
na podciag o wyrazach wiekszych niz p. Odpowiadajace im ciagi wartodci maja te sama granice, wiec ciag wartosci
odpowiadajacy naszemu ciagowi ma granice i to rowna wspdlnej wartosci obu granic jednostronnych. Oczywiscie
jesli ciag argumentow zawiera jedynie skonczenie wiele wyrazéw wiekszych niz p, to nie mozemy rozpatrywacé gra-
nicy prawostronnej, ale to niczemu nie przeszkadza, bo w tym przypadku wystarczy skorzysta¢ z istnienia granicy
lewostronne;j.

Podobnie jak w przypadku twierdzenia o scalaniu, mozna przenies¢ inne twierdzenia dotyczace granic ciagow
na ogdlniejszy przypadek granicy funkcji.

Twierdzenie o arytmetycznych wlasnosciach granicy
A1. Jesli istnieja granice xhg}g flx), ilg; g(z) i okreslona jest ich suma, to istnieje granica

lim (£(2) + g(a)) i zachodzi waor: lim (£(z) +g(x)) = lim F(@) + lim g(z)
A2. Jedli istnieja granice xhg}g flx), ilg; g(z) i okreslona jest ich réznica, to istnieje granica

lim (£(2) = g(a)) i zachodzi waér: lim (f(z) — g(x)) = lim F(@) = lim g(z)
A3. Jedli istnieja granice ;13; flx), alclir; g(z) i okreslony jest ich iloczyn, to istnieje granica

ilir]lg(f(x) -g(x)) i zachodzi wzér: i{r}lg(f(aj) cg(x)) = ilir]lg f(z) - lim g(z).

T—p

f(x)

Ad4. Jedli istnieja granice lim f(z), lim g(x) i okreslony jest ich iloraz, to istnieje granica lim ——=
z—p T—p z—p g(x)
lim f(x
| ) )
i zachodzi wzdr lim = — .
22 g(@) ~ Tim g(a)
T—p

Dowdd tego twierdzenia jest natychmiastowa konsekwencja twierdzenia o arytmetycznych wlas-
nosciach granicy ciagu. W

Przed podaniem nastepnego twierdzenia przypomnijmy, ze operujemy terminem dla dostatecznie duzych n.
Oznacza to, ze interesuja nas liczby naturalne wigksze od pewnej liczby. Wiasciwie chodzi o to, by byty one bliskie
400 . W przypadku funkcji argument, ktérym w przypadku ciagu jest numer wyrazu, czyli n, ma by¢ bliski punktowi

p, ktéry moze — lecz nie musi — by¢ réwny +oo. Wymaga wiec zmiany sposéb moéwienia. Méwiac x jest dostatecznie



bliski p bedziemy mie¢ na myéli, ze:

(+00) x> M dla pewnej liczby rzeczywistej] M, gdy p = +o0 ,
(—o0) x < M dla pewnej liczby rzeczywistej M, gdy p = —o0,
(R) |z — p| < § dla pewnej dodatniej liczby §, gdy p € R.

Twierdzenie o szacowaniu

N1. Jedli C < lim f(z), to dla x # p, dostatecznie bliskich p zachodzi nieréwnosé C < f(x).
z—p

N2. Jedli C > lim f(z), to dla a # p, dostatecznie bliskich p zachodzi nier6wnosé C > f(x).
z—p

N3. Jesli lim g(z) < lim f(x), to dla = # p, dostatecznie bliskich p zachodzi nieréwnosé
T—p T—p

g(x) < f(x).

N4. Jedli g(z) < f(x) dla z dostatecznie bliskich p, to zachodzi nieréwnosé il_}H; g(z) < alclir;) f(z).

Dowéd. Zakladamy caly czas, ze p jest punktem skupienia dziedziny funkcji. Zauwazmy najpierw, ze zaprze-
czeniem zdania: Dla wszystkich x # p dostatecznie bliskich p spelniony jest warunek W jest zdanie: Istnieje cigg
(zn) 2biezny do p, taki Ze x, # p dla kaidego n i warunek W nie zachodzi dla Zadnego wyrazu ciggu ().

Jedli np. p = 400 i nie jest prawda, ze warunek W spelniony jest dla wszystkich = dostatecznie bliskich p = +o0,
to dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje liczba x > M , dla ktérej warunek W nie zachodzi. By otrzymaé ciag
(), ktérego granicy jest oo, ztozony z liczb, dla ktérych warunek W nie zachodzi, wystarczy przyjaé, ze M =n.
Jesli natomiast istnieje ciag (z,,), ktérego granica, jest +o0o, taki ze warunek W nie jest speliony dla zadnego (x,,),
to warunek W nie jest spelniony dla wszystkich dostatecznie duzych x, czyli nie jest spelniony dla wszystkich =
dostatecznie bliskich +o0o. Analogicznie postepujemy w przypadku p = —oc.

Jesli p € R, to dla kazdego 6 > 0 istnieje x, takie ze x #p i |z — p| < §, dla ktérego warunek W nie zachodzi.
By zdefiniowaé¢ z, przyjmujemy, ze 6 = % Z istnienia ciagu (x,) zlozonego z liczb, dla ktérych warunek W nie
zachodzi, wynika od razu, ze nie jest mozliwe, by warunek W byl spelniony dla wszystkich = dostatecznie bliskich p.
Teraz mozemy zajac sie wlasciwym dowodem. Zalézmy, ze alclg;, f(z) < C oraz ze nie jest prawda, ze dla = dostatecz-
nie bliskich p zachodzi nieréwnoéé f(x) < C'. Wynika stad, ze istnieje ciag (z,), taki ze dla kazdego n zachodzi
nieréwnos$é f(xz,) > C. Stad jednak wynika, ze ilil; f(zn) > C, wbrew zalozeniu. Dowéd w tym przypadku zostal
zakoniczony. Stwierdzenie N2 dowodzimy analogicznie lub wnioskujemy z N1 zastepujac funkcje f funkcja prze-
ciwng —f. Stwierdzenie N3 wynika ze stwierdzen poprzednich: starczy uzy¢ liczby C' lezacej miedzy alclir;) f(z) oraz
xlig}g g(x). Ostatni fragment twierdzenia to prosta konsekwencja tego, Ze ciag o mniejszych wyrazach ma mniejsza
granice. Dowdéd zostal zakonczony. B

Podamy teraz inng definicje granicy funkcji. Z poprzednia mozna wiazaé takie stwierdzenie (niedcisle, ale wazne):
niezaleznie od tego w jaki sposob argument dgzy do p, to wartos¢ funkcji zbliza sie do ¢g. 7 ta ktora pojawi sie
niebawem wiazemy stwierdzenie jesli argument funkcji jest dostatecznie bliski p, ale réziny od p, to wartosé funkcji
jest bliska g. Sformulujemy zapowiedziana definicje bardzo dokladnie, bez zadnych skrotéw. Ma ona dziewieé czedci,
ale na ogol po przeczytaniu dwoch — trzech pierwszych nie ma potrzeby czytaé¢ dalej, bo mozna to samodzielnie
napisac.

Definicja granicy funkcji*

1. g,peR. Wtedy g = lim f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje liczba § > 0 taka,
T—p

* ta definicja nazywana jest definicja Cauchy’ego lub definicja otoczeniowa, czasem, to juz belkot matematyczny, — epsilono-

wo—deltows,.



zejesi 0 < |z —p| <d,to |f(z)—g|<e.

2. geR, p=+0. Wtedy g = ilil}n f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby e > 0 istnieje liczba
rzeczywista M , taka ze jeSli > M, to |f(x) —g| <e.

3. ge R, p=—-0. Wtedy g = ilil}n f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby e > 0 istnieje liczba
rzeczywista M , taka ze jeSli x < M, to |f(x) —g| <e.

4. g = 400, p € R. Wtedy g = i:rr;) f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje liczba

rzeczywista § > 0, taka ze jesli 0 < |x —p| < J, to f(z) > M.

5. g = 400, p=+400. Wtedy g = ilg;) f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje liczba

rzeczywista K, taka ze jesli ¢ > K, to f(x) > M.

6. g =400, p=—c0. Wtedy g = ilir;) f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje liczba

rzeczywista K, taka ze jedli x < K, to f(x) > M.

7. g = —oo, pe R. Wtedy g = ili?[; f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje liczba

rzeczywista § > 0, taka ze jedli 0 < |z —p| < J, to f(z) < M.

8. g=—00, p=+400. Wtedy g = ilg;) f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje liczba

rzeczywista K, taka ze jesli ¢ > K, to f(x) < M.

9. g=—-00, p=—-00. Wtedy g = ilil;) f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje liczba

rzeczywista K, taka ze jedli x < K, to f(x) < M.

Dowéd. Dowéd podamy w dwoch wybranych przypadkach: pierwszym i ésmym. Reszte czytelnik powinien
uzupetié samodzielnie, by¢ moze nie wszystko — tyle tylko, by w miare swobodnie przeprowadzi¢ dowéd w ktéryms
przypadku.

Zalozymy najpierw, ze g, p sa liczbami rzeczywistymi oraz ze g = iliriln f(x) w sensie definicji ciggowej. Jedli istnieje
liczba & > 0, taka ze dla kazdej liczby 6 > 0 istnieje z, takie ze 0 < |z — p| < ¢ i jednoczesnie |f(z) —g| > €, to
przyjmujac, ze T, jest dobrane do %, tzn. 0 < |z, —p| < % i |f(zn) —g| > €, otrzymujemy ciag (x,) zbiezny
do p, o wyrazach réznych od p i taki ze odpowiadajacy mu ciag wartosci funkcji nie jest zbiezny do liczby g,
bowiem wszystkie wyrazy tego ciagu wartosci pozostaja w odleglosci nie mniejszej niz € od g. Twierdzenie zostalo
udowodnione w jedna strone. Teraz zalozymy, ze g = ilg}) f(z) w sensie definicji otoczeniowej. Niech (z,) bedzie
dowolnym ciagiem argumentéw funkcji f zbieznym do p, o wyrazach réznych od p i niech € oznacza dowolng liczbe
dodatnia. Z definicji otoczeniowej granicy funkcji wynika, ze istnieje liczba ¢ > 0, taka ze jesli 0 < |x — p| < 4, to
|f(z) —g| < . Z definicji granicy ciagu wnioskujemy, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi nier6wnosé |z, —p| < ¢
i oczywiscie x,, # p, zatem 0 < |z, — p| < 0, a stad wynika, ze |f(z,) — g| < €. Stad i z definicji granicy ciagu
wynika, ze nh_}rréo f(zn) = g, a wobec tego, ze (z,) jest dowolnym ciggiem, mozemy stwierdzi¢, ze g jest granica, w

sensie definicji ciagowej.

Teraz, zgodnie z obietnica, zajmiemy sie przypadkiem 8, tj. zalozymy, ze g = —oo oraz ze p = +oo. Zakladamy,
ze dla kazdego ciagu (x,,) argumentéw funkeji f, ktérego granica jest +o0o zachodzi réwno$é lim f(x,) = —o0.
n—oo

Mamy wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje liczba rzeczywista K , taka ze jesli ¢ > K, to f(x) < M.
Zalézmy, ze tak nie jest. Istnieje wiec liczba M taka, ze dla kazdej liczby K istnieje argument = funkcji f, taki ze
x > K 1 jednoczednie f(x) > M. Przyjmujac K = n otrzymujemy argument x, , taki ze z, >n i f(z,) > M.
Stad jednak wynika, ze —oo nie jest granicg ciagu (f(x,)), wbrew zalozeniu, koriczy to dowéd w jedna, strone. Teraz

zalozymy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje liczba rzeczywista K, taka ze jesli = > K, to f(x) < M.



Jesli nlLII;O Zn = 400, to dla dostatecznie duzych n zachodzi nier6wnos$é¢ x,, > K i wobec tego f(z,) < M. Wobec
dowolnosci M , oznacza to, ze nler;o f(x,) = —0o. Dowdd zostal zakoriczony. B
7 twierdzenia o trzech ciggach wynika analogiczne twierdzenie dla granic funkcji.
Twierdzenie o trzech funkcjach
Jedli dla wszystkich argumentéw x dostatecznie bliskich punktowi p zachodzi nastepujaca nieréwnos$é¢ podwdjna
f(x) <g(x) < h(z) 1 istnieja granice alclir; f(z), ;11% h(zx) oraz alclir; flz) = illﬂ, h(z), to réwniez funkcja g ma
granice w punkcie p i zachodzi réwnosé ilg}g f(z) = ilg}lg glx) = ilg; h(z). m
7 nastepnego twierdzenia w zasadzie nie bedziemy korzystac¢, podajemy je tylko po to, by pokazac, pelng analogie
pojecia granicy ciagu i granicy funkcji, wiec tatwy dowdd pozostawiamy czytelnikom w charakterze zadania.
Twierdzenie Cauchy’ego o istnieniu granicy skonczonej
Funkcja f ma granice skonczona w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest nastepujacy warunek Cau-
chy’ego:
dla kazdego € > 0, dla wszystkich z,y # p dostatecznie bliskich p
zachodzi nieréwnoéé |f(z) — f(y)| < e. (w.C.) m
Twierdzenie, ktére znajduje sie ponizej ma bardzo prosty dowdd, ale jest bardzo czesto stosowane.
Twierdzenie o granicy zlozenia dwu funkcji
Zalézmy, ze dziedzina funkcji f zawiera zbiér wartosci funkcji g, ze funkcja g ma granice G w punkcie p, ze
granica G jest punktem skupienia dziedziny funkcji f i funkcja f ma granice H w punkcie G oraz ze wartosci
funkcji ¢ w punktach dostatecznie bliskich p sa rézne od G . Przy tych zalozeniach funkcja fog okreslona wzorem
(fog)(x) = f(g(x))ma w punkcie p granice, ta granica jest réwna H .
Zalozenia tego twierdzenia sa tak dobrane, ze dowdd wynika od razu z definicji ciagowej granicy funkcji w punkcie. B
Przed podaniem twierdzenia o istnieniu granic jednostronnych funkcji monotonicznej oméwimy pojecie kresu
zbioru i kresu funkcji. Rozpoczniemy od definicji.
Definicja kresow
gz. Kresem gérnym zbioru niepustego A C IR nazywamy taki element M zbioru ﬁ, ze dla kazdego a € A
zachodzi nieréwnoéé a < M oraz ze jeSli M’ < M , to istnieje a € A, dla ktérego a > M’. Innymi stowy: M
jest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru A. Piszemy sup A.
gf. Kresem géornym M funkcji f nazywamy kres goérny zbioru jej wartosci, tj. najmniejsza liczbe M, taka ze
f(x) < M dla kazdego argumentu z funkcji f. Piszemy sup f.
dz. Kresem dolnym zbioru niepustego A C IR nazywamy taki element M zbioru ﬁ, ze dla kazdego a € A
zachodzi nieréwno$é¢ a > M oraz ze jeSli M’ > M, to istnieje a € A, dla ktérego a < M'. Innymi stowy: M
jest najwiekszym ograniczeniem dolnym zbioru A. Piszemy inf A.
df. Kresem dolnym M funkcji f nazywamy kres dolny zbioru jej wartosci, tj. najwieksza liczbe M , taka ze
f(x) > M dla kazdego argumentu x funkcji f. Piszemy inf f.
Definicja granicy gornej
MeR jest granica gorna funkcji f przy * — p wtedy i tylko wtedy, gdy
(i) dlakazdego ciagu (z,) o granicy p, wyrazach rdznych od p, dla ktérego istnieje nhir;o f(zy) zachodzi nier6wnosé

lim f(xz,) <L oraz

(ii) M jest najmniejszym elementem ﬁ, dla ktérego spemiony jest warunek (i).



Piszemy wtedy M = limsup f(z).®

Tr—p

Analogicznie definiujemy granice dolng, ktéra oznaczamy przez M = li;n _%gf f(x). Warunek (ii) tej definicji
mozna zastapi¢ stwierdzeniem: istnieje ciag (x,) o granicy p i wyrazach réznych od p, dla ktérego nhi%o flz,)=1L.
Oznacza to, ze granica gorna jest kresem gérnym granic postaci nlgr;o f(zy), gdzie (x,) oznacza ciag o wyrazach
réznych od p, ktérego granica jest p. Definicja granicy dolnej jest analogiczna. Mozna bez trudu wykazacé, ze jesli
p jest liczba rzeczywista, D dziedzing funkcji f, to
liminff(:c),limsupf(:v)] = ﬂ {inff (DN(p—36,p+0)\{p}),supf(DN(p—3d,p+d)\ {p})} )

CEHp
r=p 5>0

Oznacza to, ze rozpatrujemy otoczenie punktu p, znajdujemy najmniejszy przedzial domkniety (by¢ moze nie-
skoniczony) zawierajacy obraz tej czedci dziedziny, ktéra znalazla sie w rozpatrywanym otoczeniu punktu p, z
wyjatkiem punktu samego p. Nastepnie zmniejszamy to otoczenie (czyli méwiac nieformalnie 6 — 0), lewy koniec

otrzymanego przedziatlu, by¢ moze zdegenerowanego do jednego punktu, to liminf f(z), a prawy — to limsup f(z).
T—p

xT—p

Zachecam studentéw do wykazania rownowaznoéci tych okreslen oraz do samodzielnego ich sformutowania w przy-
padku p = £o0.
Podamy teraz kilka przykladéw kresow funkcji.

5. Niech f(z) = . Jest jasne, ze —1 < f(z) < 1 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Czytelnik sprawdzi

x
VI+a?
z tatwoscia, ze jeSli 0 < a < 1 i z > \/%—cﬂ , to a < \/% = f(z). WykazaliSmy wiec, ze 1 jest
ograniczeniem gérnym funkcji f oraz ze zadna liczba dodatnia mniejsza niz 1 nie jest ograniczeniem gérnym
funkeji f. Stad wynika, ze sup f = 1. Poniewaz funkcja f jest nieparzysta ( f(—z) = —z dla kazdego z), wiec
inf f=—1.
Kresem gérnym funkcji sin jest liczba 1, a kresem dolnym funkcji sinus — liczba —1.

Kresem gérnym funkcji wyktadniczej o podstawie e jest +o0o0, a dolnym — liczba 0.

Kresem gérnym logarytmu naturalnego jest +oo, a kresem dolnym jest —oc.

© ® N e

Kresem gérnym funkcji liniowej niestatej jest +oo, a kresem dolnym tej funkcji jest —oo.
10. Kresem gérnym funkcji f, danej wzorem f(z) = 22+ 2x —2 = (x + 1)? — 3, jest +00, a kresem dolnym tej
funkcji jest liczba —3.
4. Funkcje monotoniczne
Rozpoczniemy od przypomnienia definicji funkcji niemalejacych i nierosnacych, Scisle maleja-
cych i $cisle rosnacych.
Definicja funkcji monotonicznych i $cisle monotonicznych
Funkcja f okreslona na zbiorze, ktérego elementami sa liczby rzeczywiste, jest
1. Scisle rosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x, y konsekwencja nieréwnosci x < y jest
nieréwnosé¢ f(z) < f(y);
2. Scisle malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x, y konsekwencja nieréwnosci x < y jest
nier6wnosé¢ f(x) > f(y);
3. nierosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw z, y konsekwencja nieréwnosci x < y jest
nieréwno$é¢ f(z) > f(y);
4. niemalejaca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw z, y konsekwencja nieréwnoéci =z < y jest

nieréwno$é f(z) < f(y). |



Znéw mamy do czynienia z rozszerzeniem pojecia z ciagdw na funkcje. Podamy tylko jeden przykiad, bo licznych

przyktadéow dostarczyliSmy juz wczesniej w postaci ciagdw monotonicznych, a i w przysztosci ich nie zabraknie.

Niech f(x) = é dla z # 0. Zauwazmy, ze w calej dziedzinie funkcja nie jest monotoniczna: —1 < 1 i jednoczesnie
f(=1) = -1 < 1= f(1), wiec funkcja f nie moze by¢ nierosnaca, w szczegdlnosci nie moze by¢ malejaca; 1 < 2 i
jednoczesnie f(1) =1 > % = f(2), zatem f nie moze by¢ funkcjg niemalejaca, tym bardziej rosnaca. Natomiast
czytelnik stwierdzi bez trudu, ze f jest funkcja malejaca na kazdej z dwu pélprostych (—oo,0) i (0,+00).

Twierdzenie o istnieniu granic funkcji monotonicznej
Jesli f jest funkcja monotoniczna, p jest punktem skupienia jej dziedziny, to jesli istnieje ciag (z,) argumentéw
funkcji f mniejszych niz p, zbiezny do p, to f ma granice lewostronng w punkcie p, jesli istnieje ciag argumentéw
funkcji f wiekszych niz p, zbiezny do p, to f ma granice prawostronna w punkcie p.

Dowdéd. Wiystarczy oczywiscie udowodnié to twierdzenie przy zalozeniu, ze funkcja f jest niemalejaca. Jesli
bowiem f jest nierosnaca, to funkcja przeciwna — f jest niemalejaca. Niech g bedzie kresem gérnym zbioru ztozonego
z wartodci funkeji f osiaganych w punktach z <p (g =sup{f(z): z <p}). Trzeba wykazaé, ze g = mlir;lﬁ f(z).
Jesli x < p, to f(x) <g.Jesli m < g jest liczba, rzeczywista, to poniewaz m nie jest ograniczeniem gérnym zbioru
tych wartosci funkeji f, ktére s osiagane w punktach z < p, wiec istnieje argument 2’ < p, taki ze f(a') > m.
Stad wynika, ze jeSli ' < z < p to m < f(2') < f(x) < g, zatem: jeSli < p jest dostatecznie bliskie p, to
f(x) jest dostatecznie bliskie g, co dowodzi tego, ze g = zliﬁmﬁ f(x). Analogicznie dowodzimy, ze jesli istnieje ciag
argumentéw wiekszych niz p, zbiezny do p, to kres dolny ty(z;h wartosci funkcji, ktore sa przyjmowane w punktach
wiekszych niz p jest prawostronna granica funkcji f w punkcie p. Dowdd zostat zakoniczony. B
5. Funkcje ciagle

Przechodzimy teraz do najwazniejszego tematu tego rozdziatu — do cigglosci. Rozpoczniemy od definicji.

Definicja funkcji ciaglej
Funkcja f jest ciagla w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy p jest argumentem funkcji i zachodzi jedna z dwu
mozliwosci:

(i) p nie jest punktem skupienia dziedziny funkeji f;
(ii) p jest punktem skupienia dziedziny funkcji f, ktéra ma granice w punkcie p i ta granica jest réwna wartosci

funkcji w punkcie p: alglg;) fl@)y=f(p). m

Twierdzenie charakteryzujace ciaglo$é
Funkcja f jest ciagla w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby dodatniej e istnieje liczba § > 0, taka
ze jesli |x —p| <4, to |f(z) — f(p)| <e.

Dowdd. Jezeli p nie jest punktem skupienia dziedziny funkcji f, to istnieje liczba & > 0, taka ze jedy-
nym punktem z dziedziny funkcji f, dla ktérego | — p| < § jest punkt p — w tym przypadku |f(z) — f(p)| =
|f(p) — f(p)] = 0 < e, niezaleznie od wyboru liczby dodatniej €. Pozostala cze$¢ twierdzenia moze by¢ otrzymana
natychmiast z definicji otoczeniowej granicy funkcji. Dowdd zostat zakonczony. B

7 poznanych twierdzen o granicach funkcji wynika od razu nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie o operacjach na funkcjach ciaglych
Zalézmy, ze funkcje f i g okreslone na wspdlnej dziedzinie sa ciagle w punkcie p. Wtedy nastepujace funkcje sa
ciagte w punkcie p: f+g¢g, f—g, f-g oraz § pod warunkiem g(p) #0. H

Wazna operacja jest sktadanie (superponowanie) funkcji. Polega ono na ,wykonaniu” po kolei dwu funkcji:



(fog)(x) = f(g(x)). Okazuje sie, ze sktadajac funkcje ciagle otrzymujemy w rezultacie funkcje ciagla,.

Twierdzenie o ciaglosci zlozenia dwu funkcji

Jezeli funkcja g jest ciagta w punkcie p, funkcja f okreslona na zbiorze zawierajacym zbiér wartosci funkcji g jest

ciagla w punkcie g(p), to zlozenie fog jest funkcja ciagla w punkcie p.

ly —

Dowéd Wynika to od razu z otoczeniowej definicji ciaglodci: je$li € > 0, to istnieje § > 0, takie ze jesli

g(p)| <6, to |f(y) — flg(p))| < e, istnieje tez n > 0, takie ze jesli |x — p| < n, to |g(x) — g(p)| < J, a wobec

tego |f(g(x)) — f(9(p))] < e. Dowdd zostal zakoriczony. W

Nie jest natomiast prawda, ze funkcja odwrotna do funkcji f ciaglej w punkcie p musi byé ciagla w punkcie

f(p). Zachecamy czytelnikéw do samodzielnego skonstruowania przyktadu. Musi on byé nieco dziwaczny, bowiem

jedli zalozymy, ze funkcja f jest ciagla w calej dziedzinie, ktéra jest przedzialem, to wtedy funkcja odwrotna musi

by¢ ciagla, méwimy o funkcji, ktérej wartosciami sa liczby rzeczywiste. Tego twierdzenia jednak nie udowodnimy

teraz, bowiem jego dowdd stanie sie tatwiejszy pézniej.

10.

Przyklady

Funkcja stata jest ciagla w kazdym punkcie. B

Funkcja identycznosé, czyli funkcja, ktérej wartoscia w punkcie x jest liczba x jest ciagla w kazdym punkcie
prostej — wynika to natychmiast z definicji ciaglosci. Zamiast méwié¢ funkcja identyczno$é bedziemy moéwié
funkcja x, rozumiejac, ze jest ona okreslona na calej prostej. B

Funkcje z2, x>

, .. .sa ciagle w kazdym punkcie prostej. Wynika to natychmiast z twierdzenia o ciaglosci iloczynu
funkcji ciagltych i poprzedniego przykltadu. W

Kazdy wielomian, czyli funkcja postaci ag + a1z + - -+ + a,z™, gdzie ag, a1, ... ,a, sa dowolnymi liczbami
rzeczywistymi, jest ciagla w kazdym punkcie prostej. Wynika to z poprzednich przykladéw oraz twierdzenia o
ciaglodci iloczynu i sumy funkeji: funkcja postaci ajz’ jest iloczynem funkcji stalej o wartosci a; oraz funkcji
27, wielomian jest sumg takich funkcji. ®

oo
Suma szeregu potegowego, tj. szeregu postaci Z an,x” jest funkcja ciagla w kazdym punkcie swej dziedziny, tj.

n=0
w kazdym punkcie =, w ktérym szereg potegowy jest zbiezny. To twierdzenie nie jest takie proste jak poprzednie,

ale udowodniliémy je poprzednio. B

Funkcja ktoérej dziedzing jest zbidr zlozony ze wszystkich liczb rzeczywistych z wyjatkiem liczby —3 jest

x—1
T3
ciagla w kazdym punkcie swej dziedziny, bo jest ilorazem funkcji ciaglych. ®

Funkcja wykladnicza e” jest ciagla. WykazaliSmy to w rozdziale 1. punkt 19. Wynika to réwniez z wzoru
. . o .
udowodnionego tamze: e” = E — i przyktadu poprzedniego. B
n!
n=0

Logarytm naturalny (o podstawie e) jest funkcja, ciagla. Mozna wywnioskowaé to z ciaglosci funkeji wyktadniczej
w taki sam sposéb jak w przyktadzie trzynastym wnioskowana jest cigaglo$é funkeji arcsin z ciaglosci funkcji
sinus. l

Dla kazdej liczby rzeczywistej a funkcja potegowa z® o wykladniku a jest ciagla w kazdym punkcie pélprostej
(0, +00) . Wynika to z ciaglodci logarytmu naturalnego, ciaglosci funkeji wykladniczej o podstawie e i ciagtosci
iloczynu oraz zlozenia funkcji ciaglych: z® = e m

Jedli a > 0, to funkcja =% jest ciagla w punkcie 0, jej warto$¢ w punkcie 0 definiujemy w tym przypadku jako

1
0. Trzeba udowodnié, ze jesli lim z, = 0, to réwniez lim z = 0. Jest tak dla a = e k — dowolna liczba

n—oo n—oo

calkowita wieksza niz 1, bo z'/* = ¥z — wykazaliémy to w rozdziale 1, punkt 17, przyklad i. W przypadku



11.

12.

13.

14.

15.

dowolnego a znajdujemy najpierw dodatnia liczbe catkowita, k& > 2 . Dla kazdej liczby nieujemnej z < 1 mamy
wtedy 0 < 2% < 2'/% . Teza wynika teraz z twierdzenia o trzech ciagach. W

Jesli a = g, gdzie ¢ jest nieparzysta liczba calkowita dodatnia, zas p liczba calkowita ujemna, to funkcja
2% = /2P jest ciagla w kazdym punkcie péiprostej (—oo,0). Wynika to od razu z ciaglosci funkcji pierwiastek
q—tego stopnia, ciaglosci wielomianu i ciaglosci ilorazu funkcji ciaglych oraz twierdzenia o ciagtosci zltozenia. B
W ostatnich trzech przykladach wykazalismy, ze funkcja potegowa jest ciagla wszedzie tam, gdzie jest okreslona.
Funkcje sinus i kosinus sg ciagle w kazdym punkcie prostej. Jest to konsekwencja nieréwnosci |sina — siny| <
|x —y| oraz |cosz —cosy| < |z —y|. B

Funkcja arcsin jest ciagla na przedziale [—1,1]. Zal6zmy, ze tak nie jest. Oznacza to, ze istnieje ciag (z,)
punktéw przedziatlu [—1,1] zbiezny do pewnej liczby g, taki ze ciag (arcsinz,) nie jest zbiezny do arcsing.
Oznacza, ze z ciagu (arcsinz,) mozna wybraé podciag zbiezny arcsinzy, do granicy G # arcsing. Stad
i z ciaglosci funkcji sinus wynika, ze g = nlirréo T, = nlirrgo sin(arcsin(z, )) = sin(G) # sin(arcsing) = g.
Otrzymalismy sprzecznosé g # g. Oznacza to , ze kazdy podciag zbiezny ciagu (arcsinz,) ma granice arcsing,
a to oznacza, ze nh_}rrgo arcsinx,, = arcsing. W

Funkcja arctg jest ciagla na calej prostej. Dowdd, ktéry mozna przeprowadzi¢ podobnie do podanego w poprzed-
nim przyktadzie dowodu cigglosci funkcji arcsin pozostawiamy czytelnikom, by mogli sprawdzié, na ile zrozumieli
metode. Oczywiscie w dowodzie nalezy skorzystac z ciaglodci funkcji tangens, ale to ostatnie stwierdzenie wynika
z twierdzenia o ciaglosci ilorazu. B

Dla kazdej liczby rzeczywistej a > 0 funkcja wykladnicza a® jest ciagla w kazdym punkcie prostej rzeczywiste;j.
Wynika to z tego, ze a® = e*™ % twierdzeni o ciaglosci iloczynu i zlozenia oraz ciagloéci funkcji wykladniczej o

podstawie e i ciaglosci identycznosci oraz funkcji statej. W

7Z tych przyktadéw wynika, ze kazda funkcja, ktéra, mozna zdefiniowaé ,,wzorem” uzywajac standardowych funkcji, jest

ciagla w calej swojej dziedzinie, np. exp<

sin(2? — 12z + 2)
tg (cosz + Inx)

> —sinv/xz* — 113. Wynika to z wielokrotnego stosowania

twierdzen o ciaglosci zlozenia, sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu. Mogloby wiec powstaé¢ wrazenie, ze wszystkie funkcje

sg ciagle. Tak jednak nie jest. Podamy ponizej kilka przyktadow.

16.

17.

18.

19.

Przyklady funkcji nieciaglych

= m dla = # 0 oraz f(0) = 0, ta funkcja jest ciaglta w kazdym punkcie p # 0, bo wtedy jest stala

sgn(x) .

w pewnym przedziale otwartym zawierajacym p, w punkcie 0 ta funkcja jest nieciagla, bowiem jej granica
prawostronna jest w tym punkcie réwna 1, lewostronna jest réwna —1, wiec funkcja sgn (znak liczby) nie ma
granicy w punkcie 0. W

Niech f(z) = siné dla z # 0, f(0) = 0. Funkcja tak zdefiniowana nie ma granicy w punkcie 0, wiec nie jest
w tym punkcie ciagla. We wszystkich innych punktach jest ciagla jako zlozenie funkcji ciaglej sinus z funkcja
ciagla l |

x

Niech f(z)=1 dla 2 #0 i f(0) = 0. Funkcja ta jest nieciaglta w punkcie 0, cho¢ ma w tym punkcie granice,
jednak ta granica nie jest réwna wartosci funkcji w punkcie 0. W innych punktach p funkcja jest ciagla, bo
jest stala na pewnym przedziale otwartym zawierajacym punkt p. Oczywidcie mozna uznaé ten przyklad za
sztuczny. B

Niech V(t) oznacza objetos¢ jednego kilograma wody w temperaturze ¢, ci$nienie jest stale, tzw. normalne i

niezalezne od temperatury. Ze szkolnych lekcji fizyki wiadomo, ze funkcja V' ma nieciaglos¢ w punkcie 0 tj. w



temperaturze, w ktorej nastepuje przejsicie ze stanu cieklego w staly lub odwrotnie, zreszta, w punkcie 0 funkcja
jest z punktu widzenia fizyki niezdefiniowana, ze wzgledu na zmiane stanu skupienia. Granice jednostronne
istnieja: prawostronna jest mniejsza niz lewostronna (dlatego 16d plywa w wodzie wystajac z niej). Przyklad
ten podajemy po to, by czytelnicy tego tekstu zdawali sobie sprawe, ze w niektérych sytuacjach pojawiaja sie
funkcje nieciagglte w naturalnych sposéb. M
20. Niech f(x) =1, jedli liczba z jest wymierna, tj. x jest ilorazem dwu liczb calkowitych i niech f(z) =0, jesli
x jest liczba niewymierna, np. jesli x = %\/5 , gdzie m, n sa liczbami catkowitymi réznymi od 0. Funkcja ta
nie ma granicy w zadnym punkcie, bo kazda liczba rzeczywista jest granica ciagu liczb wymiernych, np. swoich
przyblizen dziesietnych oraz granica ciagu liczb niewymiernych. W pierwszym przypadku ciag wartosci funkcji
dazy do 1, a w drugim do 0’ Wobec tego funkcja ta jest nieciaglta w kazdym punkcie! Mozna udowodnié, to jest
tatwel, ze f(x) = leH;o (nh_{rgo (cos(k:!wx))%) , wiec ta dziwna funkcja moze by¢ otrzymana w wyniku podwdjnego
przejscia granicznego z funkcji uwazanych za podstawowe. B
Funkcje nieciagle pojawiaja sie w roznego rodzaju modelach matematycznych. Nie bedziemy sie nimi zaj-
mowa¢l prawie wcale. Pierwszym naszym celem jest zaznajomienie sie z podstawowymi wlasnosciami funkcji ciaglych
okreslonych na porzadnych dziedzinach. Z naszego punktu widzenia najporzadniejszymi mozliwymi dziedzinami sa,
przedzialy. Rozpoczniemy od intuicyjnie oczywistego twierdzenia nazywanego czesto mylnie twierdzeniem Darboux.
Wydaje sie, ze pierwszymi, ktérzy je udowodnili, zreszta niezaleznie, byli Bolzano i Cauchy.
Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich
Jesli f jest funkcja ciagly w kazdym punkcie pewnego przedziatu P i f(z) < C < f(z) dla pewnych punkéw =z, z
przedzialu P, to miedzy punktami = i z znajduje sie punkt y, taki ze C = f(y).

1
Dowdd. Niech xg =z, zg = z. Niech ¢y bedzie srodkiem odcinka o koncach xg i zg. Mamy ¢y = 5(3:0 +20).
Sa trzy mozliwosci f(cp) = C, f(co) < C 1 f(co) > C. W pierwszym przypadku przyjmujemy y = ¢ i koriczymy
dowod. W drugim przypadku przyjmujemy z1 = ¢ i 21 = 29. W trzecim przypadku przyjmujemy z; = z¢ i

1
z1 = ¢o. W drugim i trzecim przypadku spelmione s zaleznosci: f(z1) < f(z1) oraz |z — z1| = §|zo — Zo].

1
Powtérzymy konstrukcje. Niech ¢; = 5(3:1 + z1). Jesli f(c1) = C, to kotczymy dowdd przyjmujac y = ¢1. W

przypadku przeciwnym przyjmujemy xo = c1 1 29 = 21, jezeli f(c1) < C oraz wo =1 1 20 = ¢1, jezeli f(c1) > C.
W obu przypadkach f(z2) < C < f(z2) 1 |22 — x2] = %|zl — x| = (%)2|zo — xp|. Postepujac w dalszym
ciagu w ten sposéb natrafiamy na punkt y, taki ze C = f(y) lub otrzymujemy dwa ciagi (x,) i (z,) punktéw
przedzialu P, takie ze dla kazdego n spelnione sg zwiazki |z, — z,| = <%>” |z0 — xo| oraz f(x,) < C < f(zn).
7Z konstrukeji wynika, ze dla kazdego n punkty x,41 i zp,41 znajduja sie w przedziale domknietym o koricach z,

i z,. Stad wynika, ze jezeli k > m > n, to punkty z.,,, zm, Tk, zr znajduja sie w przedziale o koricach z,, z, i
1

n
wobec tego odlegtosci miedzy kazdymi dwoma z nich sg mniejsze niz |z, — xp| = (5) |z0 — xo|, W szczegdlnosci

\" 1\" 1\"
|z —2m| < <§> lzo—zo| 1 |zp—2m| < <§> |z0—x0o]| . Z tego, ze lim (5) = 0, wynika, ze oba ciagi (z,) 1 (2n)
n—oo

spelniaja warunek Cauchy’ego, wiec kazdy z nich ma skonczong granice. Poniewaz nlLfI;O |2, —xn| = 0, wiec te granice

sa réwne. Niech y = nhHH;O Ty = nlirrgo Zn - Z ciaglosci funkcji f w punkcie y wynika, ze f(y) = nhHH;O flz,) < C oraz

Cc< nhj& f(zn) = f(y). Z nier6wnosci f(y) < C < f(y) wynika, ze C = f(y). Dowdd zostal zakoniczony. M.
Typowym zastosowaniem twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posrednich jest wykazywanie, ze funkcja ciagla w

kazdym punkcie przedziatu, przyjmujaca w pewnym punkcie tego przedziatu wartos¢ dodatnia, a w innym — ujemna,



ma miedzy tymi punktami pierwiastek. Nagladujac dowdd twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posrednich, mozna

skraca¢ dwukrotnie w kolejnych krokach przedzial, co daje rozsadna metode przyblizania pierwiastkow.*
Twierdzenie o istnieniu pierwiastkéw wielomianéw stopnia nieparzystego

Kazdy wielomian stopnia nieparzystego, tj. funkcja postaci w(x) = ag + a1 + a2z? + - -+ + a,2™, gdzie symbole

ap, a1, asg,...,a, oznaczaja liczby rzeczywiste, przy czym a, # 0, a n jest liczba naturalna nieparzysta, ma

pierwiastek rzeczywisty, tzn. istnieje liczba zq, taka ze w(zg) =0.

1 w(x
Dowdéd. lim — = 0, zatem lim L = lim (
r—too I r—+oo M r—too

aop a An—1 4 ;
— — -t +ay) = an. Zalézmy, ze
€T T T

an, >0 — przypadek a, < 0 mozna sprowadzi¢ do poprzedniego przez zastapienie wielomianu w wielomianem

przeciwnym —w . Stosujac twierdzenia o granicach stwierdzamy, ze z jednej strony zachodzi lim w(z) = lim z" -
xTr— 00

T—00
im &)
r—oo M

wnioskujemy, ze wielomian w przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie jak i ujemne: jesli = jest dostatecznie duza, liczba

w(x
=400 a, = +00, a z drugiej strony lim w(z) = lim z"- lim Q
r— —00 xr

——00 z——oc0 N

= - a, = —00. Z tego

dodatnia, to w(x) > 0, jesli |z| jest dostatecznie duza liczba dodatnig i = < 0, to w(z) < 0. Stad za$ wynika, ze
wielomian ten przyjmuje w pewnym punkcie warto$é¢ 0, czyli ze ma pierwiastek. Dowdd zostal zakonczony. B
Powyzsze twierdzenie nie oznacza, ze umiemy znajdowaé pierwiastki takiego wielomianu w sposéb podobny do
stosowanego w szkotach dla wielomianéw kwadratowych. Znaleziono w X VI wieku wzory na pierwiastki wielomianéw
stopnia trzeciego i czwartego, sa one znacznie bardziej skomplikowane od wzoréw na pierwiastki rownania kwadrato-
wego. Na poczatku wieku dziewietnastego udowodniono (Ruffini, Abel, Galois), ze nie istnieja wzory na pierwiastki
réwnan stopnia piatego i wyzszego. Jest to wynik negatywny, teoretyczny, ale metody rozwiniete dla jego osiagniecia
znalazly znacznie pozniej zastosowania w fizyce i chemii. Z punktu widzenia tego wykladu nie ma to wiekszego zna-
czenia. Méwimy o tym jedynie po to, by uswiadomié czytelnikom, ze w wielu przypadkach wypisywanie doktadnych
wzorow jest niemozliwe, czasem jest mozliwe, ale mato sensowne, bo wzory sa tak zawile, ze ich wypisanie niewiele
daje, natomiast mozna uzywaé wzorow przyblizonych, ktore w wielu przypadkach daja wystarczajace rezultaty.
Nastepne twierdzenie okaze sie bardzo przydatne do znajdowania najmniejszych i najwiekszych wartosci funkcji.
Szczegdlnie duze znaczenie mie¢ ono bedzie w przypadku funkcji rzeczywistych wielu zmiennych. Bedziemy je stosowaé
w przypadku funkcji jednej zmiennej rzeczywistej miedzy innymi po to, by pdzniej, w przypadku wiekszej liczby
zmiennych, tatwiej mozna bylo przesledzi¢ rozumowania wykorzystujace pozornie catkowicie abstrakcyjne twierdzenia.
Twierdzenie Weierstrassa o przyjmowaniu kresow
Zalézmy, ze funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie przedziatu domknietego [a, b] . Wtedy w przedziale [a,b] znajduja
sie punkty p, ¢, takie ze dla kazdego punktu z z tego przedziatu zachodzi nieréwnosé f(p) < f(z) < f(q), tzn.
f(p) jest najmniejsza wartoscig funkcji f na przedziale [a,b], zas f(q) jest najwieksza wartoscig funkcji f.
Dowéd. Niech M bedzie kresem gérnym funkcji f na przedziale [a, b]. Istnieje ciag (x,) punktéw przedziatu
[a,b], taki ze nhl%o f(zn) = M . Z twierdzenia Bolzano — Weierstrassa wynika, ze z ciagu (x,) mozna wybraé podciag
zbiezny (zy, ). Niech ¢ = nlLfI;O xk, . Poniewaz dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos$¢ a < xp, < b,
wiec w granicy otrzymujemy a < g < b. Funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie przedzialu [a,b], w szczegblnosci
w punkcie ¢. Wobec tego f(q) = nh_}rr;o flzg,) = nhj& f(zn) = M. WykazaliSmy, wiec ze supf = M = f(q),
co oznacza, ze f(q) jest najwieksza wartoscig funkcji f na przedziale [a,d]. Istnienie punktu, w ktérym funkcja f
przyjmuje swa najmniejsza wartosé, wnioskujemy stosujac twierdzenie o wartoéci najwiekszej do funkeji —f . Dowdéd

zostal zakonczony. W

* Istnieja lepsze, ale bardziej skomplikowane.



Nastepne twierdzenie poprzedzimy dwiema definicjami.

Definicja jednostajnej ciaglosci
Funkcja f jest jednostajnie ciagla na zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje liczba
d >0, taka ze jesli z,y € A oraz |z —y| <4, to |f(z) — f(y)|<e. W

Definicja warunku Lipschitza
Funkcja f spelia warunek Lipschitza na zbiorze A ze stala dodatnia L < 4+oo wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych z,y € A zachodzi nieréwnos$¢ |f(x) — f(y)| < Llz —y|. &

Jest jasne, ze funkcja spelniajaca warunek Lipschitza jest jednostajnie ciagla: wystarczy przyjacé, ze § = %
Jest tez jasne, ze funkcja jednostajnie ciagla jest ciagla. Istnieja funkcje ciagle, ktére nie sa jednostajnie ciagte.

2

Przyktadem jest funkcja x® rozpatrywana na calej prostej. Zalézmy bowiem, ze ¢ 1 oraz ze istnieje liczba

5
+ 7 Wtedy |22 —y?| =

1 1
§ > 0, taka ze jezeli |z —y| < 6, to |22 —y?| < 1 = e. Niech z = 5 i niech y = 5

2
1+ (5) > 1 = e, wiec wbrew przypuszczeniu nie istnieje liczba ¢ speliajaca zadany warunek. Mozna wy-

kazaé, ze funkcje e” na calej prostej, Inz na pélprostej (0,+o0) itp. nie sa jednostajnie ciagle, choé zmniejsze-
nie dziedziny moze zmieni¢ sytuacje. Funkcja e® spelia warunek Lipschitza na pélprostej postaci (—oo,a] dla
kazdej liczby rzeczywiste] a. Jesli bowiem y < < a, to e —e¥| = (1 — eV ?) < e (1-(1+(y—2x))) =
=e*(z—vy) < e*|lz—y|. Funkcja liniowa az+b spelia warunek Lipschitza ze stala, |a|, co wynika od razu z réwnosci
|(ax + b) — (ay + b)| = |a||z — y|. Funkcja x? rozpatrywana nie na calej prostej, lecz na przedziale [—M, M], gdzie
M > 0, spelnia warunek Lipschitza ze stala, 2M , bowiem |22 — 2| = |z —yl||lz +y| < |z — y|(|z| + |y|) < 2M |z —y|.
Funkcja /z rozpatrywana na calej prostej jest jednostajnie ciagla ale nie spelnia warunku Lipschitza: jesli z > y,
to 0 < vz — VY < VT —y, co mozna wykazaé przenoszac \/Y na prawg strone nieréwnosci, a nastepnie podnoszac

obie strony nieréwnoéci do kwadratu — z tej nieréwnoéci wynika jednostajna ciagloéé, starczy przyjaé, ze § = €2, z

VI

1/n—0 n—00

warunku Lipschitza wynikaloby, ze L > 400, co oczywiscie przeczy temu, ze L < 400.
Wykazalismy wiec, ze
warunek Lipschitza = jednostajna ciagtosé == ciggtosé

oraz ze zadna z tych implikacji nie moze by¢ zastapiona réwnowaznoscia. Warto jeszcze dodaé, ze w definicji (oto-
czeniowej) ciaglosci funkeji w punkcie zada sie istnienia liczby 6 > 0 i ze takie samo zadanie wystepuje w definicji
ciagtosci jednostajnej. Réznica polega na tym, ze w definicji ciagtosci liczba § > 0 jest dopasowywana do punktu, w
ktérym badana jest ciagtos¢ i do liczby € > 0, natomiast w definicji ciaglosci jednostajnej d > 0 zalezy tylko od ¢.
Podamy teraz wazne twierdzenie, ktore wykorzystamy w rozdziale poswieconym catkom.

Twierdzenie Cantora-Heine’go o jednostajnej ciaglosci
Jesli funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedzialu domknietego [a,b], to jest ona ciagla jednostajnie na tym
przedziale.

Dowdéd. Zalézmy, ze twierdzenie nie jest prawdziwe. Istnieje wtedy liczba & > 0, taka ze dla kazdej liczby
0 > 0 istnieja takie liczby z,y € [a,b], ze |x —y| < § 1 jednoczesnie |f(x) — f(y)| > €. Niech z,,y, beda takimi
liczbami z przedziatu [a,b], ze |z, —yn| < 0 = % i jednoczesnie |f(x) — f(y)| > €. Z twierdzenia Bolzano —

Weierstrassa wynika, ze z ciagu (x,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny (zy, ). Oznaczmy jego granice przez g. Mamy

1
wiec g = nler;O Xk, , a poniewaz |T, —yn| < o wiec réwniez g = nhHH;O Yk, - Oczywiscie g € [a, b] . Wobec tego funkcja

f jest ciagla w punkcie g, zatem f(g) = lim f(z,) = lm f(yk,), whrew temu, ze |f(zg,) — f(yr,)| =€ > 0.
n—oo n—oo

Dowdéd zostal zakoriczony. B



Teraz zajmiemy si¢ monotonicznymi funkcjami ciaglymi. Rozpoczniemy od twierdzenia gwarantujacego ciaglosé
funkcji monotoniczne;j.

Twierdzenie o ciaglosci funkcji monotonicznej
Jesli funkcja monotoniczna f okreslona na zbiorze A C IR przeksztalca zbidr A na przedzial, to jest ciagla w
kazdym punkcie zbioru A.

Dowdéd.  Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze funkcja f jest niemalejaca. Jesli p € A jest granica ciagu (an)
punktéw zbioru A mniejszych niz p, to istnieje granica xlir}rnli f(z) < f(p). Poniewaz dla > p zachodzi nieréwnosé

f(x) > f(p), adla z < p zachodzi nieré6wnosé f(z) < lim f(x), wiec z tego, ze obrazem zbioru A jest przedzial,
T—p~

wynika, ze lim f(z) = f(p): gdyby bylo lim f(z) < f(p), to punkty przedziatu ( lim f(:v),f(p)) bytyby poza
Tz—p~ T—p~ T—p~

obrazem zbioru A, wiec nie bylby on przedzialem. Analogicznie: jesli istnieje ciag (al,) wiekszych niz p zbiezny do

p, to f(p) = lim+ f(z). Stad wynika, ze f jest ciagla w punkcie p. Dowdd zostal zakoriczony. W
T—p

‘Whniosek
Jesli f jest funkcja monotoniczna okreslong na przedziale P, to f jest ciagta w kazdym punkcie wtedy i tylko
wtedy, gdy f przeksztalca przedzial P na pewien przedzial (zdegenerowany do punktu w przypadku, gdy f jest
funkcja stala). B

Twierdzenie o monotonicznosci réznowartosciowej funkcji ciaglej
Jezeli f jest réoznowartosciows funkcja ciagla okreslona na przedziale P, to f jest funkcja $cisle monotoniczna,.

Dowéd. Wykazemy najpierw, ze jedli x,z sg punktami przedzialu P oraz = < y < z, to f(y) lezy miedzy
punktami f(z) i f(z). Sa dwie mozliwosci f(z) < f(z) i f(z) > f(z). Druga mozliwo$¢ mozna sprowadzi¢ do
pierwszej przez zastapienie funkcji f funkcja przeciwng —f. Wystarczy wiec zajaé sie pierwsza. Jesli f(y) nie
lezy miedzy f(z) i f(z), to albo f(y) < f(z), albo f(z) < f(y).W pierwszym przypadku, na mocy twierdzenia
o przyjmowaniu wartosci posrednich, istnieje punkt x’ lezacy miedzy y i z, taki ze f(x) = f(2’). Przeczy to
réznowartosciowosci funkeji f. W drugim przypadku miedzy x i y znajduje sie punkt 2, taki ze f(z) = f(2'), co
znéw przeczy réznowartosciowosci funkceji f.
Teraz przejdziemy do wlasciwego dowodu. Zalézmy, ze dla pewnych punktéw r, s przedzialu P zachodza nieréwnosci
r <s oraz f(r) < f(s). Udowodnimy, ze jesli u < v, to réwniez f(u) < f(v) Z tego co juz udowodnilidémy wynika,
ze jesli u < r, to f(r) < f(u) (dla dowodu rozwazamy tréjke = = u, y =r, z = s), jesi r < u < s, to
f(r) < f(u) < f(s) (tym razem =z = r, y = u, z = s) 1 wreszcie jesli s < u, to f(s) < f(u). To samo
dotyczy oczywiscie f(s). Punkty r,s dziela przedzial P na trzy podprzedzialy. Jesli u,v znajduja sie w réznych
podprzedzialach, to teza wynika z tego, co juz stwierdzili$my. Jeslinp. u < v < r, to poniewaz f(u) < f(r) i f(v) lezy
miedzy f(u) i f(r), to f(u) < f(v) < f(r). Pozostale przypadki rozpatrujemy w identyczny sposéb. Dowdd zostat
zakonczony. W

Udowodnimy teraz twierdzenie pozwalajace stwierdzaé ciaglosé funkcji odwrotnej.

Twierdzenie o ciaglosci funkcji odwrotnej
Jesli f jest funkcjg $cisle monotoniczna okredlona na pewnym przedziale P, to funkcja odwrotna f~! prze-
ksztalcajaca obraz przedzialu P na przedzial P jest ciagta.

Dowéd Twierdzenie to wynika od razu z twierdzenia o ciagloéci funkcji monotonicznej, ktére udowodnilismy
juz wczesniej: funkcja monotoniczna, ktérej obraz jest przedzialem jest ciggla i tego, ze funkcja odwrotna do funkcji

monotonicznej jest monotoniczna. Dowdd zostal zakoriczony. B



7 tego twierdzenia wynikaja udowodnione juz poprzednio twierdzenia o ciaglosci logarytmu, funkcji arcsin i
funkcji arctan, pierwiastkéw jako funkcji odwrotnych do funkcji wykladniczej, funkcji sinus ograniczonej do przedziatu
[—g, g] , funkcji tangens ograniczonej do przedziatu (—g, g) i funkcji potegowych ograniczonych w razie potrzeby
do zbioru liczb nieujemnych.

Zauwazmy, ze w twierdzeniu tym nie wystepuje zalozenie ciaglosci funkcji f ! Ono nie jest potrzebne, zamiast niego
wystepuje monotonicznosé wyjsciowej funkcji. W przypadku ogélnym, gdy dziedzina funkcji nie jest przedzialem
funkcja odwrotna ciagla by¢ nie musi.

6. Funkcje wypukle

Wazna klase funkcji stanowia tzw. funkcje wypukie. Przypomnijmy, ze zbiér nazywany jest wypuklym wtedy i
tylko wtedy, gdy wraz z kazdymi dwoma punktami zawiera odcinek, ktéry je taczy. Zbiorami wypuklymi sa proste,
plaszczyzny, cala przestrzen tréjwymiarowa, kolo (ale nie okrag), kula (ale nie jej powierzchnia zwana sferg), kwadrat
(ale nie jego brzeg), tréjkat (ale nie jego brzeg). Czytelnicy zapewne pamietaja ze szkoly $redniej, ze wielokat jest
wypukly, jesli jego katy wewnetrzne sa mniejsze niz 180°, czyli 7w radiandéw. Jest jasne, ze jedynymi podzbiorami
wypuklymi prostej sa przedzialy, ewentualnie zdegenerowane do punktu. Moga to by¢ przedziaty otwarte, domkniete,
otwarto-domkniete, domknieto-otwarte, skoniczone lub nieskonczone.

Definicja funkcji wypuklej
Funkcje f okre$lona na zbiorze wypuklym P nazywamy wypukla, jesli dla dowolnych punktéw x,y € P i dowolnej
liczby ¢ € (0,1) zachodzi nieréwnos¢ f(tz + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y).* Jezeli nieréwnosé ta jest ostra w
przypadku x # y, to méwimy, ze funkcja jest Scisle wypuklta. Jesli funkcja —f jest wypukla, to méwimy, ze funkcja
f jest wklesta, jesli funkcja —f jest Scidle wypukta, to funkcja f nazywana jest Scisle wklesta. B

Przyklady

1. Jedli f(z) = ax + b, to funkcja f jest jednoczesnie wypukla i wklesta, nie jest $cisle wypukla. Stwierdzenie
to wynika natychmiast z definicji: f(t:c + (1= t)y) = a(t:c + (1= t)y) +b = t(a:c + b) + (1 -1 (ay + b) =
tf(z)+(1—1t)f(y), wiec w przypadku funkeji liniowej nieréwnosé wystepujaca w definicji funkeji wypuklej staje

sie rownoscia. H

2. Jesli f(z) = 2%, to f jest funkcja $cisle wypukla na calej prostej. Uzasadnimy to stwierdzenie. Dla 0 < t < 1
mamy tf(z) + (1 — O)f(@y) — f(tz + (1 — B)y) = ta2 + (1 — 2 — (o + (1 — t)y)® =

=t(1—t)(z —y)? > 0, przy czym réwnosé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy z =y. B

3. Funkcja f(z) = /z jest Scisle wklesta — wynika to tatwo ze $cistej wypuklodei funkeji kwadratowej: nieréwnosé

Vie+ (1 =ty >tz + (1 - t)\/y jest réwnowazna nieréwnosci

(tu+ (1 —t)v)? < tu® + (1 — t)o?, gdzie u = /T, v= /7.

Przed podaniem nastepnych przyktadéw skomentujemy definicje funkcji wypuktej i podamy kryterium pozwa-
lajace stwierdzaé wypuklo$é niektorych funkcji. Funkcja jest wypukia jesli poltaczywszy dwa punkty jej wykresu
otrzymujemy odcinek, ktérego wszystkie punkty leza nad wykresem funkcji lub na jej wykresie. Funkcja jest $cisle
wypukla, jesli wszystkie punkty wewnetrzne odcinka taczacego dwa punkty wykresu leza nad wykresem funkcji. Jest
tak dlatego, ze w przypadku 0 < ¢ < 1, < y zachodzi nier6wnosé¢ = < tx + (1 — t)y < y. W przyktadzie pierw-
szym pokazaliSémy, ze punkt (t:c + 1=ty tf(x)+ (1 - t)f(y)) lezy na wykresie funkeji liniowej, ktorej wykres
fly) = f(=)

y—x
stepujaca w definicji funkcji wypuklej: f(tz + (1 —t)y) < tf(x) + (1 —t)f(y) to po prostu stwierdzenie, ze punkt

przechodzi przez punkty (z, f(z)) oraz (y,f(y)), przyimujemy a = oraz b = f(z). Nieréwnos$¢ wy-

* Definicje te stosuje sie w niezmienionej formie réwniez w przypadku funkcji wielu zmiennych.



(tz+ (1 —t)y, f (tz + (1 —t)y) ) znajduje si¢ pod punktem (tz + (1 —t)y,tf(z) + (1 —t)f(y)) . Oznacza to, funkcja
jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér punktéw znajdujacych sie nad jej wykresem jest wypukty.

Twierdzenie o wypuklosci funkcji ciaglej

Funkcja f ciagla w kazdym punkcie zbioru wypuklego P jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
xﬂ/) < f@) + fy)

, $cisle wypukta, gdy ta nieréwno$é jest ostra w kazdym

xz,y € P zachodzi nieréwnos¢ f < 5 5

przypadku, w ktérym z # y.

1
Dowéd. Jedli f jest wypukla, to przyjmujac w definicji wypuklosci ¢t = 3 otrzymujemy warunek podany w

tym twierdzeniu, co koniczy dowdd koniecznosci tego warunku. Zajmiemy sie teraz dowodem w ,.druga” strone.
z4y\ . f@)+ /)

2 - 2

dla dowolnych punktéw x,y zbioru P, wiec mozemy zastapi¢ punkt y srodkiem odcinka laczacego punkty z,y.

Niech z,y beda dowolnymi punktami zbioru P . Mamy f ( . Poniewaz nier6wnos¢ ta zachodzi

1 3 1
Mamy B} (IE + z ;r y> =" + s Wobec tego mamy tez

r (B o) =5 (@450 ) < 3 (5@ + LY~ 2564 Ly,

WykazaliSmy wiec, ze nieréwno$c¢ definiujaca wypuklo$é ma miejsce w przypadku t = 1 Stosujac to samo rozumowa-

r+vy

1 1 3
oraz y otrzymujemy nieréwnosé f(—:c + —y) < Zf(:c) + Zf(y) , a wiec nieréwno$¢ z definicji

ie d kté
nie do punktéw 1 1

1 3 1 3 1 1 1
wypuklosci w przypadku ¢t = 1 Rozwazajac kolejno pary punktéw zx i Z:L'Jr e Z:ch 1Y i §(x+y) , 5(:c+y)
i L + ! +3 i t j ierd ¢ kolejno dla ¢ ! t > t LA t ! Ot 1ig
i —x+-y oraz —z+-— otrzymujemy nieréwnos¢ kolejno dla ¢t = — == = - i t = -. Otrzymali$m

1 4y Z 1 4y Ly zymujemy w J 3’ g’ 3 3 Zymalsmy
C » . 2 3 4 5 6 7 . . . L »
nieréwnos¢ dla 7 wartoéci t: =, =, =, =, =, =, = .W taki sam sposéb mozemy otrzyma¢ nieré6wnosé¢

8 8 8787 878" 8

k k
16’ potem w przypadku t = 32 itd. Teraz skorzystamy z ciaglosci funkcji f. Kazda liczba

w przypadku t =
t € (0,1) jest granica ciagu (t,) liczb postaci 2% € (0,1). Dla tych liczb nier6wno$¢ jest juz udowodniona.Mamy
wiec f(tnx 4+ (1 —tn)y) < tnf(x)+(1—¢,)f(y). Przechodzac do granicy (wolno, bo f jest ciaglta w kazdym punkcie,
w szcezegblnosci w tx+ (1 —t)y ) otrzymujemy f (tx + (1 —t)y) <tf(x)+(1—1¢)f(y), a to koiiczy dowdd wypuklosci
funkcji f. Nalezy jeszcze wykazaé, ze w przypadku ostrych nieréwnosci funkcja f jest Scidle wypuklta. Zatézmy, ze
tak nie jest. Wtedy istnieja liczby x,y € P oraz ¢ € (0,1), takie ze f(tx+ (1 —t)y) =tf(z)+ (1 —1t)f(y). Zalézmy,
ze 0 < s <t<1.Mamy wtedy

@)+ (1= 0f () = [tz + (1= t)y) = f (2o + e+ (1- 9)y)) <

< () 4 Lo+ (1 8)) < $E) 4 42 (574 (L= 900 ) = 150) + (L= )1 0).
Wobec tego, Ze ten ciag nieréwnosci zaczyna sie i koriczy tym samym wyrazeniem, wszystkie nieréwnoéci sa réwnos-
clami, w szczegélnosci f(sx + (1 — s)y) = sf(x) + (1 — s)f(x), a to przeczy zalozeniu, bo oczywiscie s moze byé¢

. .k
liczba, postaci om - [ |

Ostatni fragment tego dowodu moze wygladaé nieco sztucznie, ale stanie sie jadniejszy po zapoznaniu sie z
twierdzeniem charakteryzujacym funkcje wypukle. W tej chwili wypada stwierdzi¢ jedynie, ze jesli trzy punkty lezace
na wykresie funkcji wypuklej leza na jednej prostej, to wykres tej funkcji zawiera najmniejszy odcinek domknietym,
ktéry je zawiera, a ostatni fragment dowodu w istocie rzeczy to pokazuje. By to dobrze zrozumieé trzeba pojac, ze
jesli 0 < s <t < 1, to punkt tz + (1 — t)y lezy blizej punktu x niz punkt sz + (1 — s)y, nastepnie narysowaé

sobie to wszystko biorac pod uwage to, ze zaden punkt wykresu funkcji wypuklej nie moze sie znalez¢ nad odcinkiem



taczacym dwa punkty tego wykresu.

Bez zalozenia ciaglosci powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe, ale przyklady o tym Swiadczace sa bardzo

nienaturalne i ich oméwienie wykracza znacznie poza ramy tej ksiazki.

10.

. Funkcja In jest Scisle wklesta. Dla dowodu wystarczy wykazaé, ze In (JUT-i-y) >

Przyklady cd.

. Funkcja wykladnicza o podstawie dodatniej i réznej od 1 jest Scisle wypukla. Wykazemy, ze ma miejsce nieréw-

1,
nosé¢ a*tv)/2 < 5 (a® + a¥), przy czym staje sie ona réwnoscia jedynie wtedy, gdy = = y.Wynika to stad, ze
a® + a¥ — 2a@+V)/2 = (a®/2 — ay/2)2 . Stad teza wynika natychmiast. W

1
25 (Inz +1Iny) oraz ze réwnosé
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy = = y. Nieréwnos¢ ta jest rbwnowazna nastepujacej:

Y

(elnx+elny) /2 = x;ry > e(n@+iny)/2

ktéra wynika natychmiast ze Scistej wypuklosci funkeji wykladniczej o podstawie e. (zob. przyktad 4. ) B

. Funkcja sinus jest $cisle wypukla na przedziale [—m, 0] i $cisle wklesta na przedziale [0, 7] . Dla dowodu wystarczy

P .zt 1, . . L
wykazac, ze jesli —7 <z <y <0, to sin Y < 3 (sinz +siny) oraz ze jesli 0 <z <y < m, to
sin — > 3 (sinz +siny) . Poniewaz sin(—z) = —sinx, wiec wystarczy wykazaé jedna z tych nieréwnosci.
. . 1 . . . X+ x — .x+ L i
Zaltézmy, ze 0 <z <y < . Mamy 5(51119: + siny) = sin > Y cos 5 Y < sin L ostatnia nieréwnosé
I x —
wynika z tego, ze —§§ 2y<0,wiec 0 < cos y<1. [ |

™

. Funkcja tangens jest $cisle wypukla na przedziale < g, 0] i écidle wklesta na przedziale {0, 2) . Podobnie jak

w przypadku funkcji sinus wystarczy zajacé sie jednym z tych dwéch przedzialéw. Zalézmy , ze 0 <z <y < g .

Wykorzystamy znany wzor: tga —tg[ = M. Mamy
cos acos 3

1 z+y 1 z+y T+y

—(t t —tg— == tgy—tg—— ) —(t -t =
5tz +tgy) —tg— 2{(gy 85 ) (g 5 g

. - . Y- . yYy—x
1 sin sin sin (cosz — cosy)
~2 Ty Ty~ 71y

T
COS I COS

COS Y COS 2 cos T cos Y cos

— ostatnia nieréwno$¢ wynika z tego, ze funkcja kosinus maleje na przedziale [0, g] .

Niech f(z) = |z|. Wykazemy, ze f jest funkcja wypukla, ale nie $cile. Tym razem skorzystamy bezposrednio z
definicji. Jesli z,y sa liczbami rzeczywistymii 0 < ¢t < 1, to skorzystawszy z nieréwnosci trojkata otrzymujemy
[tz + (1 — t)y| < t|z| + (1 — t)]y|, przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zy > 0. ®

Niech f(z) = el*l . Wykazemy, ze funkcja ta jest $cisle wypukla. Poniewaz jest ciagla, wiec mozna zajmowaé sie
jedynie przypadkiem t = % Zalézmy, ze = # y. Mamy w tej sytuacji el*+¥1/2 < ellzl+1y))/2 < % (em + e|y|> ,
przy czym jesli pierwsza nieréwno$cé staje sie rownoscia, to xy > 0 i wobec tego, ze = # y, ma miejsce nieréwnosé
|z| # |y| 1 wobec tego druga nier6wnos$é musi by¢ ostra (funkcja wykladnicza jest $cisle wypukta). Dowdd zostal
zakonczony. B

Funkcja |z| 4+ |z — 1] + |z — 2| + |z — 3] jest wypukta jako suma czterech funkeji wypuklych, zob. przyktad 8.
Nie jest ona $cisle wypukla, bo na przedziale [1,2] jest stala, zreszta na kazdym z przedziatéw (—oo,0], [0,1],

[1,2], [2,3], [3,400) jest liniowa, wykres tej funkeji sklada sie z trzech odcinkéw i dwu péiprostych.

11. Niech f(x) = —+/|z|. Bez trudu sprawdzamy, ze funkcja ta nie jest wypukla na calej prostej:



P04 501) = 100> 1= SUCD+ £

Jest ona wypukla na kazdej z pélprostych (—oo,0], [0,400) — wynika to latwo z tego, ze jak pokazaliSmy
wezesniej funkcja / jest Scisle wklesta (por. przyktad 3.). H

12. Cena biletu kolejowego w ustalonej klasie jest funkcja wklesta odleglosci na jaka jest wystawiany.* Uzasadnimy
to tak: przyrost ceny biletu spowodowany wydluzeniem sie odlegtosci jaka zamierzamy przejechaé o ustalona,
wielko$¢ jest tym mniejszy im diluzszy dystans zamierzamy przebyé. Zapiszemy to za pomoca symboli mate-
matycznych. Niech p(x) oznacza cene biletu pozwalajacego na przejechanie x kilometréw. Niech h oznacza
dowolng liczbe dodatnia i niech z < y. Wtedy p(x + h) — p(z) > p(y + h) — p(y). Wykazemy, ze ten wa-
runek, w przypadku funkcji ciaglej okreslonej na przedziale, jest réwnowazny wklestoéci funkcji. Zaktadamy

oczywiscie, ze nieréwno$¢ ma miejsce dla dowolnych liczb x,y,h przy zalozeniu, ze h > 0 i z < y. Jedli
1

5 (s + ). Nieréwnosé p(x + h) — p(x) > p(y + h) — p(y) to

.. 1
r < s, to przyjmujemy x = r,h = 5(3 —r)y =

1 1 1 1
nieréwnosé p(§(s + 7)) —p(r) > p(s) — p(§(s + 1)), czyli p(a(s +r)) > 3 (p(r) + p(s)), co pociaga za soba
wklestos¢ funkcji ciqgtej p. Teraz zalézmy, ze funkcja p jest wklesta. Niech u < v < w beda trzema punktami

w— v—1Uu w—"v . w—" v—Uu

dziedziny funkcji p. Mamy v = U+ w oraz 0 < <1 i = 1, zatem
w—u w—1u w—1u w—u  w—u
w—v v—u e, ir . .
p(v) > p(u) + p(w). Te ostatnia nieréwnosé mozemy przepisaé na trzy rézne sposoby:
w—1u w—1u
p(v) = p(u) _ p(w) = p(u) p(u) —p(v) _ p(w) — pv) ; p(u) —p(w) _ pv) = p(w)
v—u  w-u wu—v O w-w u—w - v—w
h) — h) —
Stosujac te nier6wnosci wnioskujemy, ze p@+h) = p(z) > Py +h) —py) — jesli np.
r+h—x y+h—y
h) — h) —
x <y < x+h, to stosujemy najpierw nieré6wnos¢ trzecia: ple+h) = p) > p+h) —ply) , a potem — druga;:
r+h—x r+h—y

ple+h) —ply) o ply+h) —py)
r+h—-y T  y+h—y
Koncéwka ostatniego przykladu wymaga wyjasnienia. Wykazaliémy tam, ze w przypadku funkcji wklestej p i

. Dowdd zostal zakoriczony. B

trzech punktow jej dziedziny u < v < w zachodza nieréwnosci:

p(v) — p(u) > p(w) —p(u) 7 p(u) —p(v) > p(w) — p(v) . p(u) — p(w) > p(v) —p(w)

p(v) = p(u)

Kazda z nich moze by¢ potraktowana jako formalna interpretacja stwierdzenia: iloraz jest funkcja niero-

w) —
sngcg, w pierwszym przypadku zmiennej v, w drugim zmiennej u, w trzecim chodzi o wyrazenie w jako
U —w
p(u) — p(v)

funkcje zmiennej u. Kazde z tych trzech stwierdzen jest rownowazne wklestosci funkcji p. Wyrazenie p—
nazywane jest ilorazem réznicowym funkcji p. Pokazuje ono jaka byla wzgledna zmiana wartosci funkcji p. Stwier-
dzenie, ze funkcja jest wklesta oznacza wiec, ze rosnie ona coraz wolniej. Analogicznie funkcja wypukta roénie coraz
szybciej. Rezultaty te sa wazne, wiec zapiszmy je raz jeszcze w formie twierdzenia tym razem sformulowanego w

przypadku funkcji wypuktej.

Twierdzenie charakteryzujace funkcje wypukle

* Zakladamy, ze bilet moze by¢ wystawiony na dowolna, odleglosé, co w rzeczywistosci nie jest prawda. W rzeczywistosci funkcja ta nie
jest wklesta, bo dziedzina nie jest przedziatem, lecz sklada si¢ wylgcznie z liczb catkowitych i w dodatku funkcja jest przedziatami stata:

w wiekszosci przypadkéw wydhuzenie podrézy o 1 km nie zmienia ceny biletu. My rozpatrujemy pewna idealizacje sytuacji rzeczywistej.



Niech f bedzie funkcja okreslona na zbiorze wypuklym P . Nastepujace warunki sa réwnowazne:

(i) funkcja f jest wypukla;

(ii) jesli x <y < z sa punktami zbioru P, to 1) = (@) < 1) = f(x);
y— z—x

(iii) jedli <y < z sa punktami zbioru P, to f(l’a)c : ;;(y) < f(Z; : ;(y) ;

(iv) jesli z < y < z sa punktami zbioru P, to f(xa)c : Z(z) < f(y; : ﬁ(z) .

W przypadku funkcji $cisle wypuklych nieréwnosci wystepujace w warunkach (ii) — (iv) sa ostre.

Twierdzenie to bedziemy stosowa¢ w nastepnym rozdziale, gdy bedziemy bada¢ wypukloéé funkcji za pomoca,
pochodnych. Zakoniczymy rozwazania o funkcjach wypuktych nieréwnoécia, Jensena. Ma ona wazne zastosowania, jest
to dobre narzedzie do uzyskiwania réznych oszacowan. Ma wazne zastosowania w rachunku prawdopodobienstwa.
Rozpoczniemy od $rednich wazonych.

Definicja sredniej wazonej

Srednia wazona liczb x1, x2, z3,..., T, z wagami pi, p2, P3,..., Pnp Dazywamy liczbe

P1T1 + p2Xo + P3T3 + - - + PnTn

pod warunkiem, ze 0 <p;, 0<p2, 0<ps3,....0<p, ipi+p2+ps+---+p,=1. 1

W przypadku, gdy wagi sa réwne, wiec rowne % , Srednia wazona zwana jest Srednia, arytmetyczna, a czasem po
prostu $rednia. Jesli np. policzono $rednie place dla réznych grup ludnosci i mamy policzy¢ srednia, ptace w kraju, to
ze wzgledu na to, ze np. ministréw jest istotnie mniej niz pielegniarek (przynajmniej w chwili pisania tego tekstu),
to ich placa zostanie uwzgledniona z mniejsza waga niz placa pielegniarek. W obu przypadkach waga bedzie iloraz
liczby czltonkéw danej grupy przez liczbe wszystkich zatrudnionych w kraju. Inny przyklad sytuacji, w ktérej pojawia
sie érednia wazona, to préba przewidywania swej wygranej przez uczestnika gra hazardowej. Wie on, ze za uzyskanie
wyniku j otrzymuje on kwote x; (ta liczba moze byé¢ ujemna, wtedy hazardzista placi). Jesli wynik j uzyskiwany
jest z prawdopodobienstwem p;, to nalezy spodziewac sie wygranej piz1 + paa + p3sz3 + - - + Py, tzn. grajac
wielokrotnie érednio uzyskiwaé bedziemy kwote p1x1 + p2xo + psxs + - - - + pps, . Przyklady mozna mnozy¢, ale nie
bedziemy tego robié.

Nieré6wno$é Jensena
Jedli funkcja f jest wypukla, to dla dowolnych jej argumentéw x1, , %2, x3,...,T, i dowolnych wag p1, p2, ,--., Pn

zachodzi nieréwnosé:

f(p121 + pawa 4+ p3xs + - + pn) < prf(w1) +paf(@2) +psf(as) + -+ pof(an)

Nieréwno$¢ ta w przypadku funkcji scisle wypuktej, dodatnich wag pi1,p2,...,p, 1 przynajmniej dwéch réznych
argumentéw sposréd x1,xs, ..., T, jest ostra.

Dowéd Dla n =1 musi byé p; = 1 i nieréwnos¢ staje sie oczywista rownoécia. Dla n =2 mamy ps =1—p;
i nieréwno$¢ jest ta nieréwnoscia, ktéra wystepuje w definicji funkcji wypuklej. Zalézmy, ze dowodzone twierdzenie
jest prawdziwe dla wszystkich mozliwych wyboréw n argumentéw funkcji f i n wag. Niech z1,z9,...,2n, Tni1
beda dowolnymi argumentami funkcji f, a p1,p2,...,Pn,Pnt1 dowolnym ukladem n+1 wag, tj. liczb nieujemnych,
ktorych suma réwna jest 1. Jedli ktérakolwiek z wag jest réwna 0, to nieréwnos¢ z n + 1 argumentami i n + 1
wagami jest prawdziwa na mocy uczynionego zalozenia (argument odpowiadajacy zerowej wadze jest nieistotny),

bo w nieréwnosci faktycznie nie wystepuje. Zalézmy teraz, ze wszystkie wagi p1,pa,...,Pn,Pnt1 Sa dodatnie. Niech



. Tn + X . s
Pl =Pn+ Puy1 1T, = Prdn T Put1dni1 _ p—/":cn + pn—;Han. Zachodzi réwnos$¢ p1x1 + paxa + ... + PpTy +
Prn + Pnt1 Pn Pn

Prnt1&nt1 = P121 + PaXo + ... + Pp_1Zn—1 + P, . Z zalozenia, ktére uczyniliémy wynika, ze

f(piz1 +pexa + ...+ P11 +ppx;,) <prf(xr) +paf(xe) + .o+ o1 f(@n—1) + 5, f(2],) <

<pif(z1) +p2f(z2) + ...+ pu-1f(@n-1) + 1), <%f($n) + p;,“ f(l’nﬂ)) =

=pif(z1) +paf(za) + ...+ o1 f(@n-1) + Pnf(@n) + Pry1f(@ny1) — druga z tych nieréwnosci jest bezposrednim
wnioskiem z wypuklosci funkeji f. ZakoriczyliSmy indukcyjny dowdd nieréwnosci Jensena. B
Pokazemy teraz jej najprostsze zastosowania. Rozpoczniemy od klasycznej nieréwnosci miedzy $rednimi.

Nieré6wnos$¢é miedzy klasycznymi $rednimi — nieré6wnosé Cauchy’ego
a1+a2+...+an
- .

Dla dowolnych liczb dodatnich a1, as,...,a, zachodzi: ajas...a, <
Nieréwno$é ta staje sie réwnoscia wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 =... =ay, .

Dowéd. Zastosujemy nieréwnos$é Jensena do funkcji wypuklej —In (przyktad 5.). Mamy
aytaz+---+ap
n
n

1 1 1
-1 =—In|l—-a1+—ax+ -+ —a, | <
n n n

<lmya)+ %(_m)(ag) bt %(—ln)(an) - _% (Inay +Inas + ... +nay).

S|

G tazt---Fan

1
Stad In > —
n n

(Ina; +Inag + ...+ 1na,) i wobec tego

ay+az+---+an
n

_ eln ((a1+a2+m+an)/n) > e(ln ai1+Inaz+...+1nay,)/n — m )

Roéwnos¢ w tych nieréwnosciach ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby aq, as, ..., a, sa rowne, bowiem
funkcja —In jest $cisle wypukla. Dowdd zostal zakoriczony. B

7 kilku dowodéw nieréwnoéci o sredniej arytmetycznej i geometrycznej znanych autorowi, podany wyzej, jest
najkrotszy.

Nieré6wnos¢ Holdera
Dla dowolnych liczb nieujemnych aq,aq9,...,a,, b1,bs,...,b, i dowolnych liczb dodatnich p, ¢ takich, ze % + é =1

zachodzi nieré6wno$c¢:

arby + agby + -+ anby < (a8 +al + -+ al)" P (b +bd + -+ 2)"/1

p—1

1 1 1
Dowéd. Z réwnosci — + — = 1 wynika, ze p > 1, ¢ > 1 oraz — =1 — - = —— . 7Z tego, ze p > 1
p q p

1
p
wnioskujemy od razu, ze funkcja aP jest §cile wypukla, bo jej pochodna (xP)" = pxP~! jest §ciéle rosnaca.
Mozemy wiec zastosowaé nierownos¢ Jensena do tej funkcji. Bez straty ogoélnosci mozna zalozyé, ze wszystkie

liczby b1, ba,...,b, sa dodatnie, gdyby dla pewnego j bylo b; = 0 wykazalibydmy nieréwnoé¢ dla n — 1 liczb

A1y y Gjm1,Qjgl, - -5 Qn o b1, b1, b4, ..., by, & Wiec z ta sama lewa strona a prawa by¢ moze mniejsza, (gdy
p/(p—1)
a; > 0) niz docelowa. Przyjmijmy p; = % Mamy wtedy
>
Y ' 4 e ~_ 9 /D)
ib; 3 g/l _ % /(-1
;aﬂ j z; S0 Vi n z; D) Vi n n
- _ | =1 p/(p—1) - J=1 75 p/(p—1) _ p
pla 'Zbi = 'Zbi 72:1%’
]:

z": i Zn: bf/(p_l) i=1 Zn: bf/(p_l) i=1
J i=1 i=1
j=1

a ta nier6wnos¢ jest réwnowazna dowodzonej. Dla p = ¢ = 2 otrzymujemy nieréwnoéé¢ Schwarza, czyli stwierdzenie,

ze iloczyn skalarny dwéch wektoréw (a1, as,...,a,) 1 (b1,ba,...,by,) jest nie wiekszy niz iloczyn ich dlugosci.m



Przyklad 12
Wykazemy, ze sposrod 5-katow wpisanych w okrag o promieniu 1 najwiekszy obwdéd ma pieciokat foremny.
Niech 2a1, 2as, 2a3, 204, 2as beda katami sSrodkowymi opartymi na bokach pieciokata.*. Wtedy bokami sg liczby
2sinay, 2sinas, 2sinag, 2sinay, 2sinas — wynika to z definicji sinusa, wobec tego potowa obwodu pieciokata
réwna jest sinaj + sinas + sinag + sin ay + sin as . Oczywiscie spelnione sg nieréwnosci 0 < a3 < 7w, 0 < ag < 7,
O<ag<m,0<ay<m, 0<as<m.Naprzedziale [0, 7] sinus jest funkcja $cisle wklests, wiec mozemy zastosowaé
nieréwnos¢ Jensena:

1 1 1 1 1
sinaq + sinas + sinag + sinay +sinas =5 <g sinaq + gsinag + gsinag + gsina4 + gSiIlOtg,) <

. 1 1 1 1 1
< 5sin 3a1 + —-as+ -az3+ -ayg + —as

_5Sina1+a2+a3+a4+a5 —SSinﬁ
5 5 5 5 - - '

5 5
Wielkosé 5 sin% to polowa obwodu pieciokata foremnego wpisanego w okrag, wiec twierdzenie jest udowodnione.
Wypada dodaé, ze poniewaz funkcja sinus na przedziale [0, 7] jest Scisle wklesta, wiec pieciokaty nieforemne maja
obwody mniejsze niz pieciokat foremny wpisany w ten sam okrag. W ten sam sposéb mozna wykazaé, ze dlugosé
n—kata wpisanego w okrag jest nie wieksza niz dlugo$¢ n—kata foremnego wpisanego w ten sam okrag, a stad i z
réwnosci nlgrgo 2n sin% = 27 oraz nieréwnosci sin 7 < = wynika, ze kresem gérnym tamanych wpisanych w okrag o
promieniu 1 jest liczba 2. Ona jest wiec dlugoscia tego okregu. B

Definicja pochodnej

Zalézmy, ze funkcja f jest okreslona w dziedzinie zawierajacej przedzial otwarty o srodku p oraz ze istnieje granica

i L@+ — [)

fim Y . Granice te nazywamy pochodna, funkecji f w punkcie p i oznaczamy symbolem f’(p) lub

%(p) Jedli pochodna jest skonczona, to méwimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p. Funkcje liniows,
przypisujaca liczbie h liczbe f’(p)h nazywamy rézniczka funkeji f w punkcie p i oznaczamy symbolem df(p), a
wartosé tej funkcji liniowej w punkcie h oznaczamy przez df (p)(h) lub df (p)h.m
Definicja prostej stycznej do wykresu funkcji
Zatézmy, ze funkcja f ma pochodna w punkcie p oraz ze jest ciagta w punkcie p.* Jesli pochodna f/(p) jest
skoniczona, to méwimy, ze prosta styczng do wykresu funkeji f w punkcie (p, f(p)) jest prosta, ktérej wspdlezynnik
kierunkowy jest réwny f’(p) przechodzaca przez punkt (p, f(p)). Jesli f'(p) = oo, to méwimy, ze styczng do
wykresu w punkcie (p, f(p)) jest prosta pionowa przechodzaca przez ten punkt, czyli prosta o réwnaniu z =p. B
Jest jasne, ze jesli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p, to prosta styczna do wykresu tej funkcji w punkcie
(p, f(p)) ma réwnanie y = f'(p)(x —p) + f(p). Pdézniej przekonamy sie, ze préby przenoszenia definicji stycznej do
okregu na przypadek stycznej do wykresu funkcji nie maja wiekszego sensu, bo prowadza do wynikéw niezgodnych
z intuicja. Motywy wprowadzenia podanej przez nas definicji sa, nastepujace. Jesli |h| # 0 jest nieduza liczba, to

wspdlezynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty (p, f(p)) oraz (p+ h, f(p+ h)) jest réwny ilorazowi

flo+h) - fp)
h
przechodzacych przez punkt (p, f(p)) i jeszcze jeden punkt wykresu lezacy blisko wymienionego. Nie zamierzamy

rozZnicowemu , ktéry jest w przyblizeniu réwny f’(p). Prosta styczna jest wiec ,granica prostych”

tu precyzowaé pojecia ,granicy prostych”, bo uzywamy go jedynie w tym miejscu i to jedynie w celu wyjasnienia,

skad sie taka definicja stycznej bierze. Méwiac jeszcze mniej doktadnie: prosta styczna ma przylegaé mozliwie $cisle

* Wierzcholek kata jest Srodkiem okregu, ramiona przechodza przez korice boku.
* Wykazemy pézniej, ze jesli pochodna f’(p) funkcji f w punkcie p jest skoriczona, czyli ze f jest rézniczkowalna

w punkcie p, to funkcja f jest ciagta w punkcie p, wiec w tym przypadku nie ma potrzeby dodatkowo zakladaé

ciagtosci funkcji w punkcie p.



do wykresu w poblizu punktu (p, f(p)), daleko od tego punktu wykres i styczna moga, sie rozchodzi¢. Podamy teraz
kilka przyktadéw.

Przyklady

flp+h)—flp) _alp+h)—ap
h h

od h, zreszta rowniez od p. Wobec tego pochodna funkcji liniowej az + b jest rowna a. Z tego wynika, ze

1. Niech f(x) =axz+b. W tym przypadku iloraz réznicowy = a jest niezalezny
prosta, styczna do prostej y = ax + b jest ona sama, co nie powinno dziwi¢, bo ona sama do siebie przylega

najlepiej ze wszystkich prostych. Czesto stosowany jest zapis (axz +0)' =a. R

flp+h)—f(p)

2. Niech f(x) = 22 i niech p bedzie dowolna liczba rzeczywista. Bez trudu stwierdzamy, ze B e————
2p+h T 2p, co oznacza, ze pochodna funkcji f w punkcie p jest 2p. Zwykle piszemy (z2)’ = 2z. Poniewaz
f'(0) = 0, wiec styczna do wykresu tej funkcji w punkcie (0,0) jest pozioma. Jesli natomiast p = 10, to
wspotezynnik kierunkowy stycznej do wykresu jest réwny 20, wiec styczna w punkcie (20,400) jest prawie

pionowa. W

3. Niech f(z) = 2. Mamy w

= 3p? + 3ph + h? m?)pQ, co oznacza, ze pochodng funkcji
f w punkcie p jest 3p?, tzn. (p3) = 3p?. I tym razem f’(0) = 0, wiec styczna do wykresu funkcji f w
punkcie (0, f(0)) = (0,0) jest pozioma. Jednak w tym przypadku wykres nie lezy po jednej stronie stycznej,
lecz przechodzi z jednej strony tej prostej na druga. Pochodna jest dodatnia z jednym wyjatkiem: f/(0) = 0.
Bez trudu mozna stwierdzié¢, ze styczna do wykresu tej funkcji w kazdym punkcie, z wyjatkiem punktu (0,0),
przecina wykres w jeszcze jednym punkcie®, wiec réwniez w tym przypadku nie jest prawda, ze styczna ma z

wykresem funkcji dokladnie jeden punkt wspélny. B

h) —
4. Teraz zajmiemy si¢ funkcja f(z) = |z|. Jesli p >0 1 |h| < p, to foth) = /(p) =

h
p+h—p . N o . .
= h =1 p— 1, co oznacza, ze pochodng funkcji f w punkcie p jest 1. W taki sam sposéb po-
kaza¢ mozna, ze f'(p) = —1 dla kazdej liczby p < 0. Pozostal jeszcze jeden przypadek do rozwazenia, mia-

FOHR) = FO) _ 15 Gobee tego 1im L0 F) = F(O)

h i h = 1. Analogicznie

nowicie p = 0. Jesli h > 0, to

L JO+R) = F(0) 10+1) — J(0)
x—0~ h h ’
czyli ze funkcja |z| pochodnej w punkcie 0 nie ma, chociaz jest ciagta — ma ona w tym punkcie pochodne

= —1. Z tych dwu réwnosci wynika od razu, ze nie istnieje granica limO
xr—

jednostronne, ale sa one rézne. Na wykresie funkcji jest to widoczne, w punkcie (0,0) wykres sie zalamuje,
mozna powiedzieé, ze wykres ma w tym punkcie ,ostrze”. Zauwazmy, ze rezultaty tych rozwazan mozna opisaé
wzorem (|z]) = % [ |

5. Podamy teraz przyklad swiadczacy o tym, ze istnieja funkcje ciagle, ktére przynajmniej w niektorych punktach
nie maja, pochodnych jednostronnych. Tym studentom, ktorych te przyklady mecza, zalecamy pominiecie tego

punktu w pierwszym czytaniu i ewentualny powrdt do niego pdzniej. Warto tez sprébowac sporzadzié szkic

wykresu funkcji, co moze ulatwié¢ zrozumienie sytuacji. Przechodzimy do szczegdétéw. Niech f(z) = xsin % dla
x # 0 oraz f(0) = 0. Z oczywistej nieréwnosci |f(x)| < || wynika, ze alzlg%) f(z) = 0 = f(0), a to znaczy,
ze funkcja f jest ciagla w punkcie 0. Ciaglo$¢ w innych punktach jest oczywistym wnioskiem z twierdzenia o
operacjach na funkcjach ciagtych i twierdzenia o ciaglosci ztozenia dwu funkcji. Z twierdzen, ktére udowodnimy
niedtugo wyniknie, ze funkcja ta ma pochodna skonczona w kazdym punkcie z wyjatkiem punktu 0. Wykazemy

teraz, ze funkcja ta nie ma pochodnej w punkcie 0, dokladniej, ze w tym punkcie funkcja nie ma pochodnej

* Czytelnik zechce sprawdzi¢ w jakim, to pomaga w zrozumieniu tekstu!



flz+h) = f(z)

prawostronnej. Jesli h > 0, to h

1
=sin 7 WykazaliSmy wezesniej (poprzedni rozdzial, przyktady

1

1
granic, punkt 6), ze funkcja ta nie ma granicy prawostronnej: f (2—) =0 oraz f (
nw

ﬁ,()) lezy na wykresie funkcji, co oznacza, ze styczna do
wykresu funkeji w punkcie (0,0) powinna byé¢ pozioma o§ uktadu wspéhrzednych. Jednakze dla kazdej liczby
1 1
2nm + /2’ 2n7r+7r/2)

ktérej te punkty leza, czyli prosta o réwnaniu y = x — styczna ma by¢ prosta najdokladniej , przylegajaca” do

wiec ze dla kazdej liczby naturalnej n punkt (

naturalnej n punkt ( lezy na wykresie funkcji, wiec styczna powinna by¢ prosta, na

wykresu. Podobnie mozna uzasadniaé, ze styczna, do wykresu tej funkcji w punkcie (0,0) powinna byé prosta o
réwnaniu y = kz, gdzie k jest dowolna, liczba, z przedziatu [—1, 1] — na kazdej takiej prostej znajduja, sie punkty
lezace na wykresie funkcji f, tworzace ciag zbiezny do 0. Mozna powiedzie¢, ze wykres funkcji x sin é oscyluje
miedzy prostymi y = x oraz y = —x i do zadnej z nich ani do zadnej lezacej w kacie przez nie wyznaczonym
w punkcie (0,0) nie ,przylega”. ®

ea:+h — et

6. Obliczymy teraz pochodna funkcji wyktadniczej. Niech f(x) = e® . Przypomnie¢ wypada, ze }llm%) — = e

— wykazalidmy, ze ta r6wnos¢ ma miejsce w rozdziale I, punkt 19, podpunkt m. Wobec tego pochodna, w punkcie

x

x funkcji wykladniczej o podstawie e jest liczba e®, czyli (e‘”)' =e".

7. Nastepng bardzo wazna funkcja jest logarytm naturalny. Znajdziemy jej pochodna. Niech f(z) = Inz dla kazdej

In(1+ =«
liczby dodatniej . Przypomnijmy, ze lim0 w =1 — wzor ten wykazaliSmy w rozdziale I, punkt 20, wzér
r— x
In(x +h) —Inzx In(l1+2x/h) 1 1 1
(20.2). Mamy wiec dla 2 > 0 nastepujaca réwnos$é¢*: lim L = lim M =1 =—.
h—0 h h—0 x/h x x oz
1 1
Znaczy to, ze pochodng logarytmu naturalnego w punkcie z jest liczba — , czyli (Inz) = — . &
x x
sinx
8. Ostatnia z krétkiego cyklu ,najwazniejszych” funkcji elementarnych jest sinus. Przypomnijmy, ze 1imO — =1
r— i
sin(x + h) —sinz 2sin 2 cos(z + L
— ta réwno$¢ zostala wykazana poprzednio. Z niej wynika, ze }lim (z+ h) = }imo 2 h ( 2) =
— s
sin(h/2) h L . . ) )
}LIIIIO T/Q - cos(x + 5) = coszx. Udalo sie wiec nam wykazaé, ze pochodna funkcji sinus w punkcie z jest

liczba cosz, czyli ze zachodzi wzér (sinz) = cosz. B

Nastepne wzory wyprowadzimy po podaniu regul, wedlug ktérych obliczane sa pochodne. Nie bedziemy w
tym przypadku zajmowaé sie pochodnymi nieskoniczonymi, bowiem w zastosowaniach beda nam potrzebne na ogdt
pochodne skoriczone.

Twierdzenie o arytmetycznych wlasnosciach pochodnej
Zalézmy, ze funkcje f i g sa rézniczkowalne w punkcie p. Wtedy funkcje f+g, f-g i, jesli g(p) # 0, to réwniez

i sg rézniczkowalne w punkcie p i zachodza wzory:
g

(f+9)@ =@ +9'@, (F=9)(@) = 1) —g'(a).
(f-9) = f'(@)g(x) + f(2)g (x), (g) )= (m)g(x;(;)é(m)g (2)

Dowéd twierdzenia o arytmetycznych wlasnosciach pochodnej

1oy — i @ R) = () . 9p+h) -9
Mamy Fp) = iy = BT
z twierdzenia o arytmetycznych wlasnosciach granicy funkcji wynika, ze

oraz ¢'(p) = i wiemy, ze te pochodne sa skonczone. Stad i

h h
* Przypomnijmy, ze In(z + h) —Inz =In rrh_ In (1 + —)
x x



- fpt+h)+9lpt+h)—fp)—gp) . flo+h)—fp) . glp+h)—glp) _ . /
lim p gph p)—g(p - lim p ) pﬂ?f%)gp ) 9P _ o)+ ')

Udowodnilismy wiec twierdzenie o pochodnej sumy dwu funkcji rézniczkowalnych. W identyczny sposéb dowodzimy

twierdzenie pochodnej réznicy funkcji rézniczkowalnych. Zajmiemy sie teraz iloczynem funkcji rézniczkowalnych.

Tym razem skorzystamy z udowodnionego wczeéniej twierdzenia o ciaglosci funkceji rézniczkowalnej. Mamy
fp+h)gp+h) - fp)g(p) (fp+h)—f®) - 9p+h)+ f)(9p+ 1) —g(p)) _

A h = h
B — h) -
= Jim TOED IO iy g4 1) 4 i) - i SPERIZI0) ) 1 105 ).

Teraz kolej na iloraz. Mamy teraz dodatkowe zalozenie: g(p) # 0. Wynika stad, ze istnieje liczba 6 > 0, taka ze jesli
|h| <4, to |g(p+h) —g(p)] < |g(p)|. Wnioskujemy stad, ze |g(p + h)| < |g(p)], czyli ze liczby g(p) i g(p+h) leza

po tej samej stronie zera, w szczegdlnosci g(p + h) # 0. Mamy zatem

flp+h)  flp)

i I+ gp) _ . Fo+h)g(p) — fR)g(p+h) _

h—0 h h—0 hg(p + h)g(p)
iy T2+ P9@) — FP)g(p) — (f ()9 + 1) — f(P)g(p)) _
h—0 hg(p + h)g(p)
flp+h) — f(p) (p+h) —9(p)
e T W I p6)00) — )
h—0 g(p+ h)g(p) 9(p)?

Dowdéd zostal zakoriczony. B

Twierdzenie o pochodnej zlozenia
Zal6zmy, ze funkcja g jest rézniczkowalna w punkcie p, za$ funkcja f, okreslona na zbiorze zawierajacym wszystkie
wartosci funkcji g, jest rézniczkowalna w punkcie g(p). Wtedy zlozenie tych funkeji f o g jest rézniczkowalne w

punkcie p i zachodzi wzér:

(fog)(x) = f'(9(z)g ().

d
Whprowadzimy oznaczenie y = g(x) . Stosujac to oznaczenie mozna napisaé¢ (fog)'(z) = f'(y)g(x) lub %(3@) =
d d d d d df d
d—];(g(x)) . ﬁ(x) = d—];(y) . d—gg:(a:) lub krécej % = d_]g: . ﬁ Czesto wzdr ten zapisywany jest w postaci
d af d d dz d
(fo9) = —f Y9 lub, po oznaczeniu z = f(y), jako - . W literaturze anglojezycznej nosi nazwe ,the
dr dg dx der dy dz

Chain Rule”, czego oczywistym motywem jest jego ostatnia postac, zwlaszcza jesli zastosujemy go nie w przypadku
ztozenia dwu funkcji, lecz wiekszej ich liczby — wtedy taricuch staje sie bardziej widoczny.
Dowéd twierdzenia o pochodnej zlozenia

Znéw mamy do czynienia z dwiema funkcjami rézniczkowalnymi: f w punkcie ¢ = g(p) oraz g w punkcie p. Niech

gp+h)—g(p) —g'(p)h
h
cigglodci funkcji r, w punkcie 0. Prawdziwa jest zatem réwnosé: g(p+h) = g(p) +9'(p)h+rg(h)h . Przyjmijmy teraz,

flg(p) + H) — f(9(p))
H
w punkcie g(p) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja ry jest ciagla w punkcie 0. Réwniez w tym przypadku zachodzi

rg(h) = i niech r,(0) = 0. Rézniczkowalno$é funkeji ¢ w punkcie p réwnowazna jest

ze ry(H) = oraz 7¢(0) = 0. Tak jak w przypadku funkcji g funkcja f jest rézniczkowalna

tez wzoér: f(g(p) + H) = f(g9(p)) + f'(9(p))H + ry(H)H . Gotowi jestesmy do ,wydzielenia czesci liniowej zlozenia”

f og w otoczeniu punktu p:

flglp+h)) = flglp) + g (p)h +rg(R)h) = f(g(p)) +
T Flo) (g'<p>h n rg(mh) g (g'<p>h n rg(h)h) (g'<p>h n rg(h)h) _

= Fg(p) + F'(9(p)g’ ()b + b - [w(h) oy (g'<p>h n rg(h)h) (g'<p> . mmﬂ |



Jasne jest, ze granica wyrazenia znajdujacego sie w nawiasie kwadratowym przy x — 0 jest liczba 0. Stad zas

wynika od razu, zob. twierdzenie charakteryzujace pochodna jako wspdlczynnik wielomianu stopnia < 1 najlepiej

przyblizajacego funkcje, ze pochodna funkcji fog w punkcie p jest liczba f/(g(p))g’(p). Dowdd zostal zakonczony. B
Twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnej

Zalézmy, ze funkcja f jest rézmiczkowalna w punkcie p, ze f'(p) # 0, ze funkcja f ma funkcje odwrotng oraz ze

funkcja f~! odwrotna do f jest ciagta w punkcie g = f(p). Wtedy funkcja f~—! jest rézniczkowalna w punkcie ¢ i

1
zachodzi wzoér (f~1) (¢) = —— .
U6 =75
1
Wzér na pochodng funkcji odwrotnej mozna zapisa¢ réwniez w postaci ( ffl)/ (flp)) = ) lub w postaci
p
(f_l)l (@) = _ . Piszemy tez dy = dr oznaczywszy uprzednio y = f(z). Ten ostatni zapis, zwlaszcza
(1) dz  dy
. dz dz dy L dy ) L. . .,
w polaczeniu z wzorem T dudr sugeruje, ze symbol e mozna traktowac jak utamek. Trzeba jednak uwazad,
x y dx x

bo nie oznacza on utamka, lecz pochodng i postugiwaé sie analogiami z ilorazem jedynie w zakresie dopuszczonym
dg dh d(g+h)

podawanymi twierdzeniami. Mozna np napisa¢ wzér — + — = ————~ — oznacza on, ze pochodna sumy dwu

dr  dx dx
funkcji wzgledem zmiennej x jest réwna sumie ich pochodnych wzgledem tej samej zmiennej x. Natomiast wzoru

df dg df-dr+dg-dy N . .. . .. .
ot = T g g, Dhapisa¢ nie mozna np. dlatego, ze jego prawa strona nie ma sensu, nie jest zdefiniowana.
Y €z Y- ax

PéZniej rozwazaé bedziemy pochodne wyzszych rzedéw i tam sytuacja bedzie jeszcze bardziej skomplikowana.
Dowdéd twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej

Tym razem wiemy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p, ze f’(p) # 0 oraz ze funkcja f~! odwrotna do

—1 h) — —1
funkeji f jest ciagla w punkcie ¢ = f(p). Wystarczy teraz wykazaé, ze }limo f g+ i)z I (@) = 70
1— P

H = f~Yq+h) — f~(q). Oczywiécie H zalezy od h. Z ciaglosci funkcji f~! w punkcie ¢ wynika od razu, ze
lim H = 0. Zachodzi tez réwnos¢ h = q+h—q = f(f~Ha+h) = f(f7a) = f(f @) + H) = f(f () =
fTHa+h) - ) _ H 1

h = A fo+H)—f(p)  f'(p)

. Oznaczmy

fp+H)— f(p).Z tej réwnosci i z poprzednich wynika, ze }ILIH%)
Dowdd zostal zakoriczony. B
Ostatnim z tego cyklu twierdzen stuzacych do obliczania pochodnych jest
Twierdzenie o pochodnej szeregu potegowego
o0
Jesli szereg potegowy Z an(x — x9)" ma dodatni promieri zbieznosci, to wewngtrz przedziatu zbieznosci suma tego

n=0

szeregu jest funkcja rézniczkowalna, i zachodzi wzér:

(Z an(z — ato)") = Z nan(x — )" L.

Wypada przestrzec, ze szeregéw na ogdt nie wolno rézniczkowaé w taki sposéb, jak sie rézniczkuje sumy skonczone.
(o]
1
K.Weierstrass wykazal, ze np. funkcja zdefiniowana jako suma szeregu Z on cos(7"mx) jest ciagla na calej prostej
n=1

i nie ma skonczonej pochodnej w zadnym punkcie, chociaz kazdy wyraz tego szeregu ma pochodna,.
Dowdéd twierdzenia o pochodnej szeregu potegowego
WykazaliSmy wczesniej, ze dla kazdego ciagu liczb rzeczywistych (a,,) istnieje r > 0, takie ze jesli |z| < r, to szereg

oo
potegowy Z n*a,z"™ jest zbiezny bezwzglednie dla kazdej liczby k = 0,1,2,3,... za$ w przypadku |x| > 0 szereg

n=0



o0
Zan:c” jest rozbiezny. ObiecaliSmy wykazaé, ze funkcja s przypisujaca liczbie x sume szeregu s(x) = Z anpx"
n=0

jest rézniczkowalna w kazdym punkcie x € (—r,7) oraz ze zachodzl réwnosé s'(z) = (Z an:c"> = Z napx™ !
Zakladamy dalej, ze |z| < r, ze d > 0 jest liczbg mniejsza niz r — |z| oraz ze 0 < |h| < d. Stad wynika, ze

(o) (o) (o)

|z + h| < |z|+ |h| < r, wiec szeregi Z napx™ !, Z anz™ i Z an(z + h)" sa zbiezne i to bezwzglednie. Mamy
n=0 = =

wiec

m Z na, 2" ’

x—i—h)”—x”
h

ZG"Z( ) n—khk—l
n=2 =
< |h|- Zlan Z( )|x|n k|h|k 2<|h| ilanl zn:( ) |(n 2)—(k— 2)|h|k 2 _

n=2 k= n=2 k=2

= 1" 02lan] (2] + 10" < Bl Y nan] (2] + )"

n=2 n=2
-(n—1 -2 -2
Przedostatnia nieréwno$é wynika z tego, ze jesli n > k > 2, to (Z) = % . (22) < n? (Z 2) .

o0 o0
. —9 , ... s+ h)—s(x) _
Oczywiscie ;lzlg}) || - E 2nQ|an| (|z| +d)"* = 0, zatem réwniez }11111%) - - E lnanz" 1'=0, astad od
n= n=

h) —
razu wynika, ze §'(x) = lim M—S

E napz™ . Dowdd zostal zakoniczony. W
h—0

Pokazemy teraz, jak podane przed chwila tw1erdzen1a mozna stosowac.
Przyklady

T
9. Znajdziemy pochodna funkcji kosinus. Mamy cosz = sin (5 — x) . Skorzystamy z wzoru wynikajacego z wzoru

!/
wykazanego w przykladzie pierwszym: (g — x)/ = ((—1)30 + g) = —1. Teraz skorzystamy z twierdzenia o

pochodnej ztozenia:
/ . ™ ! 7T .
(cosx) = (sm (5 - x)) = cos (5 - a:) (1) = —sinz
— tutaj role funkcji f z wzoru na pochodna, zlozenia pelni sinus, ktérego pochodna jest kosinus, zas role funkcji
g odgrywa funkcja g — x, ktérej pochodna, jest —1. W

10. Zastosujemy wzér na pochodng ilorazu dla uzyskania wzoru na pochodna funkcji tangens. Mamy

sinz\’ (sinz) cosx — (cosz) sinz  cosz-cosz — (—sinz)sinz 1
- = = = =1+tg%x.

(tgz) = 2 2 2
(cos ) cos? x cos? x

CosST

11. Teraz kolej na kotangens. Wzér ten mozna uzyska¢ na rézne sposoby, np. modyfikujac nieznacznie wyprowa-
dzenie wzoru na pochodna funkcji tangens. Mozna tez zastosowaé metode znana juz z wyprowadzenia wzoru na

pochodna, funkcji kosinus i wladnie tak postapimy:
, T ! 1 1 2
ey = (1 (T ) = — L (=L =1 age
2 cos2 (_ _ x) sin” x
2
12. Przypomnijmy, ze funkcja odwrotna do funkcji tangens ograniczonej do przedzialu (fg, g) jest funkcja

arctg , ktéra przeksztalca zbiér wszystkich liczb rzeczywistych IR na przedziat (—g, g) . Zachodzi zatem wzdr:
tg (arctgx) = x. Funkcja arctg jest ciagla. Pochodna funkcji tangens nie jest w zadnym punkcie mniejsza od
1, wiec jest rézna od 0. Wobec tego z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej wynika, ze funkcja arctg ma
pochodna w kazdym punkcie. Z twierdzenia o pochodnej zltozenia wynika, ze musi zachodzi¢ wzér:

1 = (z) = (tg (arctgz)) = (1+tg? (arctgz)) - (arctgz)’ = (1+2?) - (arctgz)’. Stad wnioskujemy, ze



(arctgz) = T [ |

13. Wyprowadzimy wzor na pochodng funkcji arcsin, czyli funkcji odwrotnej do funkcji sinus ograniczonej do
przedziatu [fg, g] Funkcja arcsinus jest ciagla i przeksztalca przedzial [—1,1] na przedzial [fg, g] Na
tym ostatnim przedziale funkcja kosinus przyjmuje nieujemne wartosci. Stad wynika, ze jesli fg <y < g,
to cosy = m Poniewaz pochodna funkcji sinus jest rézna od 0 w punktach przedzialu otwartego
(fg, g) , wiec funkcja arcsin jest rézniczkowalna w punktach odpowiadajacych punktom przedziatu (fg, g) ,

czyli w punktach przedzialu otwartego (—1,1). Mamy wiec 1 = (z)’ = (sin (arcsin(z)))" = cos (arcsin(z)) -

- (arcsin(z))" = \/1 — sin? (arcsin(z)) - (arcsin(x)) = v/1 — 22 - (arcsin(x))’. Stad juz latwo wynika, ze zacho-

1
dzi wzor: (arcsin(x))' = ——— . Wyprowadziliémy wiec wzér na pochodna funkeji arcsin w punktach we-

i
wnetrznych jej dziedziny. W punktach lezacych na jej brzegu, czyli w punktach —1 i 1 mozna by méwi¢ jedynie
o pochodnych jednostronnych. Pozostawiamy czytelnikom wykazanie tego, ze w obu koncach przedziatu [—1,1]
funkcja arcsin ma pochodng jednostronng i ze ta pochodna jednostronna réwna jest 4+oo. Warto naszkicowaé
sobie wykres funkcji arcsin — jest on oczywiscie symetryczny do wykresu funkcji sinus, ograniczonej do przedziatu

T

T L .
[75, 5] , wzgledem prostej o réwnaniu y =z. B

14. Niech f(x) = z%, gdzie a jest dowolng liczbg rzeczywista, zas x jest liczba dodatnia. Wykaze-

alnz

my, ze (x“)' = ax® ! * Z definicji wynika, ze 2% =e . Korzystajac z twierdzenia o pochodnej zlozenia dwu

funkcji oraz poprzednio wyprowadzonych wzoréw na pochodne funkcji wykladniczej, logarytmu i funkcji liniowej

!’

otrzymujemy: (%) = (e?!n*)’ = ealne.

a- é = az® ! . Doda¢ wypada, ze potege % mozna zdefiniowaé réwniez
w przypadku x = 0 i a > 0 oraz w przypadku = < 0, jesli a jest liczba wymierng, ktérej mianownik jest
calkowitg liczba nieparzysta, a licznik — liczba, calkowita, po ewentualnym skroceniu. Pozostawiamy czytelnikom
uzasadnienie tego, ze w obu tych przypadkach podany przez nas wzdér na pochodna, funkcji potegowej pozostaje
w mocy, oczywiscie w przypadku pierwszym mowa jest jedynie o pochodnej prawostronnej, chyba ze a jest
wykladnikiem dodatnim, wymiernym o mianowniku nieparzystym (mowa o zapisie liczby wymiernej w postaci
utamka nieskracalnego, ktérego licznik i mianownik sa, liczbami catkowitymi). B

15. Zajmiemy sie teraz przez chwile funkcja wykladnicza o dowolnej podstawie. Niech a bedzie dowolng liczba
dodatnia, x — dowolna liczba rzeczywista. Postepujac tak jak w przypadku funkcji potegowej otrzymujemy
wzér: (a*) = (e“’l“)/ =e*M% . Ing=qa%lna. W
Na tym zakonczymy krétki przeglad najbardziej podstawowych wzoréw na pochodne. Pochodne bedziemy ob-

licza¢ wielokrotnie. Przekonamy sie niebawem, ze mozna ich uzywaé w celu rozwiazywania rozlicznych probleméw,

np. znajdowania najwiekszych i najmniejszych wartosci funkcji. Do tego potrzebne beda nam jednak twierdzenia
pozwalajace na wigzanie wlasnosci funkcji z wlasnosciami jej pochodnej. Warto nadmienié, ze z twierdzen, ktére juz
podaliémy, wynika, ze funkcje zdefiniowane za pomocsa ,,jednego wzoru”, maja pochodna we wszystkich punktach

1 . 1
swej dziedziny z wyjatkiem nielicznych punktéow wyjatkowych, np. wzdr ((’/5)/ = ((acl/3))/ =~z =

3 3v/x2

ma miejsce dla wszystkich = # 0. Istnieja, co prawda, funkcje ciagte okreslone na calej proste, ktore nie maja po-

chodnej w zadnym punkcie, ale my sie takimi tworami zajmowaé¢ nie bedziemy, bo w elementarnych zastosowaniach

matematyki w ekonomii nie sa one uzywane.*

1
* Dla a = > jest to znany wielu czytelnikom z nauki w szkole wzér na pochodna pierwiastka kwadratowego, dla

a = 2 oraz a = 3 otrzymalisSmy wzory wczesniej, zob, przyktad 2,3.
* Ten stan rzeczy moze ulec zmianie, w fizyce rozpatrywany jest tzw. ruch Browna, w ktérego modelu matema-



Twierdzenie o ciaglosci funkcji rézniczkowalnej

Jedli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p, to jest w tym punkcie ciagla.

Dowadd.
. : . flp+h)—fp .
tim fa) = )+ Jim (7 + )~ £2) = F) + Jim - LEZEZTO) 0 1) = ). Dowod rostal
zakonczony. B
2. Badanie funkcji za pomoca pochodnych: ekstrema i monotonicznosé

Nastepne twierdzenie bylo uzywane przez Fermata (1601-1665) w odniesieniu do wielomianéw jeszcze przed
wprowadzeniem przez Newtona i Leibniza rachunku rézniczkowego i calkowego. Fermat zajmowatl sie znajdowatl
miedzy innymi znajdowaniem wartosci najwiekszych i najmniejszych wielomianéw na przedzialach domknietych.
Doprowadzitlo go to w gruncie rzeczy do pojecia pochodnej, choé¢ nie stworzyt on teorii. Tym nie mniej odkryt
twierdzenie, ktérego wage trudno przecenié, cho¢ zaréwno twierdzenie jak i jego dowdd sa niestychanie proste.

Twierdzenie o zerowaniu sie pochodnej w punktach lokalnego ekstremum
Jesli f jest funkcja rézniczkowalna w punkcie p i przyjmuje w punkcie p warto$é najmniejsza lub najwieksza, to
f'(p) = 0, podkresli¢ wypada, ze zakladamy tu, ze p jest Srodkiem pewnego przedzialu otwartego zawartego w
dziedzinie funkcji.

Dowdéd.

Zaltézmy, ze funkcja f ma w punkcie p warto$¢ najwieksza. Znaczy to, ze dla kazdego punktu z 2z dziedziny

flp+h)—f(p)

A < 0, wobec tego f'(p) =

funkcji f zachodzi nieré6wnosé f(z) < f(p), zatem dla h > 0 mamy

i PR~ f() flp+h)—f(p)
h—0+ h h
zachodzié jednoczesnie jedynie w przypadku f/(p) = 0. Jesli f przyjmuje w punkcie p warto$é najmniejsza, to

< 0. Mamy tez f'(p) = hlirgf > 0 dla h < 0. Obie te nieréwnosci moga,
funkcja przeciwna —f przyjmuje w tym punkcie warto$é najwieksza, wiec 0 = (—f)(p) = —f'(p). Dowdd zostat
zakonczony. W

Wypada podkresli¢, ze jesli funkcja okreslona na przedziale przyjmuje warto$é¢ najwieksza w jego koncu, to nawet
w przypadku, gdy jest w tym koncu jednostronnie rézniczkowalna, to jej pochodna nie musi byé¢ réwna 0, funkcja
x rozpatrywana na przedziale [7,13] przyjmuje swa najwieksza warto$é w punkcie 13, w ktérym jej pochodng jest
liczba 1.

Uwaga o wartosciach funkcji w poblizu punktu, w ktérym pochodna jest dodatnia
Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p oraz f/(p) > 0, to istnieje liczba 6 > 0 taka, ze jesli 0 < h < 4, to
flp—h) < f(p) < f(p+ h), tzn. dostatecznie blisko punktu p, na lewo od niego wartosci funkcji sa, mniejsze niz w
warto$¢ punkcie p, za$ na prawo od tego punktu, w jego poblizu wartosci funkcji sa wieksze niz wartos¢ w punkcie
p.

Dowéd.
fe+h)—fp)
h

zatem licznik i mianownik tego ulamka maja taki sam znak. B

Tloraz réznicowy jest dodatni dla dostatecznie malych h, bowiem ma dodatnia granice przy h — 0,

Twierdzenie Rolle’a

Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym [a, b] i ma pochodna we wszystkich jego punktach wewnetrznych

tycznym tego rodzaju dziwactwa pojawiaja sie. Zwigzany z ruchem Browna proces Wienera znajduje zastosowania

rowniez w modelach ekonomicznych.



oraz f(a)= f(b), to istnieje punkt ¢ € (a,b), taki ze f'(c) =0.

Dowadd.

Zatézmy, ze f(a) = f(b) nie jest najwieksza wartoscig funkcji f. Niech ¢ bedzie punktem, w ktérym funkcja f
przyjmuje wartos¢ najwieksza sposréd przyjmowanych na tym przedziale. Oczywiscie a < ¢ < b. Wobec tego f jest
rézniczkowalna w punkeie ¢ i na mocy twierdzenia Fermata zachodzi réwnosé f/(c) = 0. Jedli funkcja f nie przyjmuje
wewnatrz przedzialu [a,b] wartosci wiekszych niz f(a) = f(b), to albo przyjmuje mniejsze i mozemy zamiast niej
rozwazy¢ funkcje przeciwng —f, albo funkcja f jest stala na przedziale [a,b]. W tym drugim przypadku ¢ moze
by¢ dowolnym punktem przedziatu otwartego (a,b). Dowdd zostat zakoniczony. B

Interpretacja fizyczna tego twierdzenia moze by¢ np. taka: po prostoliniowej drodze porusza sie pojazd, ktory
rozpoczyna i konczy przemieszczanie sie w tym samym punkcie ( flay=f (b)) , poniewaz konczymy podréz w punkcie
startu, wiec w ktéryms punkcie musieliSmy zawrdcié, w momencie zmiany kierunku jazdy nasza predkosé byta rowna
0.

Na wykresie funkcji punkty, o ktorych jest mowa w dowodzie twierdzenia Rolle’a to te w otoczeniu, ktérych
wykres wyglada tak, jak wykres funkcji —z? w otoczeniu punktu 0. Oczywiscie to nie sa jedyne punkty, w ktérych
pochodna przyjmuje warto$¢ 0. Niech f(z) = sin®z. Wtedy f'(z) = 3sin®zcosz, zatem f/(0) = 0, chociaz w
punkcie 0 funkcja f nie ma lokalnego maksimum ani lokalnego minimum, w kazdym przedziale postaci (4, 4), gdzie
0<d< g , funkcja f jest $cisle rosnaca. Ma ona lokalne ekstrema, ale w innych punktach, np. w punktach ig .

Przejdziemy teraz do najwazniejszego twierdzenia w rachunku rézniczkowym, twierdzenia o wartosci sredniej.

Twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej

Jesli funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedzialu domknietego [a,b] i ma pochodna we wszystkich punktach

) —
przedziatu otwartego (a,b), to istnieje punkt ¢ € [a,b], taki ze f/(c) = W )
Dowad.
b) — b) —
Niech g(z) = f(z)— W(m —a) —od funkcji f odejmujemy funkcje W(m —a), wiec liniowa, ktdrej

przyrost na przedziale [a,b] jest réwny f(b) — f(a), czyli jest réwny przyrostowi funkcji f na tym przedziale. Mamy
wiec g(a) = f(a) = g(b). Poza tym z definicji funkcji ¢ wynika od razu, ze jest to funkcja ciagta, jako réznica funkcji
ciaglych. Taki sam argument przekonuje nas o istnieniu pochodnej g’ we wszystkich punktach przedziatu otwartego

(a,b) . Wobec tego dla funkcji g spelione sa zalozenia twierdzenia Rolle’a. Istnieje wobec tego taki punkt ¢ € (a,b),

e 0= g/(0) = J'(e) - {U I

Kazdy czytelnik z pewnoscia zauwazyl, ze twierdzenie Rolle’a jest przypadkiem szczegdlnym twierdzenia La-

, a to wlasnie mieliSmy wykaza¢. Dowdd zostal zakonczony. B

grange’a o wartosci éredniej. Mozna tez zinterpretowaé ,fizycznie” twierdzenie Lagrange’a. Jedli f(z) oznacza

polozenie w chwili x obiektu poruszajacego sie po prostej, to f’(c) oznacza predko$é w chwili ¢, natomiast

f(b) — f(a)
b—a

predkosé chwilowa w pewnej chwili ¢ réwna jest predkosci éredniej, co wyglada na stwierdzenie zupelnie oczywiste.

to predkosé érednia w okresie od a do b. Wg. tej interpretacji twierdzenie o wartosci $redniej mowi, ze

Geometrycznie twierdzenie to oznacza, ze jesli poprowadzimy prosta przez dwa punkty lezace na wykresie funkcji
f, to styczna do wykresu f w pewnym punkcie lezacym miedzy wybranymi punktami jest rownolegta do wybrane;j
prostej.

Widzimy wiec, ze twierdzenie Lagrange’a ma krotki dowdd, prosto mozna je zinterpretowac na rézne sposoby.
Pokazemy teraz, ze ma ono liczne i wazne konsekwencje. Najpierw jednak pokazemy jeszcze jedno jego uogdlnienie.

Twierdzenie Cauchy’ego o wartosci Sredniej



Jesli funkcje f 1 g sa ciagle w kazdym punkcie przedzialu domknietego [a,b] i maja pochodne we wszystkich
') _ f®) - fla)

g'(c)  g(b) —g(a)

Dowdéd. Nie rézni sie niczym istotnym od dowodu twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej. Rozpatrujemy
f(b) — f(a)
9(b) — g(a)
Rolle’a. Zauwazmy jeszcze, ze z twierdzenia Rolle’a wynika, ze funkcja ¢ jest réznowartosciowa na przedziale [a,d],

punktach przedzialu otwartego (a,b) przy czym ¢’(x) # 0, to istnieje punkt ¢ € [a, b], taki ze

pomocniczg funkcje h zdefiniowans wzorem h(z) = f(x) — (9(z) — g(a)) i stosujemy do niej twierdzenie
wiec wszystkie rozpatrywane ilorazy w tym twierdzeniu i jego dowodzie maja sens. B

Twierdzenie o monotonicznosci funkcji rézniczkowalnych
Zalézmy, ze funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedzialu P i ze jest rézniczkowalna we wszystkich jego
punktach wewnetrznych. Przy tych zalozeniach funkcja f jest:

— niemalejaca (z < y = f(z) < f(y)) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f’ jest nieujemna,

— nierosnaca (x < y = f(x) > f(y)) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f’ jest niedodatnia.

Dowdéd.

flz+h) - f(z)
h

utamka maja taki sam znak. Granica funkcji nieujemnej, jesli istnieje, to jest nieujemna. Z tego zdania wynika

Jedli funkcja jest niemalejaca, to iloraz réznicowy jest nieujemny, bo licznik i mianownik tego

natychmiast, ze pochodna we wszystkich tych punktach przedzialu P, w ktorych istnieje, jest nieujemna. Zalézmy

teraz, ze pochodna w punktach wewnetrznych przedzialu P jest nieujemna. Zalézmy, ze x,y € P ize © < y. Z

fly) = f(z)

= f'(z) > 0 dla pewnego
y—

twierdzenia o wartodci éredniej zastosowanego do przedziatu [z, y] wynika, ze

fly) — f(@)

punktu z € (z,y). Poniewaz mianownik utamka jest dodatni, a sam ulamek jest nieujemny, wiec licznik

tego utamka, czyli réznica f(y) — f(z), tez jest nieujemny, zatem f(y) > f(x), co dowodzi tego, ze funkcja f jest
niemalejaca. Drugi przypadek sprowadzamy jak zwykle do pierwszego zastepujac funkcje f funkcja przeciwna —f .
Dowdd zostal zakoriczony. B
Whniosek*
Funkcja ciagla na przedziale P, rézniczkowalna we wszystkich jego punktach wewnetrznych jest stala wtedy i tylko
wtedy, gdy f'(z) =0 dla kazdego punktu wewnetrznego przedziatu P.
Dowadd.
Funkcja stala jest jednoczesnie niemalejaca i nierosnaca, zatem jej pochodna jest jednoczes$nie nieujemna i niedodat-
nia, czyli zerowa. Jesli natomiast pochodna jest zerowa, czyli jednocze$nie nieujemna i niedodatnia, to funkcja jest
zaréwno niemalejaca, jak i nierosnaca, wiec jest stala. Dowdd zostal zakoriczony. B
Twierdzenie o Scistej monotonicznosci funkcji rézniczkowalnych
Zaktadamy jak poprzednio, ze funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedzialu P oraz ze jest rézniczkowalna w
kazdym punkcie wewnetrznym przedzialu P. Przy tych zalozeniach funkcja f jest:
—  $cidle rosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest nieujemna oraz miedzy kazdymi  dwoma punktami
przedzialu P znajduje si¢ punkt, w ktérym pochodna f’ jest dodatnia,
—  $cisle malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna jest niedodatnia oraz miedzy kazdymi dwoma punk-
tami przedzialu P znajduje si¢ punkt, w ktérym pochodna f’ jest ujemna.

Dowéd.

* Mozna z tatwoscia ten wniosek udowodnié bezposrednio, bez powolywania sie na wlasnie wykazane twierdzenie.



Zal6zmy, ze funkcja f jest $cisle rosnaca. Jest wiec réwniez niemalejaca, wiec na podstawie poprzedniego twierdzenia
jej pochodna jest nieujemna. Jesli x,y € P, x < y, to w pewnym punkcie wewnetrznym z przedziatu [z, y] zachodzi
nieréwno$é f/(z) > 0, bowiem gdyby pochodna réwna byta 0 w kazdym punkcie przedzialu [z,y], to funkcja
f bytaby stala na tym przedziale, wiec nie bylaby $cisle rosnaca. Zajmiemy sie dowodem implikacji przeciwne;j.
Zaktadamy teraz, ze f jest funkcja ciagla, ktérej pochodna jest nieujemna. Z poprzedniego twierdzenia wnioskujemy,
ze f jest funkcja niemalejaca. Jesli nie jest ona $cisle rosnaca, to istnieja punkty z,y € P, takie ze z < y i
flx) = fly). Jeshi z < z < y, to f(x) < f(2) < f(y) = f(x), co oznacza, ze f(x) = f(z), a to z kolei oznacza,
ze f jest funkcja stala na przedziale [z,y], a z tego wynika, ze f'(z) = 0 dla kazdego punktu z € [z,y], wbrew
zalozeniu. Druga cze$¢ twierdzenia moze by¢ uzyskana z pierwszej przez rozwazenie funkcji —f zamiast funkcji f.
Dowdéd zostal zakoriczony. B

Twierdzenie o lipschitzowskosci funkcji rézniczkowalnej
Zakladamy jak w twierdzeniach poprzednich, ze funkcja f jest okre$lona na pewnym przedziale P, ze jest na nim
ciagta i ze jest rézniczkowalna we wszystkich punktach wewnetrznych tego przedziatu. Przy tych zalozeniach funkcja
f spelia warunek Lipschitza ze stala, L > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy L > sup{|f’'(t)]: t € intP}.*

Dowadd.
Jesli z,y € P, to na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej istnieje punkt z lezacy miedzy = i v,
taki ze |f(x) — f(y)| = |f'(2)(x —y)| < sup{|f'(t)]: t € intP}- |z — y|, co koiczy dowdd twierdzenia w jedna,

strone. Dowéd w druga strone wynika natychmiast z tego, ze jesli funkcja spelia warunek Lipschitza ze stata, L,

flz) = fy) fly) = f(x)
T —y y—x
sup{|f’'(t)]: te€intP} < L. Dowdd zostal zakoniczony. B

< L, zatem |f'(z)| = lim

y—z

to dla dowolnych x,y € P zachodzi nier6wnos¢ < L, zatem

Przyklady

16. Niech f(z) = é .Mamy f'(z) = —% < 0. Funkcja ma wiec ujemna pochodna w kazdym punkcie swej dziedziny
(—00,0)U(0,00). Mamy tez f(—1) =—1<1= f(1), wobec tego funkcja ta nie jest nierosnaca, tym bardziej nie
jest malejaca. Przyczyna tego zjawiska jest to, ze dziedzina tej funkcji nie jest przedzialem — malutka, raptem
jednopunktowa dziura w dziedzinie, powoduje, ze teza przestaje byé¢ prawdziwa! . Na kazdym przedziale, na

ktorym jest zdefiniowana, funkcja ta jest nierosnaca, a nawet Scisle malejaca. B

3 2
17. Niech f(z) =sinz — (:L' - %) . Mamy f'(z) = cosz — (1 - %) i wobec tego réwniez (f')(z) = —sinz+x.

Udowodnili$émy poprzednio, ze jesli « > 0, to sinz < z. Z tej nieréwnosci wynika, ze (f')'(z) > 0 dla

kazdego = > 0. Wobec tego funkcja f’ jest Scisle rosnaca na pélprostej domknietej [0,00). Stad wynika, ze
02
f'(x) > f(0) = cos0— (1 — 5) = 0 dla kazdego = > 0. Wobec tego funkcja f, ktorej pochodna jest dodatnia

na pélprostej otwartej (0,00), jest $ciSle rosnaca na pélprostej domknietej [0,00), zatem dla = > 0 zachodzi
nieréwno$é¢ f(z) > f(0) =0 — (O — %3> = 0. Wykazaliémy w ten sposéb, ze sinx > x — %3 dla kazdej liczby
dodatniej x. ®

18. Zajmujac sie funkcja wykladnicza o podstawie e w rozdziale pierwszym wykazaliSmy, ze dla kazdej liczby

rzeczywistej x zachodzi nieréwnos$é¢ e® > 1 + x, pézniej zreszta wzmocniona. Wiemy, ze pochodna funkcji e”

jest ta sama funkcja. Wartoscia tej pochodnej w punkcie 0 jest liczba e® = 1. Wobec tego réwnanie stycznej do

* int P oznacza zbiér zlozony ze wszystkich punktéw wewnetrznych przedzialu P, czyli przedzial otwarty, ktérego

konce pokrywaja sie z koncami przedziatu P.



19.

20.

21.

wykresu funkcji wykladniczej w punkcie (0,1) ma posta¢ y = 1-(z—0)+e® = 2+1 . Wobec tego wspomniana
nieréwnos¢ oznacza, ze wykres funkcji wykladniczej o podstawie e znajduje sie nad styczna do siebie w punkcie

(0,0). Przekonamy sie pézniej, ze jest to zwigzane z wypukloscia funkcji wyktadniczej. ®

WspomnieliSmy w przykladzie siedemnastym nieréwnos$é sinz < x, ktéra ma miejsce dla = > 0. Pochodna
funkcji sinus jest funkcja kosinus. W punkcie 0 warto$é¢ pochodnej to cos0 = 1. Wynika stad, ze réwnanie
stycznej do wykresu funkeji sinus w punkcie (0,0) przybiera posta¢ y = 1- (z — 0) +sin0 = x. Wobec tego
nier6wno$¢ x > sinx oznacza, ze na polprostej (0,00) wykres funkcji sinus znajduje sie pod styczna do tegoz
wykresu w punkcie (0,0). Przekonamy sie pézniej, ze jest to zwiazane z wklestoscia funkeji sinus na przedziale

[0,7], dla & > 7 nieréwnosé¢ zachodzi, bo wartosei funkeji sinus sg mniejsze niz 1 < 7.1

Niech f(z)=e*—(1+ax+ %xQ) Mamy f/(z) =e*—(14+x) > 0. Wobec tego (') (x) =e*—1>0,dla >0
oraz (f')(z) =e*—1<0 dla z < 0. Wynika stad, ze funkcja f’ jest $ciSle rosnaca na pélprostej [0,00) oraz
$cigle malejaca na potprostej (—oo,0]. Wobec tego najmniejsza wartoscia funkcji f’ jest f/(0) =e® —1=0.
Oznacza to, ze dla x # 0 zachodzi nieréwnosé f/(z) > 0, czyli e* > 142 . Wobec tego, ze funkcja f’ przyjmuje

wartosci dodatnie na calej prostej z wyjatkiem jednego punktu, funkcja f jest Scisle rosnaca na calej proste;j.

1
Mamy wiec f(z) > f(0) =¢e®— (1+0+ 502) =0dla >0 oraz f(z) < f(0)=0 dla z <0, zatem dla = > 0
1 1
zachodzi nieréwnosé¢ e* > 1+ x + 5:02 ,zas§ dla z < 0 — nieréwnoéé¢ e* < 1+ x + 51'2 . Rozumujac w ten sam

spos6b mozna wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnoéé¢ e* > 1+x+ %1’2 + %ms , przy
czym nieréwnosé jest ostra dla x # 0. Uogdlnienie pozostawiamy czytelnikom w charakterze pr(;stego élwiczenia.
Zachecamy tez do poréwnania z rozumowaniami przeprowadzanymi w rozdziale pierwszym: bez trudu mozna
zauwazy¢, ze uzyskujemy teraz z latwodcia nierownosci, ktorych wykazanie bez uzycia pochodnych bylo dosy¢

trudne. W

Ten przyklad bedzie nieco diuzszy. Nalezy go przestudiowac z uwagq. Dotyczy to réwniez tych studentow, ktorzy
wyniesli ze szkoly sporq wiedze matematyczna, bowiem stosowana tu metoda bedzie uzywana pdiniej rowniez w
odniesieniu do funkcji wielu zmiennych, a w wiekszo$ci szkot nie jest stosowana.

Niech a > b > 0 beda liczbami rzeczywistymi. P niech oznacza prostokat, ktérego jeden bok ma diugo$é a, a
b
drugi — b. Z prostokata P wycinamy cztery kwadraty o boku = € (O, 5) zawierajace cztery wierzchotki P |, tak

ze pole P zmniejsza sie o 422 . Nastepnie zaginamy ,wystajace” czesci powstatego dwunastokata (niewypuklego)
tak, by powstalo pudetko o wymiarach a —2x, b— 2z, x. Dla jakiego x pojemnos¢ otrzymanego pudetka bedzie
najwieksza?

Rozwigzanie. Niech V(z) = x(a — 22)(b — 22) bedzie pojemnoscia pudeltka. V jest funkcja ciagla, a nawet
rézniczkowalna w kazdym punkcie swej dziedziny. Z punktu widzenia pojemnoéci pudetka dziedzing funkcji V'
jest przedzial (0, g) , ale mozna te funkcje rozpatrywac na przedziale domknietym [0, g] . Na przedziale {0, g]
funkcja V' , jako ciagla , przyjmuje warto$¢ najmniejsza oraz warto$é najwieksza. Poniewaz V(0) =V (g) =
i V(z) >0 da z € (O, g) , wiec najmniejsza wartos¢ przyjmowana jest w koncach przedziatu [0, g] , zas

najwieksza — w pewnym punkcie wewnetrznym zy tego przedzialu. Poniewaz funkcja V jest rézniczkowalna

b

w Tg, wiec V'(zg) = 0. Wystarczy zatem znalezé punkty w przedziale (0, 5) , w ktérych pochodna funkcji V'

przyjmuje warto$¢ 0 i stwierdzi¢, w ktérym z nich V' ma najwieksza wartos¢ — takie punkty sa co najwyzej dwa,



bo V jest wielomianem trzeciego stopnia, wiec V' jest wielomianem kwadratowym. V' (x) = 1222 —4(a+b)z+ab.
Wiemy, ze ten wielomian ma co najmniej jeden pierwiastek w przedziale (0, %) (nie ma potrzeby sprawdzad,

ze jego wyrdznik jest dodatni, bo to wynika z istnienia x(!).* Mozemy teraz zastosowaé to samo rozumowanie

b
do badania funkcji V' na przedziale [5, g} . Wewnatrz tego przedzialu funkcja V' przyjmuje wartosci ujemne,

b a
na koncach — zero. Wobec tego swa najmniejsza warto$c na {5, 5} funkcja V' przyjmuje wewnatrz przedziatu
i wobec tego jej pochodna V' przyjmuje wartosé 0 w co najmniej jednym punkcie tego przedziatu. Wynika z
2)\2

pierwiastek, a poniewaz V'’ ma dokladnie dwa pierwiastki, wiec w kazdym z wymienionych przedzialéw ma

b b
tego rozumowania, ze w kazdym z przedzialéw (0, —), ( g) pochodna V' funkeji V' ma co najmniej jeden

dokladnie jeden pierwiastek. Tak sie dzieje w przypadku a > b. W przypadku a = b sytuacja jest nieco inna:
b

\% (5) = 0, co sprawdzamy bezposrednim rachunkiem (ogélnie: jesli liczba x1 jest podwdjnym pierwiastkiem

funkcji f , tzn. f(z) = (x — 21)%g(z) dla pewnej funkcji g rézniczkowalnej w x1, to f(x1) = 0= f'(x1)) i

b
wobec tego réwniez w tym przypadku w przedziale (0, 5) funkcja V' moze mieé co najwyzej jeden pierwiastek,

b
wiec ma dokladnie jeden. UdowodniliSmy w ten sposéb, ze w przedziale (O, 5) funkcja V' ma doktadnie jeden
pierwiastek zg, ktérym jest mniejszy z dwéch pierwiastkéw tej funkeji, a liczba V(xg) jest najwieksza wartoscig

b
funkcji V' przyjmowana na przedziale <0, §> . Oczywiscie zachodzi rownosé

ta+b)—/(4a+b) —4-1200 44— VTR
o= 2.12 - 6 '

Uwaga: nie zajmowali$my sie znakiem pochodnej V', bo nie bylo potrzeby ustalaé na jakich przedzialach funkcja

V' rodnie, a na jakich maleje. Oczywiscie mozna bylo postapié inaczej: stwierdzié, ze na przedziale (0,zg)
b
pochodna V’ funkeji V' jest dodatnia, wiec V' na tym przedziale roénie, a na przedziale (:L'O, 5) pochodna V'

jest ujemna, wiec na tym przedziale funkcja V' maleje. Z naszego rozumowania to tez wynika, bo na przedziale
(0, z0) pochodna V' nie przyjmuje wartosci 0 , ma zatem ten sam znak we wszystkich punktach tego przedziatu,
zatem funkcja V' jest na tym przedziale $cisle monotoniczna, nie moze byé¢ malejaca, bo V(xzg) > 0 = V(0),
wiec jest $cile rosnaca, wiec jej niezerujaca sie pochodna jest dodatnia. B
22. Znalez¢ maksimum objetosci bryt powstatych w wyniku obrotu trdjkata prostokatnego o obwodzie 1 wokédt jego
przeciwprostokatne;.
Rozwigzanie: Niech a, b, c oznaczaja boki tréjkata, przy czym ¢ oznacza przeciwprostokatna. Bryla, ktora

powstaje w wyniku obrotu tréjkata wokdt boku c to dwa stozki zlaczone podstawami. Promien tej wspdlnej

ab
podstawy to wysoko$¢ tréjkata prostopadia do przeciwprostokatnej, wiec réwna — (pole tréjkata jest réwne
c

1 1
§ab = §ch5, gdzie h. jest wysokoscia tréjkata prostopadla do przeciwprostokatnej ¢). Suma wysokosci tych

PR , . . , r (ab\? 7(ab)? _
stozkéw jest rowna c. Wobec tego suma ich objetosci jest réwna V = 3\ c = Tyt Wiadomo,
c c

ze a®>+ b2 =2 ia+b+c=1.Stad wynika, ze 2ab = (a +b)? — (a2 +b?) = (1—¢)*> =2 =1 — 2.

2
. 3 (1 —2¢ T (1 T [—1
Wobec tego zachodzi wzér V = V(c) = (1 = 2¢)7 = —|=-—4+4c). Stad V'(c) = — | — +4 ). Stad
12¢ 12 \ ¢ 12 \ ¢
% , ab
Drugi pierwiastek wielomianu V' tez jest dodatni, bo iloczyn pierwiastkéw tego wielomianu jest réwny E , jest wigc dodatni, zatem oba

pierwiastki maja ten sam znak, ale z tego korzysta¢ nie bedziemy.



23.

1
wnioskujemy z latwoscia, ze V/(c) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = iﬁ’ zatem kandydatami na punkt, w
1 1
ktérym funkcja V' przyjmuje swa najwicksza wartosé sa 3 oraz —5- Liczba ¢ jest dlugoscia boku tréjkata,

1 1
zatem jest dodatnia, bo jest dlugoécia odcinka, wiec nie moze by¢ réwna —5- Liczba 3 tez nie wchodzi w

gre, bo wtedy musialoby by¢ a +b =1 — % =5 = ¢, co przeczyloby nieréwnodci tréjkata. Oznacza to, ze na
kazdym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji V' jest ona Scisle monotoniczna, zatem kresy, jesli w ogdle
sa przyjmowane, to w koncach przedzialu. Musimy wiec znalez¢ dziedzine funkcji V. Oczywistym warunkiem
koniecznym na to, by liczby a, b, c byly bokami tréjkata prostokatnego o obwodzie 1, jest, aby byly dodatnimi
rozwigzaniami ukladu réwnan: a? + b2 = ¢, a +b = 1 — ¢c. Warunek ten jest tez dostateczny: jedli a,b > 0 i
a?+b*=c? to (a+b)?>a®+b%=c?, zatem a+b > c i oczywiscie a+c>c>boraz b+c>c > a.

Oznacza to, ze z odcinkéow o dlugosciach a,b,c mozna zbudowaé tréjkat, oczywiscie prostokatny. Ten uklad

1— 2 _ 2
w = — — c¢. Wobec tego liczby a i

réwnan réwnowazny jest nastepujacemu: a +b =1—c¢, ab = 5 5

1
b sa pierwiastkami réwnania kwadratowego t2 — (1 — ¢)t + 3~ ¢ = 0. Warunkiem koniecznym i dostatecznym
1
na to, by to réwnanie to mialo dodatnie pierwiastki dla dodatniej wartosci parametru c, jest 0 < ¢ < 3 i

1 1 1
0§Az(170)274(570):71+20+02:(c+1)272 czyli \/571§C<5.Poniewaz V<§> =0,

1
wiec maksymalna warto$¢ V jest réwna V (\/5 — 1) — oczywiscie maksymalna na przedziale [\/5 -1, 5) .

Latwo zauwazy¢, ze dla ¢ = v/2 — 1 otrzymujemy tréjkat réwnoramienny (bo A =0, wiec pierwiastki réwnania
1

kwadratowego 2% — (1 — ¢)x + 5 ¢= 0, czyli liczby a i b sa réwne).

Komentarz: Ten przyklad powinien przekona¢ studentéw o koniecznosci zwracania uwagi na dziedzine funkcji.

Omawialem to zadanie wielokrotnie na ¢wiczeniach, jeszcze sie nie zdarzylo, by studenci chcieli, aby objetosé V'
ma?(1 — 2a)?
i
6(1 —a)(1 —2a+ 2a?)

potraktowaé jako np. funkcje zmiennej a. Gdyby tak sie stalo, byloby V = V(a) =

1
maksimum osiggane byloby w punkcie wewnetrznym dziedziny funkcji V', czyli przedzialu (0, 5) , mianowicie

w punkcie , zatem w punkcie zerowania sie pochodnej funkcji V. Byloby znacznie mniej klopotu z
dziedzing funkcji, za to wiecej z obliczeniami. Czesto tez studenci nie potrafili stwierdzi¢, ze poniewaz funkcja
ma niezerows pochodna na przedziale, to jest na nim monotoniczna. Wydawalo im sie, ze popeknili blad w
obliczeniach, bo skoro w jakim$ punkcie ma by¢ maksimum, to pochodna tam musi sie zerowa¢ — zapominali

wiec o tym, ze to twierdzenie méwi o punktach wewnetrznych dziedziny, koncéw nie dotyczy. B

Znajdziemy teraz kres gorny iloczynu trzech liczb nieujemnych, ktérych suma jest rowna 3. Oznaczmy te liczby
przez z,y,z. Mamy wiec x > 0, y > 0, z > 0 oraz =z + y + 2z = 3. Mamy znalez¢ kres gérny wyrazenia
zy(3 —x —y), przy zalozeniu, ze z,y >0 oraz x +y < 3. Niech s = 2+ y < 3. Chwilowo traktowaé bedziemy
wielko§¢ s jako stala. Przy ustalonym s nasze wyrazenie to (s — z)(3 — s). Mamy znalez¢é jego kres gérny
zakladajac, ze 0 < z, 0 <y =s—z, czyli 0 < z < s. Mamy wiec do czynienia z funkcja kwadratowsa
zmiennej x: (3 — s)(—a? + sx). Wiekszoéé studentéw pamieta z nauki szkolnej, ze funkcja kwadratowa, ktérej
wspolczynnik przy z? jest ujemny, przyjmuje swa warto$é najwieksza w érodku odcinka, w ktérego funkcja

ta przyjmuje réwne wartosci (np. 0, wtedy konicami odcinka sg pierwiastki funkcji). W naszym przypadku tym



[ V)

1 S s
punktem jest x = 3 (0+s) = 3 ¥ By zakonczy¢ zadanie nalezy znalez¢ maksymalna, warto$é wyrazenia (3 —s) T

2\’ 2 2
na przedziale [0, 3]. Mamy <(3 - s)%) = fsz +3- s)g =3- 252 . Poniewaz funkcja (3 — s)sz zmiennej s

jest ciagla na przedziale domknietym [0, 3], wiec osiaga w jakim$ punkcie swdj kres gérny. Poniewaz w konicach

przedzialu przyjmuje wartos¢ 0, a wewnatrz jest dodatnia, wiec kres gorny jest przyjmowany w jakim$ punkcie

]

S
wewnetrznym tego przedziatu. Jedynym punktem w przedziale (0,3), w ktérym pochodna funkeji (3 — S)Z
2
S
przyjmuje wartosé 0, jest 2. Wartosé¢ funkeji (3 — S)I w tym punkcie réwna jest 1. Odpowiednie wartosci

wyjsciowych zmiennych to x = y = z = 1. Zadanie zostalo rozwiazane.
Pokazemy teraz inne rozwiazanie tego samego problemu. Przypomnijmy, ze w poprzednim rozdziale wykazaliSmy
nieréwnos$¢ o Sredniej arytmetycznej i geometrycznej, ktéra w przypadku trzech liczb nieujemnych x,y, z przy-

biera posta¢ FJzyz < #

naszym przypadku oznacza to, ze Fzyz < 1, przy czym nieréwno$é staje sie rownoécia wtedy i tylko wtedy,

, przy czym staje sie ona rownoscia wtedy i tylko wtedy, gdy x =y = 2. W

gdy © =y = z = 1. Wobec tego najwieksza wartoscig iloczynu trzech liczb nieujemnych, ktérych suma jest
réwna 3 jest liczba 1. To drugie rozwiazanie jest krétsze, ale wymaga pewnego pomystu. Pézniej pokazemy
jeszcze dwa inne rozwiazania tego zadania w oparciu o twierdzenia dotyczace funkcji dwu lub trzech zmiennych

rzeczywistych. B

Zanim pokazemy nastepne przyktady zauwazmy, ze z definicji pochodnej wynika nastepujaca rownoéé przyblizona

h) —
postaci f(p+ h) = f(p) + f'(p)h. Mozna sie spodziewaé, ze jest to przyblizenie doktadniejsze dla h dostatecznie

~ 0. Nie troszczac sie przesadnie o precyzje rozumowania przepisa¢ ja mozna w

bliskich 0 niz przyblizenie f(p + h) ~ f(p), ktére jest konsekwencja ciaglodci funkeji f w punkcie p. Tak jest

w rzeczywistodci, bowiem blad przyblizenia f(p + h) =~ f(p) + f'(p)h jest maly w poréwnaniu z |h|, bowiem
flo+h) —(f(p) + f'(p)h)

lim =

— f’(p)) = 0. Zauwazmy jeszcze, ze zachodzi nastepujace :

Twierdzenie (charakteryzujace pochodna jako wspélczynnik wielomianu stopnia
1 najlepiej przyblizajacego funkcje.)
f(p+h)—(ah+Db)

Zalézmy, ze f jest funkcja ciagla w punkcie p. Wtedy réwnosé }llm%) = 0 zachodzi wtedy i tylko

h
wtedy, gdy funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie p oraz a = f'(p) i b= f(p).
Dowdéd.
Jezeli lim fpth)~ (ah 1) =0, to lim Jloth)=b —a =0, wigc a = lim M,Z&tem 0 = lim ah =
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
. L B o o . flp+h)—-b
}llm})(f(p + h)—0b), czyli b = }llm%) flp+ h) = f(p). Z ostatniej réwnosci wynika, ze a = }ILHnOT =

i L@ 1) — F(0)

. . i . . . o ,
lim N , a to oznacza, ze [ jest rézniczkowalna w punkcie p i zachodzi réwno$é a = f'(p), co konczy

* Tym, ktérzy akurat zapomnieli, ze tak jest, podajemy uzasadnienie w oparciu o twierdzenia z tego rozdziahu.
s
Mamy (z(s —z)(3 —s)) = (3 — s)(—2z + s). Ta pochodna jest dodatnia na pélprostej (—oo, 5), a na polprostej
(0,00) jest ujemna. Wobec tego funkcja jest Scisle rosnaca na pétprostej (—oo,0], a na pélprostej [0,00) jest Scisle
2
s

malejaca, wiec liczba (3 — s) - % (s — 5) =(3- S)SZ jest jej najwieksza wartoscia,.



dowéd twierdzenia w jedna strone. Przed sformutowaniem twierdzenia wykazaliémy prawdziwos¢ implikacji przeciw-

nej.

Dowdéd zostat zakoniczony. W

7 twierdzenia tego wynika, ze sposrdd wszystkich wielomianéw stopnia < 1 zmiennej x najlepiej przybliza

funkcje f w otoczeniu punktu p wielomian f(p) + f'(p)(z —p) . Zadne z twierdzeri do tej pory sformutowanych nie

daje jawnego oszacowania bledu przyblizenia, ale pokazywaliSémy juz jak mozna dowodzi¢ nieréwnoéci, a to stwarza

szanse na szacowanie bledu. Pokazemy, teraz kilka przykladéw.

24.

25.

26.

Przyklady cd.

1 1 1
50 = V49 +1 ~ V49 + —— -1 = 7+ — — przyjelidmy tu h = 1, f(x) = z, zatem f'(v) = ——,
Vv Vv Vv N 71 Previclismy flx) = Va f(@) N

p = 49. Chociaz 1 nie jest mala liczba, jednak przyblizenie, ktore uzyskaliémy jest dosyé¢ dobre. Rzeczywiscie,

1) 1 1)? 1 o Lo
(7 + ﬁ) =49+2-7- 1 + <ﬁ) =50+ 196 ° Widzimy wiec, ze po podniesieniu do kwadratu przyblizonej

1
wartosci pierwiastka, otrzymalismy liczbe nieco tylko wieksza od 50. Mamy 7,07 < 7+ 7 < 7,08 oraz 7,072 =

49,9849, co oznacza, ze nasze przyblizenie pozwolilo nam znalezé dwie cyfry po przecinku liczby /50 bez
wykonania trudnych obliczenl! Wartos¢ przyblizona jest w tym przypadku wieksza niz rzeczywista, bo styczna
do wykresu pierwiastka kwadratowego lezy nad wykresem. B

502 = (49 + 1)? ~ 492+ 249 -1 = 2499. Tym razem f(z) = 2%, zatem f'(x) =2z, p =49 i h = 1.
W rzeczywistoéci 502 = 2500, wiec tym razem blad, ktéry popelmiamy stosujac wzér przyblizony zamiast
dokladnego jest réwny 1, wiec jest ponad 100 razy wiekszy niz w poprzednim przykladzie. B

eV = Ml x e® L e .1 = 2. ¥ W tym przykladzie f(z) = e = f/(z), p = 49 i h = 1. Zatem
blad, ktéry popemiamy w tym przypadku, jest réwny e — 2. e = (e —2)-e* > 0,7 e* jest wiec
ogromny i to nie tylko w poréwnaniu z h = 1, ale wrecz poréwnywalny z wartoécia funkcji. Liczba €0 jest
réwna w przyblizeniu 5,184705485 - 102!, e ~ 1,907346557 - 102!, za$ e° — 2 - e*® ~ 1,370012371 - 102!
— to rezultaty uzyskane za pomoca odpowiedniego programu komputerowego (Maple V). Widzimy wiec, ze w
tym ostatnim przypadku przyblizanie za pomoca, wzoru f(p + h) = f(p) + f'(p)h w ogdle nie ma sensu, w

2 dawalo przyblizenie gorsze niz w przypadku pierwiastka kwadratowego. Mozna dosyé

przypadku funkcji =
prosto wyjasnié¢, co jest tego przyczyna. Otéz z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej wynika, ze dla
kazdego h # 0 istnieje co najmniej jedna liczba 6, € (0,1), taka ze f(p+ h) — f(p) = f'(p+ 6 - h)h,
zatem f(p+h) — (f(p)+ f'(p)h) = (f’(p +0n-h) — f(p))h. O liczbie 6} nic wiecej nie wiemy ponad to, ze
znajduje sie ona w przedziale (0,1), oznacza to, ze liczba p + 0, - h lezy miedzy p i p + h. W przypadku

1
funkcji /z i przedzialu (49,50) pochodna zmienia sie bardzo nieznacznie: maleje od wartosci 1 do wartosci

2

W przypadku funkcji z* ro$nie od wartosci 2 - 49 = 98 przyjmowanej w punkcie 49 do wartosci

1
2v/50
2-50 = 100 przyjmowanej w punkcie 50, w tym przypadku zmiana wartosci pochodnej jest istotnie wieksza. W

50 czylio (e—1)-e*9, czyli o wielkoéé

przypadku funkcji e®* pochodna zmienia sie od wartoéci e* do wartoéci e
ogromng. Sama zmiana pochodnej jeszcze o niczym nie swiadczy, bo zmiana moglaby by¢ skoncentrowana na
bardzo kréotkim przedziale koriczacym sie w punkcie 50. Tak jednak w tym przypadku nie jest. I wiasnie dlatego
widoczne sa réznice w dokladnosci. W przypadku funkeji wykladniczej pochodna rosnie od wartosci e*? do
wartosci €%, tj. o wielkoéé ogromna, (e —1)e*® > 1,7-e*?. Mozna sie wiec bylo spodziewaé, ze w tym przypadku
wzor f(p+ h) = f(p) + f'(p)h bedzie bardzo niedokladny: funkcja wykladnicza zagina sie mocno ku gérze

odchodzac szybko od stycznej do siebie w jakim§ punkcie, np. w (49, €%%). W przypadku funkcji kwadratowe 2



27.

28.

pochodna wzrasta od wartosci 98 do wartosci 100, a wiec zmiana jej wartosci jest znacznie mniej spektakularna,
niemniej i w tym przypadku wykres funkcji oddala sie od stycznej w widoczny sposéb, tez ku gérze. W przypadku
funkcji +/z pochodna maleje, ale bardzo powoli, wiec wykres odchyla sie od stycznej ku dotowi, ale efekt ten

jest nieznaczny: wykres nieomal pokrywa sie ze styczna, wiec przyblizenie liniowe dziata bardzo dobrze. B

Przy réznych okazjach na lekcjach fizyki w szkotach wykorzystywana jest réwno$¢ przyblizona sinz ~ x, np.
w optyce przy wyprowadzaniu réwnania soczewki lub zwierciadta, przy wyprowadzania wzoru na okres wahan
wahadla matematycznego. Jest to zastosowanie omawianej przez nas réwnosci przyblizonej f(p + h) =~ f(p) +
f'(p)h w przypadku funkcji sin, p = 0, h = z. W tym przypadku f(0) = sin0 = 0 i f(0) = cos0 =1
i wobec tego f(p) + f'(p)h = x. WykazaliSmy poprzednio (przyktad 17.), ze dla > 0 zachodzi nieréwnosé

T — 3 < sinz < x, wiec blad przyblizenia sinx ~ z jest mniejszy niz 5 wiec jesli kat x jest maly, to ten

1
btad jest bardzo maly, np. jesli x = 10 to blad jest mniejszy niz . Wypada przypomnieé¢, ze mowa o

6000
wielkosci kata wyrazonej w radianach, 1 radian to nieco ponad 57°. Czlowieka o wzroscie 2 m, wiec nizszego niz

np. Malgorzata Dydek (koszykarka z Gdariska, jedna z najwyzszych na swiecie) widaé z odlegtosci 200 m pod
katem okolo 0,01 radiana, wiec méwimy o rzeczywiscie istniejacych katach, matych ale nie o znikomo matych,
wystepujacych niezwykle rzadko. Rachunek rézniczkowy pozwala oszacowaé blad nie tylko z gory, ale rowniez

z dotu. W tym przypadku mozna postuzy¢ sie metoda zastosowana we wspomnianym przykladzie 17 w celu
3 5
x
wykazania nieréwnosci sinx < x — 5 + 120 ktora zachodzi dla x > 0. Z tej nieréwnosci wynika natychmiast,
. 2P x5< . <x3 e blad bravblizenia st wick N "ngdb’
76 ——— < r—sinx < — , a wiec rzyblizenia jest wiekszy niz — — —— i mniejszy niz — . $m
6 120 6 QC DIgd przy J QKSZY 6 120 182y 6 yDbysmy
. . .., . T—sinz L
zainteresowali sie bledem wzglednym, tj. wielkoScia, ———— , to okazaloby sie, ze w przypadku 0 < xz < 0,1
x

1 1 1
6(0’ 1)? = 600" czyli mniejszy niz 6%. To catkiem dobra dokladnosé. B

Niech f(z) =e*, p=0.Mamy f'0=¢"=1 oraz f(0) =e’ =1, zatem e® ~ 1+ z. Zbadamy doktadnoséé tego

jest on mniejszy niz

1
przyblizenia dla « > 0. W przykladzie 20 wykazalidmy, ze dla = > 0 zachodzi nieréwnosé¢ e” > 1+ x + 5:432.

Wobec tego blad przyblizenia jest wiekszy niz %:c2 . Oszacujemy go teraz z gory. Pokazemy trzy metody.
Metoda pierwsza. Znajdziemy liczbe a > 0, taks ze dla wszystkich z € (0,3) zachodzi nieréw-

noéé e®—1—z < ax?. Przyjmijmy f(z) =e®*—1—x—az?. Mamy f'(z) = e®—1—2ax oraz (f')/(z) = e*—2a.
Jesli 2a > e, np. a > % 21,952 = 5 2,83 > % -3, to (f') przyjmuje na przedziale (0,3) wartosci ujemne,
wiec f’ jest funkcja malejaca na przedziale [0,3], a poniewaz f/(0) = e — 1 —2a-0 = 0, wiec réwniez [’
przyjmuje na przedziale (0,3) jedynie wartosci ujemne. Stad wnioskujemy, ze funkcja f maleje na przedziale
[0, 3] . Poniewaz f(0) = 0, wiec wartosci funkeji f na przedziale (0, 3) sa liczbami ujemnymi. WykazaliSmy wiec,
ze jesli a > %(33 ,to e —1—x <ax? dla x € (0,3), np. €* —1—x < 11-22. Czytelnik bez trudu stwierdzi, ze

jedli zastapimy przedziat (0,3) przedziatem (0,2), to otrzymamy rezultat nieco doktadniejszy: e® —1—x < az?

1 1 1
dlaa>=-¢e* np. a>4>392=-.282>-.¢2.
2 2 2
1 1 1
Metoda druga. Jesli 3 > x > 0, to zachodzi nieréwnoéé ezflfx:ExQJr?:c +EIE4+...<
Lo (14 (2 A _e ] korzystaliémy tu z tego, ze 1 > = > = i
<5:c +<§)+<§) +... 75@ — skorzystaliSmy tu z tego, ze >§>Z>... 1 Z WzOru na

sume szeregu geometrycznego.

Metoda trzecia. Wykazemy , ze jesli 3 >x > 0,to e*—1—z < . Nie uzyjemy stosowanych poprzednio

2(1-3)



2 3 2
szeregéw. Niech g(m):e”—l—x—ﬁzex—l—x—g-(giix).Mamywobec tego
3 2x(3—x)+ 22 : 3 6z —a?
g)=e? =1 2. 2078 TT o 22077
glw)=e 2 T (B-a)2 ¢ 2 (3—1)2

Kontynuujac obliczenia otrzymujemy

(g')'(a:)ze _g. (6—2$)(3—$23+i§3$—$ )(3—1‘) — % —

rO| o
|

9]

I

1 3 3

L) > () -
3

e® . Z tej nieréwnosci wynika, ze dla 0 < z < 3 zachodzi (¢’)(z) < 0, wiec na przedziale [0,3] funkcja ¢’ jest

Dla kazdego = > 0 mamy e /3 > 1 — g , wiec jesli 0 < x < 3, to zachodzi nieréwnosé (1

nierosnaca, wiec dla 0 < x < 3 zachodzi nier6wnoéé¢ ¢'(z) < ¢’(0) = 0. Wobec tego, ze funkcja g ma ujemna,
pochodng na przedziale [0, 3], jest ona $cisle malejaca na tym przedziale, zatem g(z) < g(0) =0 dla = € (0, 3],

a to wilasnie chcielidmy wykazaé. Wobec tego dla 0 < x < g zachodzi nieréwnoéé e* — 1 —x < 2%, bo w tym
przypadku 2 (1 — %) > 1.

W przykiadzie 20 wykazalidmy, ze dla x < 0 zachodzi nieréwnoéé¢ e* < 1+ + %xQ . Stad wynika, ze dla x <0
zachodzi nieréwnosé 0 < e — (1 +z) < %1’2, za$ dla 3 > x > 0 — nieréwnoéé 0 < e® — (1 +z) < 22. Stad

juz latwo wynika, ze dla = < g zachodzi nieréwnoéé 0 < e® — (1 + z) < 22, przy czym réwnoéé ma miejsce
wtedy 1 tylko wtedy, gdy = = 0. W rozdziale pierwszym rozwazaliSmy, jaka kwote powinien wyplaci¢ bank
osobie, ktéra wplacita kwote k, jesli oprocentowanie jest réwne 100x% w skali rocznej, a procenty sa doliczane
w sposob ciagly. Okazalo sie, ze ta kwota jest ke”. Jesli np. = = 0,1, czyli oprocentowanie w skali rocznej
réwne jest 10%, to réznica miedzy wzorem liniowym (wyplacana jest kwota k(1 + x) = 1,1 k) a dokladnym
(wyptacana jest kwota ke® = k- e%1) jest mniejsza niz k -.0,1%2 = 0,01 - k. Z nieréwnoéci e® — (1 + z) >
%:EQ, ktéra ma miejsce dla liczb = > 0, wynika, ze réznica ta jest wieksza niz % 0,12 -k = 0,005 - k.
Oczywiscie przy matych kwotach réznica taka nie ma zadnego znaczenia praktycznego, jednak przy duzych jest
inaczej, bo choé¢ procentowo nie ulega to zmianie, to kwota moze by¢ znaczaca. Efekt ten staje sie bardziej
widoczny, gdy rozpatrywany jest dtuzszy okres czasu, np. 2 lata. Wtedy wzor liniowy daje wyplate k(1 + 2x),

za$ nieliniowy — wyplate ke?*. W przypadku 2 = 0,1 réznica miedzy tymi kwotami staje sie wicksza niz

0,22
k- ’T = k-0,02, co oznacza, ze blad wzrést w istotny sposéb. Wspominali$émy wczesniej, ze podobne rozwazania

mozna prowadzi¢ w fizyce przy dyskusji wzoru na dlugosé np. preta zelaznego w zaleznoéci od jego temperatury.
Prowadzi to do wzoru I(t) = I(to)e**~%) | gdzie przez I(t) oznaczylismy dlugo$é preta w temperaturze t, za A
oznacza wspélezynnik rozszerzalnodci cieplnej, w przypadku zelaza A ~ 0,00000115 = 1,15-107°. Jedli zmiana
temperatury jest niezbyt duza, np. mniejsza niz 50° C, to wykladnik jest mniejszy niz 0, 00006 , wiec jego kwadrat
jest mniejszy niz 0,00000004, co oznacza, ze blad, ktéry popelimy zastepujac e*t—t0) przez 14+ A(t—to) bedzie
mniejszy niz 0,00000004 - I(to), wiec w przypadku np. szyny kolejowej — mniejszy od dokladnosci pomiaru jej
dlugosci. Inaczej jest w przypadku rozpadu promieniotworczego. W wyniku rozwazan analogicznych do tych,

7A(t7t0)

€ n
ktére doprowadzity nas do wzoru e* = lim (1 + —) otrzymujemy wzor m(t) = m(to)e , gdzie m(t)
n

n—oo

oznacza mase substancji promieniotworczej w chwili ¢, a A — stala rozpadu. Rzecz w tym, iz w tym przypadku

interesuje nas np. czas polowicznego rozpadu, to znaczy czas, w ktérym masa substancji zmniejsza sie o potowe.



W tym przypadku t—t¢ musi by¢ tak duze, by zachodzit wzér A\(t—tg) = In2 =~ 0,6931, wiec blad spowodowany
1

stosowaniem przyblizenia liniowego funkcji wykladniczej funkcja, liniowa bylby wiekszy niz 3 0,6931% ~ 0, 24,

wiec w zasadzie niedopuszczalny jako za duzy (24%).* Przyklad powinien u$wiadomié studentom, ze przed

stosowaniem wzoréw przyblizonych warto zastanowi¢ sie nad tym, czy wolno je stosowac¢. B

3. Badanie funkcji za pomoca pochodnych: wypuklosé

W poprzednim rozdziale zdefiniowalismy funkcje wypukle i wkleste. PokazaliSémy jak mozna dowodzié, ze funk-
cja ciagla jest wypukta. Teraz pokazemy, jak mozna to robi¢ w przypadku funkcji rézniczkowalnej. Powiazemy tez
wyraznie pojecie wypuklosci funkcji z pojeciem stycznej do jej wykresu. Przypomnijmy, ze funkcja wypukla nazy-
walismy funkcje okreslong na zbiorze wypuklym (jedynymi wypuklymi podzbiorami prostej sa przedzialy, zbiory
jednopunktowe oraz zbidér pusty), taka ze dla dowolnych punktéw z,y z jej dziedziny i dowolnej liczby f € (0,1)
zachodzi nieréwnos$é f(tx + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y), co oznacza, ze punkty odcinka o koncach (z, f(x)) i
(y, f(y)) leza nad wykresem funkcji f lub na tym wykresie, niezaleznie od wyboru punktéw z i y. Przypomniana

wlasnie definicja jest réwnowazna temu, ze spehiony jest jeden (ktérykolwiek) z trzech warunkéw:

) WS _ G) S

dla kazdych z,y, z z dziedziny funkcji f, dla ktérych =z <y < z,

y—x z—x
(b) f(y; : i(m) < f(Zi : i(y) dla kazdych z,y,z z dziedziny funkcji f, dla ktérych =z < y < z,
(c) @) = f(z) < fy) = f(z) dla kazdych z,y, z z dziedziny funkcji f, dla ktérych z <y < z.
x—z y—2z

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktére charakteryzuje funkcje wypukle w terminach pochodnych. Przed sformuto-

flz+h) - f(z)

h dla oznaczenia lewostronnej pochodnej funkcji

waniem go wprowadzimy oznaczenia: f'(z) = lim
- h—0~

[ w punkcie z oraz fl(x) = hlir{)l+ w

Twierdzenie o pochodnej funkcji wypuklej

dla pochodnej prawostronnej.

Jedli f jest funkcja wypukta okreslong na przedziale otwartym P, to
WI1. w kazdym punkcie = € P istnieja pochodne jednostronne f'(z) i f{(z) i f'(z) < fl(x);
W2. jedli z,y € P ix<y,to fl(x) < f(y), pray czym jesli f jest SciSle wypukla, to nieréwnosé jest ostra;
W3. funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedziatu otwartego P .
Dowadd.

Niech D, , gdzie Dy(t) = 10 =1

t—ux
punkcie x. Zalézmy, ze u < v < z < r < s sa punktami przedziatu P. Z wlasnosci (¢) wynika, ze D (u) < D, (v).

dla dowolnego punktu ¢ € P\ {z}, oznacza iloraz réznicowy funkcji f w

Z wlasnosci (b) wynika z kolei, ze D,(v) < Dy(r), za$ z wilasnosci (a) wynika, ze Dy(r) < Dg(s). Mamy wiec
Dy(u) < Dy(v) < Dg(r) < Dg(s). Oznacza to, ze funkcja D, jest niemalejaca w catym zbiorze P\ {z}. Ma
wiec granice jednostronne w kazdym punkcie przedzialu P, w tym w punkcie x. Zachodza oczywiste réwnosci:
tliri{ D,(t) = f'(z) oraz tlir;1+ D, (t) = fi(x), przy czym f'(x) < Dy(r), i wobec tego f'(x) < f{(x). Pierwsza czesé
twierdzenia zostala udowodniona.

Zalézmy teraz, ze x < r < y. Z wilasnoéci (b) wynika, ze D,(r) < Dy(r), a z tego co udowodniliémy dotychczas

* W szkotach wzér na zmiane dlugosci w wyniku podgrzania wystepuje w innej klasie niz wzér na zmiane masy pierwiastka promieniotwérczego
w czasie, wiec liczba uczniéw, ktérzy zauwazajg niekonsekwencje w stosowaniu w jednym przypadku funkcji liniowej, a w drugim funkcji
wykladniczej jest zaniedbywalnie mata. Mozna podejrzewad, ze nie wszyscy nauczyciele maja czas i ochot¢ wyjasniac¢, dlaczego w jednym przypadku

stosowany jest jeden wzér, a w drugim — inny.



wynikaja nieréwnosci f{(x) < Dy(r) oraz Dy(r) < f'(y). Z trzech otrzymanych nieréwnosci wynika, ze f|(z) <
' (y). UzyskaliSmy wiec druga czesé tezy.
7Z istnienia jednostronnych pochodnych skoriczonych w punkcie x wynika, ze funkcja f jest w tym punkcie lewo— i
prawostronnie ciagla, wiec jest ciagla. Stwierdzenie tego, ze w przypadku funkcji $cisle wypuklej nieréwnosci staja
sie ostre wynika od razu z tego, ze w przypadku funkcji scisle wypuklej nieréwnosci w (a), (b), (c) sa ostre. Dowdd
zostal zakonczony. W
Whiosek z dowodu twierdzenia
Jesli f jest funkcja wypukla okreslona na przedziale otwartym P, to dla dowolnego h > 0, takiego ze x +h € P
zachodzi nieréwnos¢ f(z +h) > f(x) + f{(x)h. Jedli x —h € P, to zachodzi nieréwnos¢ f(x —h) > f(z) — f/(x)h.
W przypadku funkcji scisle wypuklej nieréwnosci te sa ostre.
Dowdéd.
Wynika to natychmiast z tego, ze f/(z) < Dy(x +h) =

przypadku z tego, ze f'(z) > D,(x —h) = W u

Wykazane twierdzenie oznacza, ze pochodna rézniczkowalnej funkcji wypuklej jest niemalejaca. Wniosek to

h) —
M w pierwszym przypadku. W drugim

po prostu stwierdzenie, ze wykres funkcji wypuklej lezy nad styczna do siebie w dowolnym punkcie wewnetrznym
przedzialu—dziedziny. Przy okazji okazuje sie, ze funkcja wypukla moze by¢ nierézniczkowalna w pewnych punk-
tach, np. |z, |* + 1| + |z| + |x — 1| lub el*!, ale w punktach wewnetrznych dziedziny ma skoniczone pochodne
jednostronne, wiec jest ,niedaleka” od funkcji rézniczkowalnej. Wypada nadmienié, ze te uwagi nie dotycza, koncéw
przedziatu-dziedziny, w ktérych funkcja wypukla moze nie by¢ ciagla, np. jesli f(z) =22 dla z >0 i f(0) =1, to
f jest Scisle wypukla na pélprostej domknietej [0, 00), choé jest nieciaglta w punkcie 0, wiec tym bardziej nie ma w
tym punkcie pochodnej. Takimi funkcjami nie bedziemy sie jednak zajmowaé, bo sklonni jesteSmy przyznaé, ze sa
one nieco sztuczne.

W przyktadzie 18 pojawila sie nieréwnosé e* > 1 + x dla = # 0. Teraz mozemy ja wywnioskowaé ze Scislej
wypuklosei funkeji e na przedziale (—oo,00). Podobnie nieréwnosé sinz < z dla 0 < = < 7 jest konsekwencja,
Scistej wklestosci funkcji sinus na przedziale [0,7]. Jesli 0 < z # 1, to Inz < z — 1, co wynika z tego, ze funkcja
In jest $cidle wklesta na (0, 00), co wykazemy niebawem. Widzimy wiec, ze réwniez w ten sposéb mozna uzyskiwaé
rézne oszacowania. Warto wiec umie¢ wyjasnié, czy funkcja na okreslonym przedziale jest wypukta, wklesta, czy tez
ani wypukla, ani wklesta. Okazuje sie, ze w wielu przypadkach mozna to wyjasni¢ badajac pochodng interesujacej
nas funkcji.

Twierdzenie o wypuklosci funkcji, ktérej pochodna jest niemalejaca
Jedli funkcja f jest zdefiniowana na przedziale otwartym P i ma w punktach wewnetrznych tego przedziatlu jedno-
stronne pochodne f{ i f’, dla ktérych zachodza warunki:

W1. dla kazdego € P zachodzi nieréwnos¢ f’(z) < fl(x),

W2. jedli x<yiax,yeP,to fl(x) < f(y),

to funkcja f jest wypukla na przedziale P. Jezeli nieréwnos¢ w warunku W2 jest ostra, to funkcja f jest $cisle
wypukla. W szczegdlnoscei:

funkcja réiniczkowalna [ jest wypukta wtedy 1 tylko wtedy, gdy jej pochodna f' jest niemalejgca, $cisle wypuktia —
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jej pochodna f' jest cisle rosngca.

Dowdéd.

Udowodnimy to twierdzenie dla funkcji rézniczkowalnych, bo w tym przypadku dowdd jest bardzo prosty, dowod



wersji ogdlnej przedstawimy na koncu paragrafu. Z wypuktosci funkcji wynika, ze jej pochodna jest niemalejaca —
jest to wniosek z poprzedniego twierdzenia. Zakladamy wiec, ze funkcja f jest rézniczkowalna, a jej pochodna f’

jest niemalejaca: z < y = f'(x) < f'(y). By udowodnié, ze funkcja f jest wypukla, wystarczy wykazaé, ze jesli

r<y<z,to (@) = Fy) < 1) = f(2) . Z twierdzenia o wartosci $redniej wynika, ze istnieja punkty r € (x,y)
T —y y—z
oraz s € (y,z), takie ze M = f'(r) oraz M = f'(s). Poniewaz r < y < s, wiec r < s i wobec
x—y y—2z

tego f'(r) < f'(s), co koriczy dowdd twierdzenia w tym przypadku. B
Dowéd w przypadku ogdlnym pozostawiam w charakterze ¢wiczenia, bardzo zachecam do jego przeprowadzenia!
Przyklady cd.

29. Funkcja z® jest Sci$le wypukta na pélprostej (0,4+0c0) dla a > 1 oraz dla a < 0, natomiast w przypadku
0 < a < 1 jest scisle wklesta. Wynika to natychmiast z twierdzenia o wypuklosci funkcji o niemalejacej pochodnej,

1 i wobec tego ((x“)')l =a(a —1)z%"2, wiec funkcja ((Jc“)/)/ jest dodatnia na pélprostej

bowiem (z)" = az®~
(0, +00) w przypadku a > 1 oraz a < 0, natomiast w przypadku 0 < a < 1 — funkcja ta jest ujemna, z czego

wynika, ze pochodna (J:“)/ rosnie w pierwszych dwéch przypadkach, natomiast w trzecim — maleje. B

30. Uogdlniona nierdwnosé Bernoulliego. Jesli zachodzg nieréwnosci a >0 lub a <0 i -1 <z #0,to (1+2)* >
1+ ax. Jedli natomiast 0 <a <1 oraz —1<ax#0,to (1+2)*<1+azx.
Wynika to od razu z wynikéw poprzedniego przykladu, z tego ze pochodna funkcji (1 4+ 2)® w punkcie 0 jest
liczba a oraz z tego, ze wykres funkcji $cisle wypuklej lezy nad styczna, majac z nia dokladnie jeden punkt
wspOlny, za$ wykres funkcji $cisle wkleslej lezy pod styczna majac z nia doktadnie jeden punkt wspdlny. B

31. Funkcja wykladnicza a® o podstawie dodatniej a # 1 jest $cisle wypukla. Mamy bowiem (a*) = (e‘lc lna)/ =

zlna

e -lna = a” - Ina. Wobec tego ((ax)/)l = a” - (Ina)? > 0 dla kazdego 2, wiec funkcja (a®)" jest écidle
rosnaca na calej prostej, a wobec tego funkcja a® jest Scisle wypukla. Wynika stad, miedzy innymi, ze wykres
funkcji wykladniczej lezy nad styczng (w dowolnym punkcie), np. ¢® > 142 -lna dla 2 #0i0<a#1. W

32. Funkcja log, x jest $cisle wklesta na pétprostej (0,+00) w przypadku a > 1, natomiast w przypadku 0 < a < 1

2T ob (log, 2) = ——  wi
——  wobec czego (log, z) = ——, wiec
lna’ & 8a zlng’ ¢

pochodna ta jest $cidle malejaca w przypadku lna > 0, czyli w przypadku a > 1 oraz  — $cidle rosnaca w

funkcja log, x jest scidle wypukla. Wynika to z tego, ze log,z =

przypadku Ina < 0, czyli 0<a<1. W
33. Funkcja sinus jest $cisle wklesta na kazdym przedziale postaci [2nm, (2n + 1)7], za$ na przedzialach postaci
[(2n — 1), 2nm] jest ona $cidle wypukla, n oznacza tu dowolna, liczbe catkowita. Wynika to stad, ze (sinx)’ =

cosx 1 tego ze funkcja kosinus maleje na przedzialach postaci [2nm, (2n + 1)7] i ro$nie na przedziatach postaci

2
[(2n — )7, 2n7]. Ze $cislej wkleslosci funkeji sinus na przedziale [O, g} wynika, ze jesli 0 < x < g, to =L <
™

sinx < & — wykres lezy nad sieczng, (odcinkiem o konicach (0,0) i (g, 1) ) i pod styczna, (w punkcie (0,0)).
Druga z tych nieréwnosci znamy juz od dawna, ale warto raz jeszcze podkresli¢ jej zwiazek z wklestoscia, funkcji

sinus.
T
34. Funkcja tangens jest $cisle wypukla na kazdym przedziale postaci [nm, nm+ 5) zas$ na kazdym przedziale postaci

T

(nm — > nn| jest Scisle wklesta, n oznacza tu dowolng liczbe catkowita. Wynika to, z tego ze na przedziatach

T

postaci [nm,nm + 5) pochodna funkeji tangens, czyli funkcja 1 + tg2z rosnie, za$ na przedzialach postaci
T .

(nm— =,nw] — maleje. B

2
Analiza przykladéw wskazuje na to, ze zdarzaja sie funkcje, ktére w calej swej dziedzinie nie sa ani wypukle



ani wkleste. W podanych przykladach zdarzalo sie tak, ze po jednej stronie pewnego punktu mieliSmy do czynienia
z funkcja wypukla a po drugiej — z wklesta. Przy szkicowaniu wykreséw funkcji rozsadnie jest znalezé takie punkty
zawczasu. Maja one swa nazwe.
Definicja punktu przegiecia
Punkt p jest jest punktem przegiecia funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba § > 0, taka ze:
przedzial (p — d,p+ &) jest zawarty w dziedzinie funkcji f,
na jednym z przedzialéw (p — 6,p|, [p,p+ ) funkcja f jest wypukla, a na drugim wklesta,
na zadnym z przedzialéw (p —n,p+n], [p,p+ 1), gdzie n € (0,4), funkcja f nie jest liniowa. B
Wypada dodaé, ze w literaturze istnieje kilka nieréwnowaznych definicji punktu przegiecia, jednak wszystkie one
pokrywaja sie w przypadku najprostszych funkcji. Przyktadowym okresleniem punktu przegiecia nieréwnowaznym
podanemu wyzej jest: p jest punktem przegiecia funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy wykresu funkcji f ma styczna
w punkcie (p, f(p)) przy czym z jednej strony tego punktu wykres znajduje sie pod ta styczna, a z drugiej — nad
nia. Czytelnik moze sprawdzi¢, ze 0 jest punktem przegiecia funkcji f zdefiniowanej wzorami f(0) = 0, f(z) =
22(2 + sin %) dla > 0 oraz f(z) = —2%(2 + sin %) dla z < 0 w sensie drugiego okreslenia, ale nie jest punktem
przegiecia w sensie definicji, ktéra podaliémy wczeéniej. Natomiast 0 jest punktem przegiecia funkcji f zdefiniowanej
wzorami f(r) = —2? dla < 0 oraz f(zr) = x + 22 dla > 0 w sensie ,definicji punktu przegiecia”, ale nie w
sensie okreslenia zacytowanego po niej. Niestety, matematycy nie ustalili tej definicji na tyle sztywno, by jedna jedna
jej wersja zostala przyjeta przez wszystkich, wiec czytajac rézne podreczniki mozna spotykac sie z istotnie réznymi
definicjami, ktére jednak w przypadku funkcji zdefiniowanych ,za pomoca jednego wzoru”* daja ten sam rezultat.

Jest jasne, ze punkty postaci nm sa punktami przegiecia funkcji sinus oraz funkcji tangens, ze 0 jest punktem

przegiecia funkcji 2?"*! dla n = 1,2,3,..., ze funkcja postaci az + b nie ma punktéw przegiecia, ze funkcja 22"
dla n =1,2,3,... nie ma punktéw przegiecia, bowiem jest $cisle wypukla. Funkcja /z zdefiniowana na calej prostej

ma punkt przegiecia w 0, choé¢ nie jest w tym punkcie rézniczkowalna (ma pochodna, ale réwna +o0 ), bo jest cisle
wypukla na pélprostej (—oo,0] za$ na pélprostej [0,400) jest Scisle wklesta. Te przyklady mozna mnozyé, ale nie
bedziemy tego robi¢, bo to proste pojecie nie przysparza wiekszych probleméw studentom.
4. Symbole nieoznaczone, regula de I’Hospitala

Czesto zachodzi potrzeba obliczenia granicy ilorazu dwu funkcji, gdy granica kazdej z nich réwna jest 0 lub

0o . Zdarza sie, ze trzeba obliczy¢ granice iloczynu dwu funkcji, z ktérych jedna ma granice 0, a druga — oo. Ten

drugi przypadek mozna sprowadzi¢ do pierwszego: fg = % = l/if
g

f9 przy czym granica f jest 1, a granica g jest co. Wzér f9 = e9'™f pozwala problem zredukowaé do obliczania

. Bywa, ze interesuje nas granica wyrazenia

granicy iloczynu, wiec w dalszym ciagu do obliczania granicy ilorazu. Zdarzaja sie tez inne sytuacje, w ktorych nie
sa, spelnione zalozenia dotychczas sformutowanych twierdzen o granicach. Podobnie jak w przypadku ciagéw istnieje
twierdzenie, ktére w wielu sytuacjach ulatwia znalezienie granicy. Jest to tzw. regula de I'Hospitala, francuskiego
markiza, ktéry po wystuchaniu wyktadéw Jana Bernoulliego wydat drukiem notatki z nich pod tytutem Analyse des
infiniment petites**, co spowodowalo protesty rzeczywistego autora tekstu, ale wtedy nie istnialo jeszcze pojecie praw
autorskich. Twierdzenie, ktére znajduje sie nizej, pochodzi z tej wtasnie ksiazki (i — wedlug historykéw matematyki
— powinno mieé¢ inng nazwe).

Regula de ’Hospitala

* Chodzi o tzw. funkcje analityczne, ktérych definicje podamy w nastepnym rozdziale.
** Analiza nieskoriczenie matych



Zatézmy, ze funkcje f,g: (a,b) — R sg rézniczkowalne w kazdym punkcie przedzialu (a,b), ze g(x) # 0 # ¢'(x)

/ _
dla kazdego x € (a,b), ze istnieje granica lim f’gxi =G € R =RU{—00,+00} oraz ze speliony jest jeden z
rT—a g €T
dwoch warunkdw:
1° lim f(z) =0 = lim g(x), 2° lim [g(z)| = +o0.
T—a T—a T—a

Wtedy iloraz /(@) ma granice przy * — a i zachodzi rownos¢ G = lim @ .

9(z) v—a g(z)

Dowdéd w najprostszym przypadku.
Udowodnimy teraz to twierdzenie przy bardzo mocnych zalozeniach. Chodzi nam o to, by wyjasni¢ jego sens. Dowdd
w przypadku ogdlnym znajduje sie na konicu rozdzialu. Zalozymy mianowicie, ze a > —oo, ze zachodzi warunek 1°
oraz ze istniejg skoriczone granice llig fl(x) i illg g (z), przy czym ta druga jest rézna od 0. W tej sytuacji mozna

dookredlié¢ funkcje f,g w punkcie a przyjmujac f(a) = 0 = g(a). Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej

fz) = fla)

= f'(¢;) dla pewnego punktu
T —a

zastosowanego do funkeji f rozpatrywanej na przedziale [a, ] wynika, ze

¢z € (a,z). Stad wynika natychmiast, ze lim M

r—a Tr—a

= lim f'(x). WykazaliSmy wiec, ze w tym przypadku
r—a
funkcje f mozna potraktowaé jako okreslona w punkcie a i to w taki sposéb, ze f/(a) = lim f'(x). To samo
r—a

dotyczy oczywiscie funkcji g. Oczywiscie w obu przypadkach mamy na mysli rézniczkowalno$é prawostronna,. Niech

fla+h)— f(a) = f'(a)h

r(h) = . dla h # 0 oraz r(0) = 0. Jest oczywiscie }llin%)r(h) = 0. Analogicznie niech
h) — —g'(a)h
p(h) = glath) ‘(;L(a) 9(@) . Wtedy }llin%) p(h) = 0. Stad mozemy wywnioskowad, ze

)
(—a)+(@—ay(@—a) [f(a)+r(x—a) f'(a)
g(x)  g(x) =0  g(z)—g(a) gla)w—a)+(@—a)plx—a) gla)+px—a) s=a g'(a)’
Ostatnie przejscie graniczne jest wykonalne, bo zalozyliSmy, ze g’(a) # 0, zaraz od tego i innych zbednych zalozen

fl@)  f@)—0 _ flx)—fla) _ f'(a)
g'(a)

uwolnimy sie.
Zauwazmy, ze poniewaz pochodna funkcji g jest rézna od 0 w kazdym punkcie przedziatu (a,b), wiec funkcja

g jest réznowartosciowa — wynika to z twierdzenia Rolle’a. Poniewaz jest to funkcja ciagla i réznowarto$ciowa, wiec

jest écisle monotoniczna. Poniewaz zamiast ilorazu = mozna rozwazac iloraz —= 1i jedna z funkcji g, —g jest $cisle

rosnaca, a druga — $cisle malejaca, wiec mozemy przyjac, ze g jest Scisle rosnaca. W dalszym ciagu zakladamy, wiec
ze g jest $cidle rosnaca, wiec dla kazdego x € (a,b) musi byé ¢’'(z) > 0 (przypominamy, ze ¢'(x) # 0 w calym
przedziale (a,b)).*

Niech m, M beda dwiema liczbami rzeczywistymi, takimi ze m < G < M. Je$li G = —oo, to oczywiscie nie

rozpatrujemy m, jeSli G = 400, to nie rozpatrujemy M . Niech m, M beda takimi liczbami, ze m < m < G <

M < M. Poniewaz lim ') f'(x)
r—at g’(x) gl($)

tego na przedziale (a,c) funkcje f' — mg’' oraz Mg’ — [’ sa dodatnie, zatem funkcje f — mg oraz Mg — f sa na

= G, wiec istnieje liczba ¢ € (a,b), taka ze m < <M dla e (a,c). Wobec

tym przedziale rosnace.

Rozwazymy przypadek pierwszy: lim f(z) = 0 = lim g(z). Poniewaz g jest $cisle rosnaca i ma granice 0

r—at r—at

w lewym konicu dziedziny, wiec jest dodatnia na przedziale (a,b). Funkcje f — mg oraz M. g — f maja granice

* Nie zakladamy ciggtosci funkcji gl, wiec nie wolno nam skorzystac¢ z wlasnosci Darboux. W istocie rzeczy moze si¢ zdarzy¢, ze pochodna
funkcji okreslonej na przedziale ma punkty niecigglosci, jednak nawet w takiej sytuacji przystuguje jej wlasnosé Darboux, zreszta witasnie ten
matematyk udowodnil, ze pochodna funkcji rézniczkowalnej ma wtasno$é przyjmowania wartosci posrednich. Nietrudny w istocie rzeczy dowéd

tego stwierdzenia mozna podaé przyjrzawszy sie wlasnie przeprowadzonemu rozumowaniu.



flx) _

(prawostronng) 0 w punkcie a, wiec sa dodatnie. Mamy wiec dla z € (a,¢) nieréwno$é podwdjng m < —/—= < M,
9(x)
x
wiec rowniez m < % < M . Poniewaz m oznacza tu dowolna liczbe mniejsza niz G, a M — dowolna wieksza niz
g(x
i i 1) e dowe |
, wiec lim ——= = G, co koriczy dowdd w przypadku pierwszym.
r—at g(a?)

Teraz zaldadamy, ze lim |g(z)| = +o0. Poniewaz zakladamy, ze ¢'(z) > 0 w przedziale (a,b), wiec lim g(x) =

r—a
— o0 . Poniewaz funkcje f—mg oraz Mg—f sa rosnace na przedziale (a,c), wiecdla x € (a,c) mamy f(z)—mg(z) <
fle)—mg(c) oraz Mg(x) —flz) < Mg(c) — f(c). Poniewaz lim+ g(x) = —o0, wiec mozemy przyjaé, po ewentualnym
r—a

zmniejszeniu ¢, ze g(z) < 0 dla z € (a,c¢). Otrzymujemy wiec nieréwnos$¢ podwéjna;:

M — M _
S Q-0 _J@) 5, Moo~ fe)
9(x) 9(x) 9(x)
Poniewaz lim M =0= lim 9(c) ~ /(o) , wiec istnieje d € (a,c), takie ze dla = € (a,d) zachodzi
r—at g(:c) r—at g(’l})
nieréwnos$é¢ m < @ < M . Konsekwencja ostatniego stwierdzenia jest réwnos¢ lim @ = (G. Dowdd zostal
g(:c) z—at g(l‘)

zakonczony. W
W dowodzie tym wykorzystaliémy w istotny sposéb zalozenia f(a) = g(a) = 0. Oczywiscie bez tych zalozen
teza moze by¢ w konkretnej sytuacji prawdziwa jedynie przypadkiem — pochodne decyduja, o wielkosci funkcji w

otoczeniu punktu, w ktérym wartoscia funkcji jest 0, jesli f(a) # 0, to ,w pierwszym przyblizeniu” f(z) ~ f(a)!

f(z)

Zauwazmy jeszcze, ze twierdzenie pozostaje prawdziwe dla granicy glclg%) m po dokonaniu odpowiednich ko-
smetycznych zmian w zalozeniach i w tezie. Z tego zdania wynika, ze mozna je tez stosowal w przypadku granic
dwustronnych

Warto zauwazy¢, ze istnieje analogia miedzy regula de I'Hospitala i twierdzeniem Stolza. Te rozwazania nie
beda $ciste, bo méwi¢ tu bedziemy raczej o intuicjach. Ciag mozna traktowaé jako funkcje okre$lona na zbiorze
wszystkich liczb naturalnych. Wtedy b = +o00. Niestety dziedzina nie jest w tym przypadku przedzialem, wiec nie

mozna méwi¢ o pochodnej. Mozna jednak spojrze¢ na zagadnienie nieco inaczej. Pochodna byla nam potrzebna

do oszacowania réznicy f(z) — f(a), przy czym interesowala nas minimalna mozliwa zmiana argumentu. Pisalismy
fx) = fla)  f'(a)
g(x) —gla)  g'(a)

przy odpowiednich zalozeniach, ze . W przypadku ciaggu minimalna mozliwa zmiana argu-

!

mentu to 1. Wobec tego zamiast ilorazu pochodnych f,((:ci , ktéry przybliza interesujacy nas iloraz réznicowy
g'(x

fz+h)—f(z) n) — _

g(Qthig(x) = J; Ei i h; — 5((;) rozpatrujemy iloraz H. W twierdzeniu Stolza zakladalismy, ze ciag (by,)

jest Scisle monotoniczny. W regule de I"Hospitala tez wystepuje to zalozenie, zakladamy mianowicie, ze pochodna
funkcji ¢ nie przyjmuje wartosci 0%, z czego wynika, ze jest ona albo dodatnia, albo ujemna, a to pociaga za soba
$cisla monotonicznos$é funkeji ¢g.

Pokazemy teraz na kilku przyktadach, jak mozna stosowac regute de I’'Hospitala. Niektére z podanych rezultatow
zostaly uzyskane wczesniej lub mozna je bylo uzyskaé¢ uzywajac twierdzen wykazanych wczesniej.

Przyklady cd.

* Nie udowodnili$my, co prawda, ze pochodna ma wlasno$¢ Darboux (przyjmowania wartos$ci posrednich), ale twierdzenie to zostalo wykazane
przez Darboux, a w przypadku funkcji o ciaggtej pochodnej wynika z twierdzenia Bolzano—Cauchy’ego o przyjmowaniu wartosci posrednich przez

funkcje ciagla gl . Zreszta monotonicznosé funkcji g wynika tez z twierdzenia Rolle’a.
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lim — = 0. Mozemy probowa¢ zastosowac regule de 'Hospitala, bo mianownik ma granice nieskoriczong i

r—0o0 €
jego pochodna, e”, jest rézna od 0 wszedzie. Nie jest istotne jaka jest granica licznika, a nawet czy licznik ma
a—1

granice. Iloraz pochodnych to , wiec jest to wyrazenie tego samego typu co wyjsciowe. Istotna zmiana
jest pojawienie sie w wykladniku a —1 w miejsce a. Jesli a < 1, to licznik jest ograniczony z géry na pélprostej
[1,4+00), a mianownik dazy do +oo, wiec iloraz dazy do 0. Jesli a > 1, to stosujemy regule de 'Hospitala k > a
razy. Oméwimy to dokladniej. Po k—krotnym zrézniczkowaniu w liczniku pojawia sie wyrazenie a(a — 1)(a —

2)-...-(a—k+1)2* % w mianowniku natomiast mamy e®. Poniewaz k > a, wiec funkcja a(a — 1)(a — 2) -

—1)(a-2)-...-(a—k+1)z**
..o (a—k+1)2%F jest ograniczona, zatem lim ala—Dle=2) (a + Dz
x—+o00 et

—1D(a—2)...-(a—k+2)zek+!
de I’'Hospitala mozemy stwierdzié, ze hr}rl ala=1(@=2) o (@ +2)e
—+00 €

= 0. Dzieki regule

= 0. Stosujac twierdzenie

a

x
jeszcze k — 1 razy dochodzimy w koricu do granicy lirf — = 0. Oczywiscie wynik ten mozna otrzymac
rT—+00 €

stosujac jedynie elementarne metody: wykltadnik a mozna zastapic liczba naturalng m wieksza od a, nastepnie
skorzysta¢ z nieréwnosci e > (1 + %)n prawdziwej dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby = > 0,
nastepnie skorzystaé z tego, ze granica ilorazu wielomianu stopnia m przez wielomian stopnia n > m przy
x — oo jest liczba 0. PokazaliSmy tu po prostu jak mozna wykorzysta¢ twierdzenie de I’Hospitala, ta metoda
pozwala na obliczanie granic w wielu sytuacjach, metody elementarne bywaja trudne w zastosowaniach — trzeba

mie¢ dobry pomyst! B

1
lirf n_ax = 0 dla kazdego a > 0 — ten wynik juz byl omawiany w rozdziale pierwszym, ale pokazemy jak
r—+oo I

mozna go uzyskaé za pomoca reguly de I’'Hospitala. Poniewaz mianownik jest funkcja Sciéle rosnaca o granicy
1/x 1
400, wiec mozna sprobowacé obliczy¢ granice ilorazu pochodnych: lim / = lim — = 0. Wobec tego
z—+oo ax®~l  z—+oo axt

istnieje réwniez granica ilorazu funkcji i réwniez jest réwna 0. B

lim+ 2% = 1. Mamy bowiem: z* = e*™%  Funkcja wykladnicza jest ciagla, wiec starczy wykazaé, ze
z—0
. . . 1.1 . Iny . » .
lim zlnz = 0. Mamy lim zlnz = lim —ln— = — lim —= = 0 — ostatnia réwno$¢ wynika z rezultatu
z—0t r—0+ r—+o00 Y Y y—+oo Y
1
uzyskanego w poprzednim przykladzie dla a = 1, przedostatnia — z tego, ze In— = —Iny. R
Y
1 n
lin%(l +z)/® = ¢ — to wzmocnienie wyniku lim (1 + —) = e. Dzigki oczywistej réwnosci (1 4 z)1/* =
xr— n—oo n
(1/2)In(142) wiemy. 7 e g e (L) o - s
e\H/® *) wiemy, ze wystarczy wykazaé¢ réwnosé hr% ———= = 1. Ta ré6wnos¢ zostala juz wczesniej udo-
xTr— €T
In(1+4+ =z In(14+2)—1In1l
wodniona, zreszta, lin%J (1+2z) = lin%J (1+2z) , wiec granica ta jest rowna pochodnej logarytmu natu-
xr— €T xr— €T

1
ralnego w punkcie 1 (to wniosek z definicji pochodnej, reguta de ’'Hospitala jest tu zbedna), czyli 1= 1. .

1

Pokazemy teraz, w znacznie prostszy sposéb niz w rozdziale pierwszym, ze ciag ((1 + —)n) jest wolno zbiezny
n

do liczby e, wiec nie nalezy go uzywac do jej przyblizonego obliczania. Obliczymy mianowicie granice

1 n

e<1+—)

. n
lim ——————

n—oo ].

e—(1+x)t/

. W tym celu wystarczy obliczy¢ granice HH?([) . Z istnienia tej ostatniej wynika
xr—

n
oczywiscie istnienie poprzedniej (definicja granicy wg. Heinego), odwrotne wynikanie nie zachodzi. Z rezultatu

z poprzedniego przyktadu wynika, ze zaréwno licznik jak i mianownik daza do 0 przy = — 0. Zbadamy wiec

iloraz pochodnych. Jest on réwny pochodnej licznika, czyli
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, x—1In(l+x)
(e 1+ x)l/w) = (—enF@)/a) = et /z 1+ B

22
(1) r—(1+x)n(l+z) _(1—&—36)1/’” z—(1+2)In(l+2)
B 22(1+2) B 1+ x2 '
L 0 (1+xz)t/= . . . . )
Z tego co juz wiemy wynika, ze hmO B — = —e. Wystarczy wiec obliczyé¢ granice drugiego czynnika,
r— X

—(1 In(1
czyli lim z-(+ x)Q n(l+ )
z—0 T
ilorazem pochodnych. Jest on rowny

1
1{1n(1+x)+(1+$)’1+—x} In(1 + ) 1 In(1+2)

. Jest jasne, ze licznik i mianownik daza do 0 przy x — 0. Zajmiemy sie wiec

1

oy l— - Se— wiec ma przy x — 0 granice —5- Wobec

e— (14 xz)V/= 1 e

tego limﬂz(fe)o —— ==
z—0 xT 2 2
1 n
e— |1 —)
e
7 otrzymanej rownosci lim fn =3 wynika, ze dla ,duzych” n zachodzi réwnoéé¢ przyblizona
n—oo
n

e— (1 + %) ' ~~ % , wiec dla uzyskania dobrej doktadnosci przyblizenia trzeba uzywac¢ duzej liczby naturalnej
n, co w zasadzie czyni przyblizenie bezuzytecznym, wiecej komentarzy znajdzie czytelnik w rozdziale pierwszym,
punkt 19.n oraz w punkcie 13 rozdziatu pierwszego.

Komentarz: w koncowej fazie obliczen, przed zastosowaniem requly de I’Hospitala, przedstawilismy ulamek w

postaci iloczynu dwdch utamkow. Gdybysmy tego nie uczynili obliczenia wygladatyby o wiele powazniej. A

\" e
W ostatnim przykladzie pokazalismy, ze e — (1 + —> R~ o dla dostatecznie duzych n. Podamy teraz
n n

konkretne oszacowanie. Warto poréwnaé to rozumowanie z szacowaniami przeprowadzanymi w punkcie 19.n

dla

e 1\" e
rozdziatu pierwszego. Wykazemy, ze zachodzi nier6wnos¢ podwodjna <e—|1+- <
2n + 2 n 2n+1
wszystkich liczb naturalnych n > 1. * Z nieréwnosci tej wynika, ze jesli np. chcemy znalezé trzy miejsca po
n—oo

n
przecinku dziesietnego rozwiniecia liczby e stosujac wzér e = lim <1 + —> , to musimy wybraé¢ n tak duze,
n

1 1000e — 1 \"
2n—e+1 < T000° czyli n > + > 1359. Z nieréwnosci e — (1—}-5) >

n = 1358, blad jest wiekszy niz 0,001.

by 2ne+ 2 wynika, ze dla

Zajmiemy sie najpierw nieréwnoscia <e— (1 + — | . Jest ona réwnowazna nastepujacej nieréwnosci
n

e

2n + 2
1\ 1

(1 + E) <e <1 + %> — przenieslismy skladniki zawierajace liczbe e na prawa strone, skiadniki bez e

. C e . .y , . 1 n+1 . 1
— na lewa, nastepnie pomnozyliémy obie strony nieréwnosci przez 1+ — = . Teraz zastapimy — przez
n n n

x
x. Mamy dowiesé, ze (1 4+ 2)'t1/* < ¢ (1 + 5) Poniewaz logarytm naturalny jest funkcja $cisle rosnaca,

1 x

wiec nieréwnos¢ ta rownowazna jest nastepujacej <— + 1) In(l14+z) <1l+In (1 + 5) . Wystarczy rozpatrywac
x

x > 0. Po pomnozeniu obu stron przez x > 0 i przeniesieniu wszystkich sktadnikéw na jedna strone otrzymu-

jemy =+ zln (1 + g) — (1+2)In(1 4+ z) > 0. Oznaczywszy lews, strone przez f(z) stwierdzamy, ze f(0) =0

*

zob. G.Pdlya, G.Szego, Aufgaben und Lehrsétze aus der Analysis, Springer 1964, wyd. 3, t.1.



1
oraz f’(:c):1+ln<l+g)+:cljE fln(1+x)f(1+m)1+x:

1
=3 i - - In HL; =3 i - In (1 + H%) > 0 — ostatnia nieréwnosé¢ wynika z tego, ze In(1+y) < y
2

dla —1 < y # 0, co wynika np. z tego, ze funkcja In jest $cisle wklesta na (0,400), a wykres funkeji Scisle
wkleslej lezy pod styczng do tego wykresu. WykazaliSmy, ze f'(z) > 0 dla « > 0 , wiec funkcja f rosnie na

pélprostej [0, +00), a poniewaz f(0) =0, wiec dla x > 0 przyjmuje jedynie wartosci dodatnie. W szczegdlnosci

1
f (—) > 0, a to wlasnie chcieliSmy udowodni¢.
n

. Jest ona réwnowazna nieréwnosci

n
Teraz zajmiemy sie nieréwnoécia e — [ 14+ — | <
n 2n+1

1\" 1
< <1 + —> <1 + 2—> — przeniesliSmy oba wyrazy zawierajace liczbe e na lewa strone nieréwnosci, reszte
n n

1 2n
— na praws, strone, nastepnie podzieliliSmy nieréwnos¢ przez 1 — = . Teraz oznaczymy — przez
2n+1 2n+1 n

1
x 1 zlogarytmujemy obie strony nieréwnosci . Otrzymujemy nieréwnosé 1 < —In(l + ) + In (1 + g) . Niech
T
1 1
+ — .
z(1+z) 2 14+ x/2

1 1
g(z) = - In(1+4x)+In (1 + g) —1.Mamy ¢'(z) = = [In(1+2z)+ . Wykazemy, ze dla

2

0 < x zachodzi ¢'(x) > 0. Niech h(z) = 2%¢'(x) = HLZ + ra In(1 + z). Wystarczy wykazaé, ze h(z) >0
1 4 2 1 2(,2
dla 0 < z. Mamy h(0) = 0 oraz h'(z) = + v ::E(:c + 52 +5) >0 dla z > 0.

14+x)?2 @2+2)? 1+z (Q+2)2(2+x)?
Wobec tego funkcja h rosnie na pélprostej [0,+00), wiec h(z) > h(0) = 0, co dowodzi tego, ze ¢g'(z) > 0. Z

definicji funkcji ¢ wynika natychmiast, ze ili% g(x) =0, a wobec tego, ze funkcja ta jest rosnaca na pélprostej

(0, +00) , zachodzi nieréwnos¢ g(z) >0 dla > 0. W ten sposéb udowodniliSmy druga, nieréwnosé¢. B
5. Szeregi potegowe II

Wiele funkcji mozna przedstawia¢ w postaci sum szeregéw potegowych. Udalo nam sie juz przedstawi¢ w ta-
kiej postaci funkcje wykladnicza. W tym punkcie przekonamy sie, ze nie jest ona zadnym wyjatkiem — praktycznie
wszystkie funkcje, ktére sa zdefiniowane ,za pomoca jednego wzoru”, mozna tak zapisaé¢, co ulatwia w licznych
przypadkach poznanie ich wlasnosci. Z twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu potegowego wynika, ze wewnatrz dzie-
dziny maja one skonczona pochodna i ta pochodna jest réwniez suma szeregu potegowego, wiec i ona ma skoniczona,

pochodna wewnatrz swej dziedziny. Zaczniemy od logarytmu naturalnego. Udowodnimy mianowicie, ze

(o]
1 1 1 1
41 (1 +2) = > ()" '=a" =z — -2’ + -2° — J2* + ... dla kaidej liczby x € (—1,1]. Jedli |2 < 1, to
—~ n 2 3 4
!/
(ln(1+x))I=L:1—x+x2—x3+ = x—le—i—le L at + .. l= i(—l)”*llx" zatem
1+ o 2 3 4 —~ n ’
pochodna funkeji In(1 + x) Z ", okreslonej i ciaglej na przedziale (—1,1] i rézniczkowalnej w
- 1
jego punktach wewnetrznych jest réwna 0. Stad wynika, ze funkcja In(1 + x) Z =12 2" jest stala na
n
n=
przedziale domknieto—otwartym (—1,1]. Wobec tego dla kazdej liczby = € (—1, 1] zachodm réwnosé

n(l+z) — Z =1In(1+0)— i ”1 ~0"=0.

Przedstawili$émy wiec funkcje In(14 z) w postaci sumy szeregu potegowego o srodku w punkcie 0. Z tego wzoru
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wynika, ze jesli 29 > 01 0 <2 <219, to Inz=In (wo (1+x—a:o)) _
xo

oo n

T — T 1 /x—x

=Inzg+1In <1 + 0) =lnzg + E (1) = <—0) , a wiec przedstawiliémy funkcje Inax w postaci
i) 1 n ZTo

sumy szeregu potegowego o $rodku w dowolnie wybranym punkcie xy i promieniu zbieznoéci xy, wiec mak-
symalnym o jakim mozna mysleé¢ (In0 nie jest zdefiniowany, wiec jest naturalnym, ze przedzial zbieznosci nie

zawiera punktu 0 ).

o0
1
Otrzymany wzér zastosujemy podstawiajac © = 1 we wzorze In(l 4+ z) = E (—1)"~'= 2" . Rezultat to
n
n=1
- 1 11 1
In2=Imn(1+1) = E (- t==1- 5 + 371 + ... . ZnalezliSmy wiec sume szeregu, ktérego zbieznosé
n
n=1

stwierdziliémy juz dawno. Przyklad ten $wiadczy, ze innym problemem jest wykazanie zbiezno$ci szeregu, a in-
nym znalezienie jego sumy. Dodajmy jeszcze, ze szereg ten jest wolno zbiezny i nie warto znajdowaé przyblizen

dziesietnych liczby In2 za jego pomoca. Mozna natomiast np. zauwazy¢, ze

1 = 1L/ 1\" &1 /1\"
In2=—1In 3=~ ;(—1)"_15 (—5) = ; - (5) . W tym przypadku blad jaki popelmiamy przyblizajac

k n o'} n
) 1/1 . , 1/1 B 1 1 1
liczbe In2 suma, 7}:1 - <§> jest réwny E - <§> = Gz + 2251 + (k1 3)2573 +oe

n=k+1
— - . 1 1 1 B 1 1 1
wiec jest mniejszy niz suma i+ 1)2k+1 + kT 1)2k+2 + &+ 1)2k+3 4.0 = = 1)2k+1 = % = ot 1)2k .
1 1
W przypadku szeregu anharmonicznego 1 — 3 + 371 + - -+ warto$¢ bezwzgledna bledu, ktéry popelmiamy
i 1
zastepujac liczbe In2 sumg, Z(—l)"715 jest réwna
n=1
1 L1 Lo 1 N 1 .
E+1 k+2 k+3 k+4 S (k+)(k+2)  (k+3)(k+4)
> 1 < ! - ! - - + > =
) (k+2)(k+3)  (k+3)(k+4) (k+4)(k+5) B

2\ (k+ )k +2
1
2

1 1,1 L L L 1
k+1 k+2 k+2 k+3 k+3 k+4 k+4 k+5 C2(k+1)°

1
Jedli przyjmiemy k = 4, to w pierwszym przypadku biad bedzie mniejszy niz 30 a w drugim — wiekszy niz

1 1 1
Ik Dla k = 9 w pierwszym przypadku blad jest mniejszy od 5190 a w drugim — wiekszy niz 20 Jasne

jest wiec, ze w razie koniecznoéci przyblizenia liczby In2 za pomoca utamka dziesietnego uzy¢ nalezy szeregu

o0

1 /1\" - 1
Z — <—) , & nie szeregu anharmonicznego Z(fl)”*l— .

n \ 2 n

n=1 n=1

1
Teraz zajmiemy sie funkcja arctg . Mamy (arctg :c)' = T2 Wobec tego dla = € (—1,1) zachodzi réwnosé
x
3 5 7 ! 3 5
x x x T x
=1-a? 4+t —ab ... = (Jc———l—————i—---) . Jasne jest, ze szereg © — — + — —

l_
(arctg) 35 7 35

14 a2

7 o 2n+1
% 4 = Z(fl)" ;En—l— T jest zbiezny dla x = +1, przy czym nie jest to zbiezno$¢ bezwzgledna. Wobec

n=0

tego jego przedzialem zbieznosci jest [—1,1] — szereg potegowy jest wewnqtrz przedziatu zbieznosci bezwzglednie

el 2n+1

T
biezny. Wykazalis i ze funkcja ciagl tgxr — -nH"
zbiezny. Wykazalidémy wiec, ze funkcja ciagla arctgx ,;)( ) 1

jej pochodna jest réwna 0 w punktach wewnetrznych tego przedziatu. Stad wynika, ze ta funkcja jest stala na

jest ciagla na przedziale [—1, 1] oraz ze



przedziale [—1,1]. Wobec tego dla kazdej liczby x € [—1,1] zachodzi réwnosé:

o $2n+1 e 02n+1
arctgx — Z<_1)n2n+ 1= arctg0 — Z(—l)" il 0. Stad wynika, ze dla kazdej liczby = € [—1,1]
n=0 n=0
o0 1.2n+1
zachodzi réwno$é: arctgzr = Z(—l)" 1 Podobnie jak w poprzednim przykladzie tak i tu mozemy uzyskaé
n
n=0
1
konkretne rezultaty. Np. podstawiajac x = 1 do otrzymanego wzoru otrzymujemy g =arctgl =1— 3 + 5T
1 = L1 L . o : L
S — Z(—l) — ta réwno$¢ nazywana jest zwykle wzorem Leibniza. Mozna wykazaé, ze jesli
7 = 2n+1

chcielibysmy za pomoca tego wzoru znajdowaé przyblizenia dziesietne liczby 7, to musielibySmy wykonaé wiele

obliczen, co nawet w przypadku komputerow ma istotne znaczenie — konkretnie: dla kazdej liczby naturalnej

hodzi nieréwnodé podwoi <1 1+1 1+<1("t
n zachodzi nieréwno$¢ podwdjna — — +++ < — (nie jest ona
P ) 4n+1) " 2n+1 2n+3 2n+5 2n+7 dn !
1 1 1 1
oczywistal), wiec blad popemiany przy zastepowaniu liczby g liczbg 1 — 3 + ET R ok (=Dt 5 7
" —
1 1
jest zawarty miedzy m oraz e Stosujac wzér z lepiej dobranym z otrzymaé¢ mozna bez trudu szeregi
n n

wszybciej” zbiezne.* B

o 2n+1
43. Wykazemy teraz, ze sinx = Z(—l)"h WykazaliSmy poprzednio, ze dla kazdej liczby rzeczywistej
n !
n=0
a3 x> b
x > 0 zachodzi nieréwnos¢ podwdjna x — 37 < sinz < x. Teraz wykazemy, ze sinz < x — a7 + S Niech
x> b . 2 ot ' .
flx)=a - 3 + o sinz. Mamy f'(z) =1-— o7 + a7 o i wobec tego mozemy napisaé, ze (f')'(z) =
3
—x + % + sinx. Z przypomnianej nieréwnosci wynika, ze dla kazdej liczby = > 0 zachodzi (f')'(z) > 0, a

stad wynika, ze funkcja f’ jest $cisle rosnaca na pélprostej [0,+00). Poniewaz f'(0) = 0, wiec jesli > 0, to

f'(z) > f'(0) = 0. Stad wynika, ze funkcja f jest Scisle rosnaca na pélprostej [0, +00) 1 wobec tego jesli = > 0,

3 5

x°

to f(z) > f(0) =0, czyli = — 37 + = > sinx, a to wlasnie chcieliémy wykaza¢. Rozumujac w taki sam sposéb
' ' x> x® 2T

wnioskujemy, ze dla x > 0 zachodzi nieréwnos¢ x — 37 + T < sinx — obliczamy pochodna réznicy prawej

i lewej strony tej nieréwnosci, potem jej pochodng tej pochodnej, w wyniku otrzymujemy funkcje dodatnia na
pélprostej (—o0,0) itd. Powtarzajac to rozumowanie, czyli stosujac indukcje zupetna, dochodzimy do wniosku,

ze dla kazdej liczby rzeczywistej x > 0 i kazdej catkowitej liczby nieujemnej n zachodzi nieréwnos$¢ podwdjna:

3 5 7 4n—1 3 5 7 dn+1
x x x x x x x x
(D) csinr < — (1) ———
T T TR S e A A R T O v o1
4n+1 4n—+1
Ro6znica skrajnych sum réwna jest h . Mamy tez nhj& h = 0 — mozna wywnioskowac z kryterium
o 4n+1
ilorazowego d’Alemberta, ze szereg h jest zbiezny dla xz > 0, wiec jego wyraz ma granice 0 albo
n=0 ’
zauwazy¢, ze jesli n > x > 0, to MLH < 1 a stad wynika, ze dla dostatecznie duzych n wyraz o numerze
dn+1 3 5 7
n + 1 ciagu T jest mniejszy niz ¢éwier¢ wyrazu n—tego. Niech s4p41 = ¢ — r + ro_r +... 4+
(4n 4+ 1)! 3! 5! 7!
dn+1 3 5 7 4n—1
x .. x x x 4oz ) .
(71)2nm iniech s4p_1 =2 — y + y - F +...+ (71)2n 1m N/ tego ze Sap—1 < SInx < Sap41

* Mozna o tym przeczytaé¢ np. w rachunku rézniczkowym i catlkowym G.M.Fichtenholza, t.2, rozdziat XI, § 8,

punkt 410, ksiazce wielokrotnie wznawianej przez PWN.



44.

45.

i lim (S4n+t1—San—1) =0 wynika oczywiscie, ze lim s45,—1 = sinz = lim $4,,41 . Oznacza to, Ze suma, szeregu
n—oo n—oo n—oo

oo p2n+1 T T
E (71)"m jest sinx, czyli ze sinx = x — 31 + o + ... . Na razie wiemy, ze réwnosé ta ma
— ! ! ! !

miejsce dla z > 0, ale w rzeczywistosci, dzieki temu ze prawa strona to szereg potegowy o érodku w punkcie 0,
wiemy juz, ze promieniem zbieznosci prawej strony jest +oo. Poniewaz obie strony lewa i prawa sa funkcjami
nieparzystymi zmiennej x réwnymi w przypadku x > 0, wiec sa one réwne dla kazdej liczby rzeczywistej .

WykazalisSmy wiec, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé

3 5 7 o0 2n+1
o x x x B i
n=0
k p2ntl
,Po drodze” wykazaliSémy tez, ze skoriczona suma Z(fl)"m przybliza sume nieskoniczona z bledem
n !
n=0
PR eika stad 1 k i 0 T30
- . ' e st e iedli 7 est mi ta ost i 0<cx< < _
mniejszym niz CCESESI] ynika stad np. ze jesli x jest miara kata ostrego, czyli T <3 5
3 5 5
T T 1,58 10
1,58, to réznica miedzy liczbami z — 37 i sinx jest mniejsza niz = < ’5' < 120 < 0,1. Zwiekszenie
3 5
x>
liczby sktadnikow o 1, tj. przyblizanie liczby sinz liczba, = — 37 + = powoduje zmniejszenie bledu do wartosci
R 1,587 1 - . . . . . .
mniejszej niz = < 7 < 0,005 = 200" Widzimy wiec, ze mozemy w miare dokladnie znajdowaé¢ wartosci

liczbowe sinuséw stosunkowo niewielkim kosztem, przy czym mozna dokladno$é istotnie zwiekszy¢ zwiekszajac
liczbe sktadnikéw nieznacznie. Oczywiscie tego typu oszacowania sa przydatne nie tylko do rachowania, ale
réwniez w przypadku rozwazan teoretycznych. Zwréémy jeszcze uwage na to, ze jesli interesujemy sie liczbami

x bliskimi 0, to blad maleje, réwniez blad wzgledny zmniejsza sie. B

R o0 22n+
Z wzoru sinx = x — a7 + o +...= ;(—1)"m wynika natychmiast, ze
22 gt gf o0 a2
cosle—i—l-z—ﬁ—i—...:Z(—l) @)

— po prostu obliczamy pochodne obu stron wzoru (43) , co wolno zrobié dzieki twierdzeniu o pochodnej szeregu
potegowego. W

Zajmiemy sie teraz dwumianem Newtona. Nie chodzi przy tym o wzér na obliczanie n-tej potegi sumy dwu liczb,
bo ten byl z pewnoscig znany przed Newtonem, na pewno znal go Pascal, a prawdopodobnie (wg. N.Bourbaki,
Elementy historii matematyki, PWN, Warszawa, 1980) byl znany Arabom w wieku XIII, a Chiriczykom w wieku
XIV. Chodzi o wzér na (1 + z)%, gdzie wykladnik o nie musi by¢ liczba naturalng — moze byé dowolna
liczba, rzeczywista, liczba x za$ w przypadku dowolnego wyktadniki nie moze by¢ dowolna, musi mie¢ wartosé

bezwzgledna mniejsza, niz 1.
a
Rozpoczniemy od zdefiniowania symbolu Newtona. Jedli a € R oraz n € {1,2,...}, to przyjmujemy, ze ( ) =
n

ala—1)(a—2)...(a—n+1)
n!

. Dodatkowo (g) = 1 dla kazdej liczby rzeczywistej a. Z definicji tej wynika

. C : . .. a a! .
natychmiast, ze jesli a jest liczba naturalna nie mniejsza niz n, to = ﬁ . Oznacza to, ze nasza
n nl(a —n)!

definicja jest po prostu rozszerzeniem definicji znanej ze szkoty. Przy okazji wypada stwierdzié, ze jezeli a jest

a

n) =0, bowiem w tym przypadku w liczniku utamka definiujacego symbol

liczba, naturalna mniejszq niz n, to (



Newtona wystepuje liczba a —a =0.

— 1
7 definicji symbolu Newtona i tego, ze 1 + a-n_at wynika od razu, ze
n+1l n+1

a a (a—1 a a a+1
=—. = . 45
(=5 Goy) e () 5)-G0) @
Wykazemy teraz, ze jesli |x| < 1, to dla kazdej liczby rzeczywistej a zachodzi wzér Newtona:

(1+2)*= (g) + (?)er <;>:E2+ <g>z3+ = i (Z):c” (45.N)

n=0

Rozpoczniemy od znalezienia promienia zbieznoéci szeregu potegowego wystepujacego po prawej stronie réwnosci

(45.N). Skorzystamy z kryterium ilorazowego d’Alemberta. Obliczamy granice ilorazu zaktadajac, ze a nie jest

: N (@ —n)z TR
liczba naturalna: nh_{I;O W = Jm | = = || . Stad wnioskujemy, ze w przypadku |z| < 1 szereg
n

jest bezwzglednie zbiezny, natomiast w przypadku |z| > 1 szereg jest rozbiezny, bowiem jego wyraz nie dazy do

0 przy n — oc. Obliczymy pochodng ilorazu Z <a> :c”/(l +x)*.  Mamy
n

n=0

i n(Z) 2" (1 +2)% — a(l + )} ni) (Z) "

(z () /Ma)’: B S\

e (S S0 S ()
e (S S0 £
cae (S S () S0

(a?) i (Z_D N (Z))xn:a(1+w>‘a‘1io-m":o.

n=1 n=1

Wykazali$my, wiec ze pochodna ilorazu réwna jest 0 w kazdym punkcie przedzialu (—1,1). Stad wynika, ze na

tym przedziale ten iloraz jest funkcja stala, wiec jego warto$é w kazdym punkcie x jest taka sama jak wartosé

w punkcie 0, a w tym punkcie warto$é¢ tego ilorazu jest réwna Z <a) 0”/(1 +0)e = (g)/(l +0)° =1.
n

n=0
= (a
Wykazalismy wiec, ze dla kazdego x € (—1,1) zachodzi réwnosé (14 z)* = Z < >=’Un; czyli zrealizowaliSmy
n
n=0
nasz plan.
o . y o1 — (—1\ . : o
Zauwazmy jeszcze, ze dla a = —1 otrzymalidmy wzoér T = Z z" . Czytelnik bez trudu stwierdzi, ze
x n
n=0
1y _ (D(=2).. . (=) n AUV . 1 N, vnn
= = (—=1)", zatem otrzymanga réwnos¢ mozemy zapisa¢ jako = —1)"a™ =
) — (-1) ymana y zapisaé jako -—— nz::o()

Z(—x)” . Widzimy wiec, ze wzdr (45.N) mozemy potraktowaé nie tylko jako uogdlnienie wzoru dwumianowego

n=0



46.

pozwalajacego na zapisywanie w postaci sumy skonczonej potegi o wyktadniku naturalnym sumy 2 sktadnikéw,

ale réwniez jako uogdlnienie wzoru na sume nieskoriczonego ciagu geometrycznego (o ilorazie —z). W
1
Wzér Newtona mozemy zastosowaé do wyrazenia Wipwr = (1- x2)71/2. Otrzymujemy —— =1+

— x2 V1—a?

(—11/2) (—a?) + (_12/2) S(—2?)? + (_2/2) (=2*)3 + ... . Mamy tez
(—1/2) () = (=1/2)-(=3/2) - (=5/2) - ... (= (2n —1)/2) (=2 =

n 1-2.:3-...-n
:(1/2)«(3/2)-(5/2)~...-((2n—1)/2).(xQ)n:1-3-5-...-(271—1).:82"
1-2:3-...-n 2:4-6-...-(2n)
—1/2 1 1:3-5-...-(2n—1 '
Stad wynika, ze ( n/ ) . (_xQ)" = (2n+1. 5 1.6 ( 21271) ) -acQ”H) . Konsekwencja, tej réwnosci,
1
twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu potegowego, réwnosci arcsin0 = 0 oraz wzoru (arcsinz)’ = ﬁ jest
réwnosé
. 11 5 1 13 ¢ = 1 13520 —1) 5.
aemr=rtg gty v T *;::02n+1 2.4-6-...-2n

ktéra zachodzi dla = € (—1,1), bo dla tych x prawa strona jest szeregiem zbieznym — wynika to latwo z
kryterium ilorazowego d’Alemberta, iloraz dwéch kolejnych wyrazéw ma granice z2. Troche trudniejszy dowéd
zbieznodci tego szeregu dla @ = +1 opuszczamy. Poniewaz dla x ¢ [—1,1] granica ilorazu dwéch kolejnych
wyrazow rozpatrywanego szeregu jest wieksza niz 1, wiec w tym przypadku szereg jest rozbiezny. Stad wynika,

ze réwnosé w rzeczywistodci zachodzi dla wszystkich = € [—1,1] i zadnych innych. Mozemy wiec zastosowad ja,

" L .o pl_1, 11 13+1 1-3 15+ Jest .
7 = . my wiec — = arcsin— = — 4+ - - = - | = - — | = Zywi
w przypadku z = 2 amy wiec o =arcsing =543 5 £ 2.4 \3 est oczywiste,
3 5
1 1 1 1 1 1-3 1
ze przyblizajac liczbe % liczba, > + 33 (5) + AEWE <§> popelmiamy blad mniejszy niz suma

1
szeregu geometrycznego, ktorego pierwszym wyrazem jest 316 5

7
1-3-5 1 1
. (—) , a ilorazem — liczba 1 czyli

7
1 1-3-5 1 4
AW (5) '3 T 10752 < 0,0005. Poniewaz mamy do czynienia z szeregiem zbieznym ,szybciej ” niz

1
szereg geometryczny o ilorazie 1 wiec wydtuzenie sumy o jeden skltadnik spowoduje przynajmniej czterokrotne
zmiejszenie sie bledu jaki popeliamy zastepujac sume nieskoniczonego szeregu jego suma, czesSciowa. Nie jest to

1 1 1
rezultat rewelacyjny, ale jednak znacznie lepszy niz w przypadku szeregu Leibniza g =1- 3 + FT 7 +---. 1



