
Pamie� tnik z wyk ladu z AM1, cze� ść trzecia

Mnożenie szeregów, szereg dwumianowy, rozwinie� cie logarytmu w szereg
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zn , z jest teraz ustalona� liczba� zespolona� ,

której wartość bezwzgle� dna jest mniejsza niż 1. Z twierdzenia Cauchy’ego o mnożeniu szeregów wynika, że prawdziwy
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, wynika to z tego, że jest tak, gdy a i b sa� liczbami naturalnymi wie� kszymi od n

( (1 + x)a(1 + x)b = (1 + x)a+b , podnosimy do pote� g wykorzystuja� c dwumian Newtona, wyrażenia po lewej stronie

wymnażamy i porównujemy wspó lczynniki po obu stronach przy xn ), naste� pnie traktujemy obie strony tej równośći

jako wielomiany zmiennej a , stopnia ≤ n , ich wartości pokrywaja� sie� w nieskończenie wielu punktach, zatem te

wielomiany sa� równe, przy dowolnym a o ile b jest liczba� naturalna� > n , ostatni krok to potraktowanie obu stron

jako wielomianów tym razem zmiennej b przy dowolnie ustalonym a , znów obie strony sa� wielomianami stopnia

≤ n , których wartości pokrywaja� sie� w nieskończenie wielu punktach ( b > n , naturalne) i wobec tego pokrywaja� sie�

zawsze.* Zajmiemy sie� teraz obliczeniem granicy lim
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Na tzw. „ch lopski rozum” granica lim
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f(a)−1
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powinna wie� c być równa
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że w niektórych wsiach niektórzy ch lopi (rolnicy) moga� nie mieć pogla� du w tej kwestii, np. z braku zainteresowania

nia� . Wykażemy, że hipotetyczna równość rzeczywíscie ma miejsce. Mamy (dzie� ki temu, że 1
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Jeśli |a| < 1
2 , to e|a|n|a| < 2

√
n . Sta� d wynika bez trudu, że jeżeli ε > 0 , to istnieje liczba naturalna k taka, że dla

każdego |a| < 1
2 zachodzi nierówność (przypominamy, że z nie zmienia sie� !):
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jeśli |a| < δ przy czym liczba δ > 0 jest dostatecznie ma la, a to oznacza, że lim
a→0

f(a)−1
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Niech g(a) = f(a/L(z)) . Z w lasności funkcji f wynika bezpośrednio, że g(a)g(b) = g(a+ b) oraz lim
a→0

g(a)−1
a

= 1 , a

* Można to też wykazać bezpośrednio, np. indukcyjnie, do czego zache� cam tych, którzy zbyt wprawni w rachunkach nie sa� i na dok ladke� nie

dowierzaja� abstrakcyjnym rozumowaniom, jednak do tych rozumowań trzeba sie� powoli przyzwyczajać, bo bez nich trudno zrozumieć matematyke� .



to oznacza, że g(a) = exp(a) = ea dla każdej liczby zespolonej a . Sta� d wnioskujemy, że f(a) = g
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Dla a = 1 mamy eL(z) = f(1) = 1+z , zatem L(z) = ln(1+z) . Jeśli liczba z jest rzeczywista, to mamy do czynienia

z logarytmem dobrze znanym, rzeczywistym. Jeśli natomiast liczba z rzeczywista nie jest, to wtedy jest to jedna z

nieskończenie wielu możliwych wartości logarytmu zespolonego. Otrzymalísmy wie� c wzór
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Niech a0 +a1 +a2 + · · · oraz b0 +b1 +b2 + · · · be� da� szeregami zbieżnymi. Niech cn = a0bn+a1bn−1 + · · ·+anb0 .

Oznaczmy sumy cze� ściowe cze� ściowe tych szeregów przez : An = a0 + a1 + · · · + an , Bn = b0 + b1 + · · · + bn oraz

Cn = c0 + c1 + · · ·+ cn . Cia� g (Cn) nie musi mieć granicy, ma ja� jeśli np. co najmniej jeden z szeregów
∑
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jest zbieżny bezwzgle� dnie. Jednak zawsze zachodzi

Twierdzenie Cesàro.
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Dowód. Mamy Cn = a0b0 + (a0b1 + a1b0) + (a0b2 + a1b1 + a2b0) + · · ·+ (a0bn + a1bn−1 + · · · anb0) =

= a0 (b0 + b1 + · · ·+ bn) + a1 (b0 + b1 + · · ·+ bn−1) + · · ·+ an−1 (b0 + b1) + anb0 =
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i wobec tego
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= B0 (a0 + a1 + a2 + · · ·+ an)+B1 (a0 + a1 + a2 + · · ·+ an)+ · · ·+Bna0 = B0An+B1An−1 +B2An−2 + · · ·+BnA0 .
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Wykazalísmy wie� c, że jeśli n jest dostatecznie duże (n > mε ), to
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