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Micha l Krych

tu moga
	

być jakieś b le
	
dy, choć stara lem sie

	
ich unikać

1. Funkcja wyk ladnicza

Lemat rzeczywisty o granicach n -tych pote
	
g cia

	
gów „szybko zbieżnych” do 1

Jeśli lim
n→∞
n · an = 0 , to lim

n→∞
(1 + an)

n
= 1 .

Dowód. Ponieważ lim
n→∞
n · an = 0 , wie

	
c istnieje liczba naturalna n0 taka, że jeżeli n > n0 ,

to |n · an| <
1

2
. Wtedy również |an| =

1

n
· (|n · an|) <

1

n
·

1

2
≤

1

2
. Wobec tego dla każdej liczby

naturalnej n > n0 zachodza
	
nierówności: n · an > −

1

2
> −1 ,

an
1 + an

> −1 oraz
n · an
1 + an

< 1 , co

usprawiedliwia dwukrotne stosowanie nierówności Bernoulli’ego w wierszu poniżej

1 + n · an ≤ (1 + an)
n

=
1

(

1−
an

1 + an

)n ≤
1

1−
nan

1 + an

Czytelnik zwróci uwage
	
na to, że dzie

	
ki wyborowi n0 stosowanie nierówności Bernoulli’ego prowa-

dzi do wyrażeń dodatnich, wie
	
c przej́scie do ich odwrotności jest usprawiedliwione – stosowalísmy

nierówność Bernoulli’ego do mianownika! Teza lematu wynika z twierdzenia o trzech cia
	
gach, bowiem

lim
n→∞

(1 + n · an) = 1 = lim
n→∞

(

1−
n · an
1 + an

)−1

. Lemat zosta l udowodniony.

Lemat o monotoniczności cia
	
gu

(

(

1 + x
n

)n
)

Jeśli n > −x 6= 0 , to an+1 > an , czyli cia
	
g

(

(

1 + x
n

)n
)

jest rosna
	
cy od pewnego momentu.

Dowód. Z nierówności n > −x wynika od razu nierówność n + 1 > −x . Z pierwszej z

nich wnioskujemy, że 1 +
x

n
> 0 , a z drugiej – że 1 +

x

n+ 1
> 0 . Nierówność an < an+1

równoważna jest nierówności
(

1 +
x

n

)n

<

(

1 +
x

n+ 1

)n+1

, a ta z kolei – nierówności nate
	
puja
	
cej:







1 +
x

n+ 1

1 +
x

n







n+1

>
1

(

1 +
x

n

) =
n

n+ x
. Skorzystamy teraz z nierówności Bernoulli’ego, by udo-

wodnić, że ostatnia nierówność zachodzi dla n > −x . Mamy






1 +
x

n+ 1

1 +
x

n







n+1

=

(

1−
x

(n+ x)(n + 1)

)n+1

≥ 1− (n+ 1)
x

(n+ x)(n+ 1)
= 1−

x

n+ x
=
n

n+ x
.

Dla jasności należy jeszcze zauważyć, że liczba
−x

(n+ x)(n+ 1)
, pe lnia

	
ca role

	
a w nierówności Ber-

noulli’ego, jest wie
	
ksza od −1 – jest to oczywiste w przypadku x ≤ 0 , bo w tym przypadku jest ona

nieujemna, zaś dla x > 0 jej wartość bezwzgle
	
dna, czyli

x

(n+ x)(n + 1)
jest mniejsza od

1

n+ 1
< 1 .

Dowód lematu zosta l zakończony.
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Uwaga. Wykazalísmy, że od momentu, w którym wyrażenie 1 + x
n staje sie

	
dodatnie, cia

	
g

zaczyna rosna
	
ć ( w przypadku x = 0 jest sta ly). W przypadku x > 0 jest rosna

	
cy, gdy x < 0 ,

to może sie
	

zdarzyć, że pocza
	
tkowe wyrazy zmieniaja

	
znak, wie

	
c o monotoniczności nie może być

nawet mowy. Jeśli jednak wszystkie wyrazy cia
	
gu sa

	
dodatnie, to jest niemaleja

	
cy. Dodajmy jeszcze,

że w przypadku x > 0 , wyrazy cia
	
gu sa

	
dodatnie, zaś w przypadku x < 0 sa

	
one dodatnie dla n

parzystego a dla n nieparzystego – o ile n > −x .

Wykażemy, że cia
	
g
(

(1 +
x

n
)n
)

jest ograniczony z góry w przypadku dowolnej liczby rzeczywi-

stej x . Dla ujemnych x tak jest, bo od pewnego miejsca (dla n > −x ), wyrazy cia
	
gu sa

	
dodatnie

i mniejsze od 1 . Wobec tego w tym przypadku cia
	
g ten jest zbieżny do granicy znajduja

	
cej sie

	
w

przedziale otwarto–domknie
	
tym (0, 1] (liczba 0 nie jest granica

	
tego cia

	
gu, bo od pewnego miejsca

ma on wyrazy dodatnie i jest rosna
	
cy).

Jeśli n > x > 0 , to
(

1 +
x

n

)n

=

(

1− x
2

n2

)n

(

1 + −x
n

)n . Mianownik,

(

1 +
−x

n

)n

, ma granice
	
skończona

	
i

dodatnia
	
na mocy tego, co wykazalísmy wcześniej, licznik ma granice

	
1 na mocy lematu o granicach

n–tych pote
	
g cia

	
gów szybko zbieżnych do 1 , bo lim

n→∞

(

n ·
−x2

n2

)

= − lim
n→∞

x2

n
= 0 . Wobec tego

cia
	
g
((

1 +
x

n

)n)

ma granice
	
na mocy twierdzenia o granicy ilorazu cia

	
gów zbieżnych.

Wykazalísmy wie
	
c, że dla każdej liczby rzeczywistej x cia

	
g
((

1 +
x

n

)n)

ma granice
	
skończona

	
i dodatnia

	
.

Definicja najważniejszej funkcji wyk ladniczej ex := exp(x) := lim
n→∞

(

1 +
x

n

)n

Podstawowe w lasności funkcji exp

1. exp(x + y) = exp(x) · exp(y) dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y .

2. Jeśli x < y , to exp(x) < exp(y) dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y .

3. exp(x) ≥ 1 + x dla dowolnej liczby rzeczywistej x .

Dowód. Wiemy, że dla każdej pary liczb rzeczywistych x, y liczba exp(x + y) jest dodatnia,

można wie
	
c przez te

	
liczbe

	
dzielić. Mamy

exp(x) · exp(y)

exp(x+ y)
= lim
n→∞







(1 +
x

n
)(1 +

y

n
)

1 +
x+ y

n







n

= lim
n→∞






1 +

xy

n2

1 +
x+ y

n







n

= 1

Ostatnia równość wynika z lematu i z tego, że lim
n→∞






n ·

xy

n2

1 +
x+ y

n






= 0 . Pierwsza w lasność jest

udowodniona.

W lasność trzecia wynika z tego, że dla n > −x zachodzi nierówność
x

n
> −1 , zatem – na mocy

nierówności Bernoulli’ego – możemy napisać
(

1 +
x

n

)n

≥ 1 + n ·
x

n
= 1 + x . Skoro pocza

	
wszy od
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pewnego miejsca wszystkie wyrazy cia
	
gu sa

	
równe co najmniej 1 + x , to i granica tego cia

	
gu jest

wie
	
ksza lub równa 1+x . (Przekonamy sie

	
później, że nierówność jest ostra dla każdej liczby x 6= 0 .)

Wykażemy, że prawdziwa jest w lasność druga. Niech x < y . Na mocy już wykazanych w lasności

mamy wtedy exp(y) = exp(x) · exp(y − x) ≥ exp(x) · (1 + y − x) > exp(x) . Koniec dowodu.

Uwaga o jednoznaczności funkcji exp.

Z w lasności pierwszej wynika, że exp(x) = exp( x2 ) · exp(x2 ) =
(

exp(x2 )
)2
≥ 0 . Gdyby dla jakiej-

kolwiek liczby a ∈ IR by lo exp(a) = 0 , to musia loby być też exp(x) = exp(a) · exp(x − a) = 0 ,

wie
	
c funkcja exp by laby funkcja

	
sta la

	
, wie

	
c nie przys lugiwa laby jej w lasność druga. Wykażemy

później, że w lasności podstawowe funkcji exp przys luja
	

jedynie tej funkcji, innymi s lowy można

zdefiniować funkcje
	

exp jako funkcje
	
określona

	
na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych spe lniaja

	
ca
	

trzy w lasności podstawowe. W laśnie pokazalísmy, że każda taka funkcja musi być dodatnia!

Kilka naste
	
pnych w lasności funkcji wyk ladniczej

4. Jeśli lim
n→∞
xn = +∞ , to lim

n→∞
exp(xn) = +∞ .

5. Jeśli lim
n→∞
xn = −∞ , to lim

n→∞
exp(xn) = 0 .

6. Jeśli lim
n→∞
xn = x , to lim

n→∞
exp(xn) = exp(x) .

7. Jeśli x < 1 , to exp(−x) ≤
1

1− x
.

8. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x > 0 zachodzi nierówność exp(x)− 1 ≤ x · expx .

9. Jeśli x < y , to 0 < exp(y)− exp(x) < (y − x)exp(y) .

10. lim
n→∞

(

1 +
x

n

)n

= exp(x) .*

Dowód. W lasność czwarta wynika od razu z nierówności exp(xn) ≥ 1+xn > xn . Teraz wywnio-

skujemy w lasność pia
	
ta
	
. Mamy exp(0) = exp(0 + 0) = exp(0) · exp(0) , wie

	
c ponieważ exp(0) > 0 ,

to exp(0) = 1 . Sta
	
d wynika, że 1 = exp(0) = exp(x + (−x)) = exp(x) · exp(−x) , zatem dla

każdej liczby rzeczywistej x zachodzi wzór exp(−x) =
1

exp(x)
. Jeśli wie

	
c lim
n→∞

xn = −∞ , to

lim
n→∞

(−xn) = +∞ i wobec tego lim
n→∞

exp(xn) = lim
n→∞

1

exp(−xn)
=

1

+∞
= 0 . Na mocy w lasności

drugiej exp(−x) ≥ 1+(−x) = 1−x . Jeśli wie
	
c x < 1 , to exp(x) =

1

exp(−x)
≤

1

1− x
. Wykazalísmy

w lasność siódma
	
. Kolej na w lasność dziesia

	
ta
	
. Za lóżmy, że n > |x| , czyli | xn | < 1 . Mamy exp(x) =

(

exp
(

x
n

))n
≥
(

1 + x
n

)n
oraz exp(x) =

(

exp
(

x
n

))n
≤

1
(

1− xn
)n =

(

1 + x
n

)n

(

1− x
2

n2

)n i wobec tego możemy

napisać
(

1− x
2

n2

)n

exp(x) ≤
(

1 +
x

n

)n

≤ exp(x) , a ponieważ na mocy lematu o pote
	
gach cia

	
gów

* Wykażemy te w lasności korzystaja
	
c już tylko z trzech w lasności podstawowych i dodatniości

funkcji exp , która
	
wywnioskowalísmy z w lasności podstawowych w uwadze o jednoznaczności funkcji

exp , wie
	
c wykazawszy, że w lasność dziesia

	
ta wynika z w lasności podstawowych, wykażemy zarazem,

że definiuja
	
one funkcje

	
wyk ladnicza

	
o podstawie e
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szybko zbieżnych do 1 mamy lim
n→∞

(

1−
x2

n2

)n

= 1 , wie
	
c w lasność dziesia

	
ta wynika teraz z twierdze-

nia o trzech cia
	
gach. Teraz wykażemy prawdziwość w lasności ósmej dla x > 0 . Mamy |exp(x)−1| =

exp(x)−1 =
(

exp
(

x
n

))n
−1 =

(

exp
(

x
n

)

− 1
)

(

(

exp
(

x
n

))n−1
+
(

exp
(

x
n

))n−2
+ · · ·+ exp

(

x
n

)

+ 1
)

≤

≤
(

exp
(

x
n

)

− 1
)

· n ·
(

exp
(

x
n

))n−1
≤

(

1

1− xn
− 1

)

· n · exp
(

(n− 1) xn
)

≤

≤
x

1− xn
· exp(x)−−−−→

n→∞
x · exp(x)

Korzystalísmy kilkakrotnie „po drodze” z tego, że jeśli u < v , to exp(u) < exp(v) . Nadesz la kolej

na w lasność dziewia
	
ta
	
. Niech x < y . Mamy wtedy

0 < exp(y) − exp(x) = exp(x) · (exp(y − x)− 1) ≤ exp(x) · (y − x) · exp(y − x) = (y − x) · exp(y) .

Zosta la do dowodu w lasność siódma. Niech lim
n→∞
xn = x ∈ IR . Cia

	
g zbieżny musi być ograniczony,

wie
	
c istnieje liczba M ∈ IR , taka że |x|, |xn| ≤ M dla każdego n . Na mocy w lasności dziewia

	
tej

mamy 0 ≤ |exp(xn)− exp(x)| ≤ |xn − x| · exp(max(xn, x)) ≤ |xn − x| exp(M) . Pozostaje zasto-

sować twierdzenie o trzech cia
	
gach. Otrzymujemy lim

n→∞
|exp(xn)− exp(x)| = 0 , a to oznacza, że

lim
n→∞

exp(xn) = exp(x) . Podalísmy dowody wszystkich wymienionych w lasności.

Twierdzenie o istnieniu logarytmu naturalnego

Dla każdej dodatniej liczby rzeczywistej y istnieje dok ladnie jedna liczba rzeczywista x , dla

której mam miejsce równość y = exp(x) .

Dowód. Niech E = {t ∈ IR: exp(t) ≤ y} . Wykażemy, że zbiór E jest niepusty i ograniczony

z góry. Mamy exp
(

− 1y

)

≤
1

1 + 1
y

=
y

1 + y
< y , zatem 1

y ∈ E , jeśli t ≥ y , to zachodza
	
nierówności

exp(t) ≥ exp(y) ≥ 1 + y > y , zatem t /∈ E , a to oznacza, że liczba y jest ograniczeniem górnym

zbioru E , nie twierdzimy, że najmniejszym! Niech x = supE . Wykażemy, że y = exp(x) . Jeśli tak

nie jest, to zachodzi jedna z dwu możliwości: y < exp(x) lub y > exp(x) . Za lóżmy, że y < exp(x) .

Za lóżmy teraz, że τ < 1 − y
exp(x) . Wtedy exp(x − τ) ≥ exp(x) · (1 − τ) ≥ exp(x) · y

exp(x) = y , a

to oznacza, że wbrew za lożeniu x nie jest najmniejszym ograniczeniem górnym zbioru E – liczba

x −
(

1− y
exp(x)

)

< x też jest ograniczeniem górnym i to zapewne nie najmniejszym. Wobec tego

przyjmijmy, że y > exp(x) . Niech 0 < τ < 1 − exp(x)y . Prawdziwa wobec tego jest nierówność

exp(x+ τ) = exp(x) · exp(τ) < exp(x) · 11−τ < exp(x) ·
1

1−
(

1− exp(x)y

) = y . Wykazalísmy wie
	
c, że

w tym przypadku liczba x nie jest ograniczeniem górnym zbioru E i w ten sposób wykluczylísmy

obie nierówności. Wobec tego y = exp(x) . Jeśli t < x , to exp(t) < exp(x) = y , jeśli t > x , to

exp(t) > exp(x) = y . Wobec tego dla t 6= x mamy exp(t) 6= exp(x) = y , co dowodzi, że liczba x

jest jedyna
	
o ża
	
danej w lasności. Twierdzenie zosta lo udowodnione.

Definicja logarytmu naturalnego

Logarytmem naturalnym liczby dodatniej y nazywamy taka liczbe
	

rzeczywista
	
x , że y = exp(x) .

Piszemy x = ln y .
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W lasnościom funkcji wyk ladniczej odpowiadaja
	
w lasności logarytmu.

W lasności logarytmu naturalnego

a. ln(xy) = ln(x) + ln(y) dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y .

b. Jeśli 0 < x < y , to ln(x) < ln(y) dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y .

c. Jeśli −1 < x , to
x

1 + x
≤ ln(1 + x) ≤ x .

d. Jeśli lim
n→∞
xn = +∞ i dla każdego n liczba xn jest dodatnia, to lim

n→∞
lnxn = +∞ .

e. Jeśli lim
n→∞
xn = 0 i dla każdego n liczba xn jest dodatnia, to lim

n→∞
lnxn = −∞ .

f. Jeśli lim
n→∞
xn = x > 0 i dla każdego n zachodzi xn > 0 , to lim

n→∞
lnxn = lnx .

Dowód. W lasność a: exp(ln(x · y)) = x · y na mocy definicji logarytmu. exp (ln(x) + ln(y)) =

exp(ln(x)) · exp(ln(y)) = x · y , co kończy dowód w lasności a. Teraz w lasność b. Jeśli 0 < x < y i

ln(x) ≥ ln(y) , to x = exp(ln(x)) ≥ exp(ln(y)) = y , co przeczy za lożeniu o liczbach x i y . Z tej

w lasności wynika, że jeśli 0 < 1 + x , to ponieważ 1 + x ≤ exp(x) , wie
	
c ln(1 + x) ≤ ln(exp(x)) = x .

Analogicznie jeśli y < 1 , to y = ln(exp(y)) ≤ ln

(

1

1− y

)

= ln

(

1 +
y

1− y

)

. Przyjmijmy wie
	
c

x =
y

1− y
. Wtedy y =

x

1 + x
. Warunek 1 > y = x

1+x równoważny jest temu, że 0 < 1− y = 1
1+x ,

czyli temu, że x > −1 . Kończy to dowód w lasności c. Jeśli lim
n→∞
xn = +∞ i M ∈ IR , to d.d.d.

n zachodzi nierówność xn > exp(M) , co oznacza, że ln(xn) > ln(exp(M)) = M . Wobec tego

lim
n→∞

ln(xn) = +∞ , mamy wie
	
c dowód w lasności d. Jeśli teraz lim

n→∞
xn = 0 i wszystkie wyrazy cia

	
gu

(xn) sa
	

dodatnie, to lim
n→∞

ln(xn) = − lim
n→∞

ln(
1

xn
) = −∞ , bo lim

n→∞

1

xn
= +∞ . Do udowodnienia

pozosta la już tylko w lasność f. Wynika ona z w lasności c, twierdzenia o trzech cia
	
gach, tego, że

| ln(xn)− ln(x)| = | ln xnx | = | ln
(

1 + xn−x
x

)

| i tego, że lim
n→∞

xn − x

x
= 0 .

Możemy teraz podać definicje
	
pote
	
gi o dowolnym wyk ladniku a i dowolnej dodatniej podstawie

x , mianowicie: xa = exp(a ln(x)) . Z udowodnionych w lasności funkcji wyk ladniczej i logarytmu

naturalnego wynikaja
	

 latwo w lasności pote
	
g o dodatniej podstawie znane ze szkó l średnich i pod-

stawowych. Studenci zechca
	

sie
	

zastanowić nad tym, które z nich pozostaja
	

w mocy dla pote
	
gi o

wyk ladniku postaci pq w przypadku p, q ∈ Z , przy czym liczba q jest nieparzysta. Przyjmujemy

też, że 0x = 0 dla x > 0 , nie określamy symbolu 0x w przypadku x ≤ 0 . Pote
	
ga o wyk ladniku

ca lkowitym dodatnim określona jest w przypadku dowolnej podstawy standardowo.

Teraz zajmiemy sie
	

wyk ladnikami zespolonymi. Be
	
dziemy przyjmować zawsze, że x, y ∈ IR ,

z = x+ yi i oczywíscie i2 = −1 . Przypominamy, że |z| =
√

x2 + y2 = (x2 + y2)1/2 . Mamy wtedy

|z1z2| = |z1||z2| oraz |z1 + z2| = |z1|+ |z2| .

Lemat zespolony o granicach n -tych pote
	
g cia

	
gów „szybko zbieżnych” do 1

Jeśli lim
n→∞
n · zn = 0 , to lim

n→∞
(1 + zn)

n
= 1 .

Dowód. Wykażemy, że zachodzi nierówność |(1 + z)n − 1| ≤ (1 + |z|)n − 1 korzystaja
	
c z

dwumianu Newtona i nierówności trójka
	
ta. Zachodza

	
wzory:
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|(1 + z)n − 1| =
∣

∣

∣
1 +
(

n
1

)

z +
(

n
2

)

z2 + · · ·+
(

n
n−1

)

zn−1 + zn − 1
∣

∣

∣
≤

≤
(

n
1

)

|z|+
(

n
2

)

|z|2 + · · ·+
(

n
n−1

)

|z|n−1 + |z|n = (1 + |z|)
n
− 1 .

Ponieważ za lożylísmy, że lim
n→∞
n ·zn = 0 , wie

	
c lim
n→∞

n · |zn| = 0 i wobec tego, że zachodzi nierówność

|(1 + zn)
n
− 1| ≤ (1 + |zn|)

n
− 1 , a to ostatnie wyrażenie ma granice

	
0 przy n −→ ∞ , na mocy

rzeczywistego lematu o pote
	
gach cia

	
gów szybko zbieżnych do 1 , wie

	
c lemat zespolony wynika na-

tychmiast z twierdzenia o trzech cia
	
gach.

Teraz czeka nas dowód istnienia granicy lim
n→∞

(1 +
z

n
)n . Musi on sie

	
różnić od dowodu w przy-

padku rzeczywistym, bo o żadnej monotoniczności tym razem mówić nie możemy, bo to poje
	
cie

nie stosuje sie
	
do liczb nierzeczywistych. Zamiast niego wykorzystamy twierdzenie Cauchy’ego, wg.

którego cia
	
g liczbowy spe lniaja

	
cy warunek Cauchy’ego ma granice

	
skończona

	
.

Lemat o zbieżności cia
	
gu lim

n→∞
(1 +

z

n
)n

Cia
	
g lim
n→∞

(1 +
z

n
)n spe lnia warunek Cauchy’ego, wie

	
c jest zbieżny.

Dowód. Zauważmy najpierw, że jeśli n > m ≥ k ≥ 0 , to
(

m
k

)

1
mk
<
(

n
k

)

1
nk

.Wynika to natych-

miast z tego, że
(

m
k

)

1
mk = m(m−1)...(m−k+1)

mkk! =
(

1− 1
m

)

·
(

1− 2
m

)

· . . . ·
(

1− k−1m
)

· 1k! , wobec tego

zaste
	
puja
	
c w tym wzorze m przez n > m zwie

	
kszamy mianowniki zachowuja

	
c liczniki bez zmian,

co oczywíscie powoduje wzrost mnożonych u lamków. Mamy zatem
∣

∣

(

1 + z
n

)n
−
(

1 + z
m

)m∣
∣ =

=
∣

∣

∣1 +
(

n
1

)

z
n +
(

n
2

) (

z
n

)2
+ · · ·+

(

n
n−1

) (

z
n

)n−1
+
(

z
n

)n
−

−
(

1 +
(

m
1

)

z
m +
(

m
2

) (

z
m

)2
+ · · ·+

(

m
m−1

) (

z
m

)m−1
+
(

z
m

)m
) ∣

∣

∣ ≤

≤ [1− 1] +
[(

n
1

)

1
n −
(

m
1

)

1
m

]

|z|+
[(

n
2

)

1
n2 −
(

m
2

)

1
m2

]

|z|2 + · · ·+
[(

n
m

)

1
nm −

(

m
m

)

1
mm

]

|z|m +

+
(

n
m+1

)

1
nm+1 |z|

m+1 + · · ·+
(

n
n−1

)

1
nn−1 |z|

n−1 + |z|n =
(

1 + |z|
n

)n

−
(

1 + |z|
m

)m

.

Ponieważ cia
	
g
(

(1 + |z|
n )n
)

jest zbieżny (liczba |z| jest rzeczywista!), wie
	
c spe lnia on warunek

Cauchy’ego, wobec tego również cia
	
g
(

(1 + z
n )n
)

spe lnia warunek Cauchy’ego – wykazalísmy bowiem,

że odleg lości mie
	
dzy wyrazami tego ostatniego nie przekraczaja

	
odleg lości odpowiednich wyrazów

cia
	
gu
(

(1 + |z|
n )n
)

. Lemat zosta l dowiedziony.

Definicja funkcji wyk ladniczej o wyk ladniku zespolonym i podstawie e

ez := exp(z) := lim
n→∞

(

1 +
z

n

)n

.

Podstawowe w lasności funkcji zespolonej exp

c1. Dla dowolnych liczb zespolonych z, w zachodzi równość exp(z + w) = exp(z) · exp(w) .

c2. Dla dowolnego cia
	
gu (zn) liczb zespolonych różnych od 0 zbieżnego do 0 zachodzi równość

lim
n→∞

exp(zn)− 1

zn
= 1 .

Dowód. W lasność c1 wynika z lematu zespolonego o granicach n–tych pote
	
g cia

	
gów szybko

zbieżnych do 1 w dok ladnie taki sam sposób jak w przypadku rzeczywistym. Dla dowodu w lasności
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c2 skorzystamy z w lasności rzeczywistej funkcji exp i wykazanej w dowodzie lematu o zbieżności

cia
	
gu
((

1 + z
n

)n)
nierówności w przypadku n > m = 1 zak ladaja

	
c, że |z| < 1 :

∣

∣

∣

(

1 + z
n

)n
− (1 + z)

∣

∣

∣ ≤
(

1 + |z|
n

)n

− (1 + |z|) ≤ exp(|z|)− (1 + |z|) ≤ 1
1−|z| − (1 + |z|) =

|z|2

1− |z|

Mamy wie
	
c
∣

∣

∣

(

1 + z
n

)n
− (1 + z)

∣

∣

∣ ≤
|z|2

1− |z|
. Sta

	
d przechodza

	
c do granicy przy n −→ +∞ otrzy-

mujemy w przypadku 0 < |z| < 1 nierówność |exp(z) − (1 + z)| ≤
|z|2

1− |z|
, z której w lasność c2

wynika od razu:
∣

∣

∣

exp(z)− 1

z
− 1
∣

∣

∣ =
∣

∣

∣

exp(z)− (1 + z)

z

∣

∣

∣ ≤
|z|

1− |z|
.

Twierdzenie o jednoznaczności funkcji zespolonej exp

Jeśli funkcja f : C −→ C spe lnia warunki

c1 dla dowolnych liczb zespolonych z, w zachodzi równość f(z + w) = f(z)f(w) ,

c2 dla dowolnego cia
	
gu (zn) liczb zespolonych różnych od 0 zbieżnego do 0 zachodzi równość

lim
n→∞

f(zn)− 1

zn
= 1 ,

to dla każdej liczby zespolonej z zachodzi równość f(z) = exp(z) = lim
n→∞

(

1 +
z

n

)n

.

Dowód. Niech wn =
f
(

z
n

)

− 1
z
n

. Z za lożenia wynika, że lim
n→∞

wn = 1 . Zachodzi również wzór

f
(

z
n

)

= 1 + wn
z
n i wobec w lasności c1 mamy f(z) =

(

f( zn )
)n

=
(

1 + wn
z
n

)n
. Mamy wobec tego

(

1 + wn
z
n

1 + z
n

)n

=

(

1 +
(wn − 1) zn

1 + z
n

)n

−−−−→
n→∞

1 , bo n
(wn − 1) zn

1 + z
n

−−−−→
n→∞

0 . Sta
	
d wynika, że

f(z) =
(

1 + wn
z
n

)n
=

(

1 + wn
z
n

1 + z
n

)n

·
(

1 + z
n

)n
−−−−→
n→∞

1 · exp(z) = exp(z) , czyli f(z) = exp(z) .

Kilka naste
	
pnych w lasności funkcji zespolonej exp

c3. exp(z) = exp(z) dla każdej liczby zespolonej z .

c4. Jeśli x ∈ IR , to exp(ix) = exp (−ix) .

c5. Jeśli x ∈ IR , to |exp(ix)| = 1 .

c6. |exp(z)| = exp(Rez) ≤ exp(|z|) dla każdej liczby zespolonej z .

c7. Jeśli x ∈ IR , to |exp(ix)− 1| ≤ |x|

Dowód. Mamy exp(z) = lim
n→∞

(

1 +
z

n

)n

= lim
n→∞

(

1 +
z

n

)n

= lim
n→∞

(

1 +
z

n

)n

= exp(z) . Wy-

kazalísmy c3. Z tej w lasności c4 wynika przez podstawienie, a naste
	
pna w lasność wynika sta

	
d, że

|exp(ix)|2 = exp(ix) · exp(ix) = exp(ix) · exp(−ix) = exp(ix + (−ix)) = exp(0) = 1 . Naste
	
pna

w lasność wynika z poprzedniej, c1 i tego, że |Rez| ≤ |z| . Wykażemy c7. Mamy |exp(ix) − 1| =
∣

∣

∣exp(i xn )− 1
∣

∣

∣ ·
∣

∣

∣exp
(

(n−1)
n ix

)

+ exp
(

(n−2)
n ix

)

+ · · ·+ exp
(

1
n ix
)

+ 1
∣

∣

∣ ≤

≤
∣

∣

∣
exp(i xn )− 1

∣

∣

∣
·
(

exp
∣

∣

∣

(n−1)
n ix

∣

∣

∣
+ exp

∣

∣

∣

(n−2)
n ix

∣

∣

∣
+ · · ·+ exp

∣

∣

∣

1
n ix
∣

∣

∣
+ 1
)

= n
∣

∣

∣
exp(i xn )− 1

∣

∣

∣
=

=

∣

∣

∣

∣

ix
exp(i xn )− 1

i xn

∣

∣

∣

∣

−−−−→
n→∞

|x|

W ostatnim przej́sciu granicznym skorzystalísmy oczywíscie z w lasności c2. W ten sposób zakończy-
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lísmy dowód.

Definicja funkcji sinus i kosinus

sin z = 1
2i (exp(iz)− exp(−iz)) , cos z = 1

2 (exp(iz) + exp(−iz)) dla każdej liczby zespolonej z .

Wzór Eulera eiz = exp(iz) = cos z + i sin z dla każdego z ∈ C .

Wzór ten jest natychmiastowa
	
konsekwencja

	
definicji sinusa i kosinusa.

Z tego, że exp(ix) = exp(−ix) (w lasność c4) wynika, że jeśli x jest liczba
	
rzeczywista

	
, to cosx

i sinx też sa
	
liczbami rzeczywistymi.

Podstawowe w lasności funkcji trygonometrycznych

t1. cos2 z + sin2 z = 1 dla każdej liczby zespolonej z .

t2. cos(z + w) = cos z cosw − sin z sinw dla dowolnych z, w ∈ C .

t3. sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw dla dowolnych z, w ∈ C .

t4. lim
n→∞

sin zn
zn

= 1 dla każdego cia
	
gu (zn) liczb zespolonych różnych od 0 zbieżnego do 0 .

Pierwsze trzy w lasności sprawdzamy korzystaja
	
c bezpośrednio z definicji. Sprawdzenie ostatniej

przeprowadzimy dla przyk ladu: lim
n→∞

sin zn
zn

= lim
n→∞

exp(izn)− exp(−izn)

2izn
=

=
1

2
lim
n→∞

exp(izn)− 1

izn
+

1

2
lim
n→∞

exp(−izn)− 1

−izn
=

1

2
+

1

2
= 1 .

Można wykazać, że w lasności t1 – t4 definiuja
	
pare
	
funkcji z lożona

	
z kosinusa i sinusa.

Kilka naste
	
pnych w lasności sinusa i kosinusa

t5. cos(−z) = cos z , sin(−z) = − sin z dla każdej liczby zespolonej z .

t6. sin z ± sinw = 2 sin z±w2 cos z∓w2 , cos z + cosw = 2 cos z+w2 cos z−w2 ,

cos z − cosw = −2 sin z+w2 sin z−w2 dla dowolnych z, w ∈ C .

t7. | sinx− sin y| ≤ |x− y| , | cosx− cos y| ≤ |x− y| dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y .

t8. Istnieje liczba dodatnia ε taka, że jeśli 0 < x < ε , to sinx > 0 oraz cosx > 0 .

t9. Istnieje liczba dodatnia π
2 taka, że cos π2 = 0 i jeśli 0 < x < π2 , to sinx > 0 oraz cosx > 0 .

t10. sin π2 = 1 , na przedziale (0, π) funkcja sinus jest dodatnia, funkcja kosinus jest na przedziale

[0, π] maleja
	
ca, cosπ = −1 , sinπ = 0 , na przedziale [0, π2 ] funkcja sinus jest rosna

	
ca, na

przedziale [π2 ,
3π
2 ] funkcja sinus maleje, sin 3π2 = −1 , cos 3π2 = 0 , na przedziale [ 3π2 , 2π] funkcja

sinus rośnie, sin 2π = 0 , cos 2π = 1 , na przedziale [π, 2π] funkcja kosinus rośnie,

t11. Dla każdej liczby zespolonej z zachodza
	
równości cos (z + 2π) = cos z oraz sin(z+2π) = sin z .

t12. Dla każdej pary liczb rzeczywistych x, y takiej, że x2 + y2 = 1 , istnieje dok ladnie jedna liczba

rzeczywista t ∈ [0, 2π) , taka że x = cos t i jednocześnie y = sin t .

Dowód. W lasność t5 to natychmiastowa konsekwencja definicji sinusa i kosinusa, w lasność t6

można wywnioskować z definicji – obliczenia sa
	
bardzo proste lub z w lasności t2 i t3 dok ladnie tak,

jak to czynia
	
autorzy podre

	
czników szkolnych. W lasność t7 wywnioskujemy z nierówności wykazanej

wcześniej: |exp(ix)− 1| ≤ |x| dla x ∈ IR (c7). Mamy bowiem

| sinx− sin y| ≤ |exp(ix)− exp(iy)| = |exp(iy)| · |exp(ix− iy)− 1| = |exp(i(x− y))− 1| ≤ |x− y| .
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Dowód drugiej nierówności jest analogiczny. Wykażemy w lasność t8. Zauważmy, że istnieje n ∈ IN ,

n > 0 , takie że jeśli 0 < x <
1

n
, to

sinx

x
>

1

2
. Gdyby by lo inaczej, to istnia lby cia

	
g (xn) , taki

że 0 < xn <
1

n
i jednocześnie

sinxn
xn

≤
1

2
, wbrew temu, że lim

n→∞

sinxn
xn

= 1 . Wobec tego jeśli

0 < x < 1
n , to sinx > x2 > 0 . Jasne jest, że cos 0 = 1 . Wobec tego z w lasności 7 wynika, że jeśli

|x| < 1 , to | cosx − 1| = | cosx − cos 0| < 1 , zatem cosx > 1− 1 = 0 . Wystarczy wie
	
c przyja

	
ć, że

ε = 1
n dla n tak dużego, że z nierówności 0 < x < 1n wynika nierówność sinx > 0 . Udowodnilísmy

wie
	
c w lasność ósma

	
. Wykażemy teraz, że dla pewnej liczby dodatniej p zachodzi równość cos p = 0 .

Niech α be
	
dzie liczba

	
dodatnia

	
taka
	
, że cosα > 0 i sinα > 0 . Ponieważ cos2 α + sin2 α = 1 ,

wie
	
c 0 < cos2 α < 1 i wobec tego 0 < cosα < 1 . Niech a0 = cosα i niech an = cos (2nα) .

Mamy wie
	
c an+1 = cos (2 · 2nα) = cos2 (2nα) − sin2 (2nα) = 2 cos2 (2nα) − 1 = 2a2n − 1 . Wobec

tego an+1 − an = 2a2n − an − 1 = (an − 1)(2an + 1) . Jeśli wyrazy cia
	
gu (an) sa

	
dodatnie, to

cia
	
g ten jest nierosna

	
cy (an − 1 ≤ 0 ), wie

	
c ma granice

	
g . Mamy wie

	
c g = lim

n→∞
an = lim

n→∞
an+1 =

lim
n→∞

(

2a2n − 1
)

= 2g2−1 , a sta
	
d wynika, że g = 1 lub g = − 12 . Pierwsza możliwość jest wykluczona,

bo 1 > a0 ≥ a1 ≥ a2 ≥ . . . , zatem 1 > a0 ≥ g . Druga też, bo granica cia
	
gu liczb nieujemnych

musi być nieujemna. Oznacza to, że wbrew uczynionemu za lożeniu, w cia
	
gu (an) musza

	
wysta

	
pić

wyrazy niedodatnie. Albo wyste
	
puje liczba 0 albo istnieje taka liczba naturalna n , że an < 0 . W obu

przypadkach zbiór P = {t > 0: cos s > 0 dla 0 ≤ s ≤ t} jest ograniczony z góry. Niech p oznacza

jego kres górny. Oczywíscie p ≥ 1 , bo dla 0 < t < 1 zachodzi nierówność cos t > 0 . Jeżeli cos p > 0 ,

to dla 0 < t− p < cos p zachodzi nierówność cos p− cos t ≤ | cos t− cos p| ≤ |t− p| < cos p , zatem

0 < cos t , wobec tego kres górny zbioru P nie może być mniejszy niż p+ 1
2 cos p . Za lóżmy teraz, że

cos p < 0 . Niech 0 < p− t < − cos p . Mamy wie
	
c cos t− cos p ≤ | cos t− cos p| ≤ |t− p| < − cos p ,

zatem cos t < 0 . Oznacza to, że w tym przypadku supP ≤ p+cos p < p . Pozostaje trzecia możliwość

cos p = 0 . Wykazalísmy wie
	
c istnienie dodatniej liczby p , dla której cos p = 0 i to takiej, że jeśli

0 < t < p , to cos t > 0 . Niech ε oznacza liczbe
	

dodatnia
	
, taka

	
że jeśli 0 < t < ε , to cos t > 0 i

sin t > 0 . Jeśli 0 < t < ε , to sin 2t = 2 sin t cos t > 0 . Jeśli wie
	
c 2ε ≤ p , to dla 0 < α < 2ε zachodza

	
obie nierówności sinα > 0 i cos 2α > 0 . Stosuja

	
c ponownie to samo rozumowanie stwierdzamy,

że na przedziale (0, 4ε) funkcja sinus przyjmuje jedynie dodatnie wartości, zatem jeśli 4ε ≤ p , to

również na przedziale (0, 4ε) obie funkcje sinus i kosinus sa
	
dodatnie i można znów powtórzyć ten

sam argument. Innymi s lowy jeśli dla 0 < t < 2nε mamy sin t > 0 i cos t > 0 , to na przedziale

(0, 2n+1ε) funkcja sinus jest dodatnia. Ponieważ lim
n→∞

2nε = ∞ , wie
	
c istnieje liczba naturalna n

taka, że 2nε ≤ p < 2n+1ε . Oznacza to, że na przedziale (0, p) obie funkcje sinus i kosinus sa
	

dodatnie. Wobec tego możemy przyja
	
ć, że π

2 = p . Mamy cosπ = cos2 π2 − sin2 π2 = 0 − 1 = −1 ,

oczywíscie sin2 π2 = 1 − cos2 π2 = 1 oraz sin π2 = 2 sin π4 cos π4 > 0 , zatem sin π2 = 1 . Sta
	
d wynika,

że sinπ = 2 sin π2 cos π2 = 0 . Dalej cos 3π2 = cos
(

π
2 + π

)

= cos π2 cosπ − sin π2 sinπ = 0 oraz

sin 3π2 = sin
(

π
2 + π

)

= sin π2 cosπ + cos π2 sinπ = −1 i wreszcie cos 2π = cos2 π − sin2 π = 1 i
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sin 2π = 2 sinπ cosπ = 0 . W ten sposób obliczylísmy wartości funkcji sinus i kosinus w punktach

0 , π2 , π , 3π2 i 2π . Jeśli 0 ≤ x < y ≤ π , to 0 < y−x
2 ≤

π
2 i 0 < x+y

2 ≤ π , zatem zachodzi

nierówność cos y − cosx = −2 sin y−x2 sin y+x2 < 0 , a to oznacza, że funkcja kosinus maleje na

przedziale [0, π] . Wobec tego jest ona ujemna na przedziale ( π2 , π] . Jeśli wie
	
c 0 ≤ x < y ≤ π

2 ,

to sin y − sinx = 2 sin y−x2 cos x+y2 > 0 , a zatem funkcja sinus jest rosna
	
ca na przedziale [0, π2 ] ,

podobnie, jeśli π2 ≤ x < y ≤ π , to 0 < y−x2 <
π
2 i π2 <

x+y
2 < π , zatem sin y − sinx =

= 2 sin y−x2 cos x+y2 < 0 , zatem na przedziale [π2 , π] funkcja sinus maleje. Zachowanie sie
	
obu funkcji

kosinus i sinus na przedziale [π, 2π] można bez trudu zbadać stosuja
	
c oczywiste wzory cos(x +

π) = cosx cosπ − sinx sinπ = − cosx oraz sin(x + π) = sinx cosπ + cosx sinπ = − sinx . To

kończy sprawdzenie prawdziwości w lasności dziesia
	
tej. W lasność jedenasta wynika natychmiast z

wzorów cos(x+π) = − cosx oraz sin(x+π) = − sinx , które już uzyskalísmy. Pozosta la do dowodu

ostatnia w lasność. Niech x2 + y2 = 1 . Za lóżmy najpierw, że y ≥ 0 . Wtedy cosπ = −1 ≤ x ≤

1 = cos 0 . Niech t = sup{s ∈ [0, π]: cos s ≥ x} . Mamy trzy możliwości x = cos t , x < cos t ,

x > cos t . W trzecim przypadku z nierówności | cos s − cos t| ≤ |s − t| < |x − t| wynika, że t

nie jest najmniejszym ograniczeniem górnym zbioru {s ∈ [0, π]: cos s ≥ x} ; w drugim – z tej

samej nierówności wnioskujemy, że liczba t w ogóle nie jest ograniczeniem górnym tego zbioru.

Pozostaje pierwsza możliwość, czyli x = cos t . Ponieważ na przedziale [0, π] kosinus jest funkcja
	

ścísle maleja
	
ca
	
, wie
	
c w tym przedziale liczba t jest tylko jedna. Oczywíscie y = sin t , bo za lożylísmy,

że y ≥ 0 i zachodzi równość y2 = 1 − x2 = 1 − cos2 t = sin2 t . Jeśli y < 0 , to definiujemy liczbe
	

t̃ tak, że x = cos t̃ , 0 < t̃ < π i zaste
	
pujemy ja

	
liczba

	
t = t̃ + π . W ten sposób udowodnilísmy

w lasność dwunasta
	
.

Mamy teraz exp(πi) = cosπ + i sinπ = −1 , zatem

eπi + 1 = 0

Otrzymalísmy zatem wzór, w którym wyste
	
puja
	
pie
	
ć najważniejszych liczb w matematyce.

10


