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tu moga byé jakies bledy, choé staralem sie ich unikac

1. Funkcja wykladnicza

Lemat rzeczywisty o granicach n-tych poteg ciagéw ,,szybko zbieznych” do 1
Jedli lim n-a, =0,to lim (1+a,)" =1.

n—oo n—oo

Dowdéd. Poniewaz lim n-a, = 0, wiec istnieje liczba naturalna ng taka, ze jezeli n > ng,

n—oo
1 1 11 1
to |n-anl < 3" Wtedy réwniez |an| = —-(In-a,|) < —- 5 < 3 Wobec tego dla kazdej liczby
n n
. ., , . 1 an, n-an,

naturalnej n > ng zachodza nieréwnosci: n-a, > —= > —1, > —1 oraz <1, co
2 1+an, 1+ay,

usprawiedliwia dwukrotne stosowanie nieréwnosci Bernoulli’ego w wierszu ponizej
1 1

1+n-a, <(l+a,)" =

1 (079 ngl— Nl
1+an 1+an

Czytelnik zwréci uwage na to, ze dzieki wyborowi ng stosowanie nieréwnosci Bernoulli’ego prowa-
dzi do wyrazen dodatnich, wiec przejscie do ich odwrotnosci jest usprawiedliwione — stosowalismy

nieréwno$¢ Bernoulli’ego do mianownika! Teza lematu wynika z twierdzenia o trzech ciagach, bowiem

-1
lim (1+n-a,)=1= lim (1 ~ i ) . Lemat zostal udowodniony.

n— o0 n—o0 1+ ay

Lemat o monotonicznoéci ciagu ( (1+ %)")

Jesli n > —x #£0, to ant1 > an, czyli ciag < (1 + %)") jest rosnacy od pewnego momentu.
Dowéd. Z nieréwnoséci n > —zx wynika od razu nieréwno$¢ n + 1 > —x. Z pierwszej z

nich wnioskujemy, ze 1 4+ — > 0, a z drugiej — ze 1 + " > 0. Nier6wnosé¢ a, < ant1
n n

N T n+1
réwnowazna jest nieréwnosci (1 + —) < (1 + ?) , a ta z kolei — nieréwnoéci natepujace;j:
n n

T n+1

1
+nJrl 1

n
> =
4 2 (1+Z)  nie
n n

s

wodnié¢, ze ostatnia nieréwnosé¢ zachodzi dla n > —x . Mamy
1 T n+1
—+ n+1
n+1 z z
—nrl =(1-— >1-(n+1)—
142 ( (nJr:c)(nJrl)) - ( >(n+x)(n+1)
n

. Skorzystamy teraz z nieréwnosci Bernoulli’ego, by udo-

T n

n+z ntax

Dla jasnosci nalezy jeszcze zauwazy¢é, ze liczba , peliaca role a w nieréwnoéci Ber-

—x
(n+2z)(n+1)
noulli’ego, jest wigksza od —1 — jest to oczywiste w przypadku = < 0, bo w tym przypadku jest ona

1
jest mniejsza od —— < 1.

x
nieujemna, za$ dla x > 0 jej wartos¢ bezwzgledna, czyli —————
. 9 &< Y (n+2x)(n+1) n+1

Dowdéd lematu zostal zakonczony.



Uwaga. Wykazalidmy, ze od momentu, w ktérym wyrazenie 1+ £ staje sie dodatnie, ciag
zaczyna rosnaé ( w przypadku @ = 0 jest staly). W przypadku = > 0 jest rosnacy, gdy = < 0,
to moze sie zdarzy¢, ze poczatkowe wyrazy zmieniaja znak, wiec o monotonicznosci nie moze by¢
nawet mowy. Jedli jednak wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie, to jest niemalejacy. Dodajmy jeszcze,
ze w przypadku x > 0, wyrazy ciagu sa dodatnie, zas w przypadku = < 0 sa one dodatnie dla n
parzystego a dla n nieparzystego — o ile n > —x.

Wykazemy, ze ciag ((1 + %)”) jest ograniczony z géry w przypadku dowolnej liczby rzeczywi-
stej x. Dla ujemnych z tak jest, bo od pewnego miejsca (dla n > —z), wyrazy ciagu sa dodatnie
i mniejsze od 1. Wobec tego w tym przypadku ciag ten jest zbiezny do granicy znajdujacej sie w
przedziale otwarto—domknietym (0, 1] (liczba 0 nie jest granica, tego ciagu, bo od pewnego miejsca

ma on wyrazy dodatnie i jest rosnacy).
2 n
Jeslin>x>0,to (1 + —) = ——~<~ . Mianownik, [ 14+ — ] , ma granice skoriczona, i
n/o (145 n
dodatnia na mocy tego, co wykazaliémy wczesniej, licznik ma granice 1 na mocy lematu o granicach

_ .2 2
n—tych poteg ciagdéw szybko zbieznych do 1, bo lim (n _x2) - —lim & = 0. Wobec tego
n—oo

n n—oo n
x n

ciag ((1 + —) ) ma granice na mocy twierdzenia o granicy ilorazu ciagéw zbieznych.
n

n
Wykazalismy wiec, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x ciag ((1 + E) ) ma granice skonczona
n
i dodatnia,.

Definicja najwazniejszej funkcji wykladniczej e” :=exp(z) := nh_}rr;o (1 + %)n
Podstawowe wlasnosci funkcji exp

1. exp(z +y) = exp(x) - exp(y) dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y.

2. Jedli x <y, to exp(x) < exp(y) dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y.

3. exp(z) > 1+ = dla dowolnej liczby rzeczywistej .
Dowéd. Wiemy, ze dla kazdej pary liczb rzeczywistych x,y liczba exp(xz + y) jest dodatnia,

mozna wiec przez te liczbe dzieli¢. Mamy

T .\ " Ty "
exp(z) -exp(y) .. 1+ n)(l + n) L n2 B
= % = lim [|—"___" = lim |1+ —F—F— =1
exp(z +y) n—00 1421y n—o0 RS
n
LY
2
Ostatnia réwnosé¢ wynika z lematu i z tego, ze lim | n- nTer = 0. Pierwsza wlasnosé jest
udowodniona.
x
Wtasnosé trzecia wynika z tego, ze dla n > —x zachodzi nieréwnos¢ — > —1, zatem — na mocy
n
T\"™ x
nieréwnosci Bernoulli’ego — mozemy napisaé (1 + —) >1+n-— =1+ x. Skoro poczawszy od
n n
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pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu sa rowne co najmniej 1+ z, to i granica tego ciagu jest
wieksza lub réwna 1+ x . (Przekonamy sie pézniej, ze nieréwnosé jest ostra dla kazdej liczby = # 0.)
Wykazemy, ze prawdziwa jest wlasno$é¢ druga. Niech = < y. Na mocy juz wykazanych wlasnosci
mamy wtedy exp(y) = exp(z) - exp(y — z) > exp(z) - (1 + y — x) > exp(z) . Koniec dowodu.
Uwaga o jednoznacznos$ci funkcji exp.
Z wiasnosci pierwszej wynika, ze exp(z) = exp(3) - exp(5) = (exp(%))2 > 0. Gdyby dla jakiej-
kolwiek liczby a € IR bylo exp(a) = 0, to musialoby by¢ tez exp(z) = exp(a) - exp(z —a) = 0,
wiec funkcja exp bylaby funkcja stala, wiec nie przystugiwalaby jej wlasnosé¢ druga. Wykazemy
pézniej, ze wilasnosci podstawowe funkcji exp przystuja jedynie tej funkcji, innymi stowy mozna
zdefiniowaé funkcje exp jako funkcje okreslona na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych spetniajaca,
trzy wlasnosci podstawowe. Wlasnie pokazalismy, ze kazda taka funkcja musi by¢ dodatnia! B
Kilka nastepnych wlasnosci funkcji wykladniczej

4. Jedli lim x, = 400, to lim exp(x,) = +o0.

n—oo
5. Jesli lim z, = —o0, to lim exp(z,)=0.
n—oo n—oo

6. Jesli lim z, =, to lim exp(z,) = exp(x).
n—oo

n—oo

7. Jesli x < 1, to exp(—x) < .
1—=

8. Dla dowolnej liczby rzeczywistej 2 > 0 zachodzi nieréwnosé exp(x) — 1 < x - expx.
9. Jedli z <y, to 0 < exp(y) — exp(z) < (y — z)exp(y) .
n
10. lim (1 + E) = exp(x) .*
n—o0 n
Dowdéd. Wiasnosé czwarta wynika od razu z nieréwnosci exp(z,,) > 142, > x, . Teraz wywnio-
skujemy wtasnosé piata. Mamy exp(0) = exp(0 4+ 0) = exp(0) - exp(0), wiec poniewaz exp(0) > 0,
to exp(0) = 1. Stad wynika, ze 1 = exp(0) = exp(z + (—x)) = exp(z) - exp(—z), zatem dla

1
kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi wzér exp(—z) = . Jedli wiec lim z, = —o0, to
. . . . 1 1 -
lim (—x,) = 400 i wobec tego lim exp(z,) = lim ——— = —— = 0. Na mocy wiasnosci
n— oo n— 00 n— oo exp(—xn) —+00
1 1
drugiej exp(—x) > 1+ (—x) =1—z. Jedli wiec z < 1, to exp(z) = < . Wykazalismy
exp(—z) T 1—=x
wlasnos¢ siédma. Kolej na wlasnoé¢ dziesiata. Zalézmy, ze n > [z], czyli [Z| < 1. Mamy exp(z) =
(exp (ﬁ)) > (1 + ﬁ) oraz exp(x) = (exp (ﬁ)) < (1 z)n = ( 12),1 i wobec tego mozemy
T n T n?

2
n

n €T n
napisaé (1 — 2) exp(z) < (1 + —) < exp(z), a poniewaz na mocy lematu o potegach ciagéw
n

* Wykazemy te wlasnosci korzystajac juz tylko z trzech wlasnosci podstawowych i dodatniosci
funkcji exp, ktéra wywnioskowalismy z wlasnosci podstawowych w uwadze o jednoznacznoéci funkcji
exp, wiec wykazawszy, ze wlasnos¢ dziesiagta wynika z wlasnosci podstawowych, wykazemy zarazem,

ze definiuja one funkcje wyktadnicza o podstawie e
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2 n
x
szybko zbieznych do 1 mamy nlgr;o (1 — ﬁ) = 1, wiec wlasnos¢ dziesiata wynika teraz z twierdze-

nia o trzech ciagach. Teraz wykazemy prawdziwosé whasnosci 6smej dla « > 0. Mamy |exp(z)—1| =

exp(a)~1 = (exp (£))" 1= (exp (2) 1) (0 (2)"™ + (exp (£)) 7"+ +exp (2) +1) <

<) 1m0 () < (g 1) e (- 09) <

- exp(x) x - exp(x)

_1—% n—oo

Korzystalismy kilkakrotnie ,po drodze” z tego, ze jesli u < v, to exp(u) < exp(v). Nadeszla kolej
na wlasno$¢ dziewiata. Niech =z < y. Mamy wtedy

0 < exp(y) —exp(x) = exp(x) - (exp(ly —z) — 1) < exp(z) - (y —x) -exp(y — ) = (y — x) - exp(y) .
Zostala do dowodu wiasnos¢ siédma. Niech nhﬁn;o xn, = x € IR. Ciag zbiezny musi by¢ ograniczony,
wiec istnieje liczba M € IR, taka ze |z|,|z,| < M dla kazdego n. Na mocy whasnosci dziewiatej
mamy 0 < |exp(x,) — exp(z)| < |z, — 2| - exp(max(x,,z)) < |z, — x|exp(M). Pozostaje zasto-
sowaé twierdzenie o trzech ciggach. Otrzymujemy nh_}rréo lexp(x,) —exp(z)] = 0, a to oznacza, ze
nlirxgo exp(zy) = exp(z) . Podalismy dowody wszystkich wymienionych wlasnosci. B

Twierdzenie o istnieniu logarytmu naturalnego
Dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej y istnieje dokladnie jedna liczba rzeczywista xz, dla
ktérej mam miejsce réwnosé y = exp(x).
Dowdéd. Niech E = {t € R: exp(t) <y}. Wykazemy, ze zbiér E jest niepusty i ograniczony
1

z géry. Mamy exp (—1) < T = v <y, zatem * € E, jedli t >y, to zachodza nieréwnosci
Y 1+ 1+y v

exp(t) > exp(y) > 1+y >y, zatem t ¢ E, a to oznacza, ze liczba y jest ograniczeniem gérnym

zbioru E, nie twierdzimy, ze najmniejszym! Niech x = sup E. Wykazemy, ze y = exp(z). Jesli tak
nie jest, to zachodzi jedna z dwu mozliwosci: y < exp(z) lub y > exp(x). Zalézmy, ze y < exp(x).

Zalézmy teraz, ze T < 1 —

o - Weedy exp(z — 1) > exp(z) - (1 = 7) > exp(z) - g = v, 2

to oznacza, ze whrew zalozeniu x nie jest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru E — liczba
z— (1—=%=) < z tez jest ograniczeniem gérnym i to zapewne nie najmniejszym. Wobec tego
exp(z) ‘

przyjmijmy, ze y > exp(z). Niech 0 < 7 < 1 — %(z). Prawdziwa wobec tego jest nieréwnosé
1

_ exp(l‘))
y

w tym przypadku liczba x nie jest ograniczeniem gérnym zbioru E i w ten sposéb wykluczyliSmy

exp(z + 7) = exp(z) - exp(7) < exp(x) - == < exp(z) - = y. Wykazalidmy wiec, ze
1- (1

obie nieréwnosci. Wobec tego y = exp(x). Jedli ¢ < x, to exp(t) < exp(z) = y, jesli t > z, to
exp(t) > exp(xz) = y. Wobec tego dla t # x mamy exp(t) # exp(z) = y, co dowodzi, ze liczba x
jest jedyna o zadanej wlasnoéci. Twierdzenie zostato udowodnione. B

Definicja logarytmu naturalnego
Logarytmem naturalnym liczby dodatniej y nazywamy taka liczbe rzeczywista, x, ze y = exp(z).

Piszemy x =1Iny. &



Wiasnosciom funkcji wykladniczej odpowiadaja wlasnosci logarytmu.
Wilasnosci logarytmu naturalnego
a. In(zy) =In(x) + In(y) dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y.

b. Jedli 0 <z <y, to In(z) < In(y) dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y.

x
c. Jesli —1<z,t <In(1 <z.
esli z 01+x_n( +z) <z
d. Jesli lim z, = +oo idla kazdego n liczba z, jest dodatnia, to lim lnx, = +oo.
n—oo n—oo
e. Jesli lim z, =0 idla kazdego n liczba x,, jest dodatnia, to lim Inz, = —cc.
n—oo n—oo

f. Jedli nan;o z, =z > 0 idla kazdego n zachodzi x, >0 , to nan;o Inz, =Inx.
Dowéd. Wlasnosé a: exp(In(z - y)) = x - y na mocy definicji logarytmu. exp (In(z) + In(y)) =
exp(In(x)) - exp(In(y)) = z - y, co koniczy dowdd wiasnosci a. Teraz wlasnosé b. Jesli 0 <z < y i
In(z) > In(y), to = = exp(In(x)) > exp(In(y)) = y, co przeczy zalozeniu o liczbach = i y. Z tej

wlasnosci wynika, ze jesli 0 < 1+ x, to poniewaz 1+ x < exp(x), wiec In(1+z) < In(exp(z)) = .

1
Analogicznie jesli y < 1, to y = In(exp(y)) < In <1—) =In (1 + L) . Przyjmijmy wiec

_ 1—y
x

T = ﬁ . Wtedy y = 152 Warunek 1>y = ﬁ réwnowazny jest temu, ze 0 <1 —y = H%c ,

czyli temu, ze x > —1. Koniczy to dowdd wilasnosci c. Jesli lim z, = 400 i M € IR, to d.d.d.

n—oo

n zachodzi nieréwnos$é¢ z, > exp(M), co oznacza, ze In(x,) > In(exp(M)) = M. Wobec tego

lim In(x,) = 400, mamy wiec dowdd wlasnosci d. Jesli teraz lim z, = 0 i wszystkie wyrazy ciagu

n—00 n—o0
1 1
(zn) sa dodatnie, to lim In(z,) = — lim In(—) = —c0, bo lim — = 4o00. Do udowodnienia
n—o00 n—oo Tn n—0o00 Ty,

pozostata juz tylko wltasnosé¢ f. Wynika ona z wlasnosci ¢, twierdzenia o trzech ciagach, tego, ze
T, —

T
Mozemy teraz poda¢ definicje potegi o dowolnym wykladniku a i dowolnej dodatniej podstawie

_0.m

|In(z,) —In(z)| = [In 22| = [In (1 + £2=2) | i tego, ze nlLfI;O

@ = exp(aln(z)). Z udowodnionych wlasnosci funkeji wyktadniczej i logarytmu

T, mianowicie: x
naturalnego wynikaja tatwo wlasnosci poteg o dodatniej podstawie znane ze szkdt $rednich i pod-
stawowych. Studenci zechca si¢ zastanowi¢ nad tym, ktére z nich pozostaja w mocy dla potegi o
wyktadniku postaci % w przypadku p,q € Z, przy czym liczba ¢ jest nieparzysta. Przyjmujemy
tez, ze 0 = 0 dla x > 0, nie okreslamy symbolu 0¥ w przypadku x < 0. Potega o wykladniku
catkowitym dodatnim okreslona jest w przypadku dowolnej podstawy standardowo.

Teraz zajmiemy sie wykladnikami zespolonymi. Bedziemy przyjmowaé zawsze, ze =,y € IR,
2z =x+yi i oczywiscie i2 = —1. Przypominamy, ze |z| = /22 +y2 = (22 + y?)"/2. Mamy wtedy
|z122| = |21||22| oraz |z1 + za| = |21] + |22].

Lemat zespolony o granicach n-tych poteg ciagéow ,,szybko zbieznych” do 1
Jedli lim n-2, =0,to lim (1+4+2,)"=1.

n—oo n—oo

Dowéd. Wykazemy, ze zachodzi nieréwnosé¢ |(1+2)" —1| < (1 + |z])™ — 1 korzystajac z

dwumianu Newtona i nieréwnosci tréjkata. Zachodza wzory:
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(42" =1 = [T+ (Dt (2244 () 42 =1 <

< (el () + oo ()Pt 2 = (1 =) -
Poniewaz zalozylidmy, ze nh_}rlgo n-z, = 0, wiec nlirr;o n-|z,| = 0 i wobec tego, ze zachodzi nier6wnosé
|(1+2,)" — 1] < (14 |2a])" — 1, a to ostatnie wyrazenie ma granice 0 przy n — oo, na mocy
rzeczywistego lematu o potegach ciagéw szybko zbieznych do 1, wiec lemat zespolony wynika na-
tychmiast z twierdzenia o trzech ciagach. B

Teraz czeka nas dowdd istnienia granicy 71121;0 (1+ %)” . Musi on sie rézni¢ od dowodu w przy-
padku rzeczywistym, bo o zadnej monotonicznosci tym razem moéwié¢ nie mozemy, bo to pojecie
nie stosuje sie do liczb nierzeczywistych. Zamiast niego wykorzystamy twierdzenie Cauchy’ego, wg.
ktorego ciag liczbowy spehliajacy warunek Cauchy’ego ma granice skonczona,.

Lemat o zbieznosci ciagu lim (1 + %)n
Ciag nlin;o (1+ %)” spelia warunek Cauchy’ego, wiec jest zbiezny.

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze jesli n>m >k >0, to (7)) # <) # .Wynika to natych-
miast z tego, ze (ZL)# = W = (1—%) . (1—%) (1—1“—;11) . %, wobec tego
zastepujac w tym wzorze m przez n > m zwiekszamy mianowniki zachowujac liczniki bez zmian,
co oczywiscie powoduje wzrost mnozonych utamkéw. Mamy zatem
[(L+3)" = (+35)"

L2+ E) -+ (M) E) T () -

S ME D E ) G )\s
<= 10+ ()3 = ()& l+ () = (3] 7 [(2) = ()] el +
() el () e el = (14 2) " (14 )7

)

Poniewaz ciag ((1 + Z

") jest zbiezny (liczba |z| jest rzeczywistal), wiec spelnia on warunek
Cauchy’ego, wobec tego réwniez ciag ((1 + %)") spetnia warunek Cauchy’ego — wykazalidémy bowiem,
ze odleglosci miedzy wyrazami tego ostatniego nie przekraczaja odlegloéci odpowiednich wyrazéw
ciagu ((1 + %)") . Lemat zostal dowiedziony. B

Definicja funkcji wykladniczej o wykladniku zespolonym i podstawie e

e® ;1= exp(z) := lim (1—|— E) .
n

n—oo
Podstawowe wlasnosci funkcji zespolonej exp
cl. Dla dowolnych liczb zespolonych z,w zachodzi réwnosé exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

c2. Dla dowolnego ciagu (z,) liczb zespolonych réznych od 0 zbieznego do 0 zachodzi réwnosé

lim exp(z,) — 1

n—oo Zn

=1.
Dowdéd. Wtasnoéé ¢l wynika z lematu zespolonego o granicach n—tych poteg ciagéw szybko

zbieznych do 1 w doktadnie taki sam sposéb jak w przypadku rzeczywistym. Dla dowodu wlasnosci
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c2 skorzystamy z wlasnosci rzeczywistej funkcji exp i wykazanej w dowodzie lematu o zbieznoéci

ciagu ((1 + %)n) nieréwnosci w przypadku n > m =1 zakladajac, ze |z| < 1:
Els

1|z

[1+2)" =+ 2| < (14 2) = (4 J2l) < expllal) = (14 J2]) < g — (14 J2]) =

[
— |2

mujemy w przypadku 0 < |z| < 1 nieréwnosé |exp(z) — (1 + z)| < .

Mamy wiec ‘ (1 + %)n —(1+2) ‘ < 1 . Stad przechodzac do granicy przy n — 400 otrzy-
|22

=2l

z ktérej wlasnosé c2

el =1y |ew(d) =04 o L
z 1—|z|
Twierdzenie o jednoznaczno$ci funkcji zespolonej exp

wynika od razu: ‘
z

Jedli funkcja f:C — C spelia warunki
c1 dla dowolnych liczb zespolonych z,w zachodzi réwnosé f(z 4+ w) = f(z)f(w),

¢2 dla dowolnego ciagu (z,) liczb zespolonych réznych od 0 zbieznego do 0 zachodzi réwnosé

lim 7‘72(2") -1

n— o0 Zn

=1,

n
to dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi réwnosé f(z) = exp(z) = lim (1 + E) .
n

G

Dowdd. Niech w,, = . Z zalozenia wynika, ze lim w, = 1. Zachodzi rowniez wzor

n—oo

I (i) =1+ w,Z i wobec wlasnodci cI mamy f(z) = (f(%))n = (1 +wn§)n Mamy wobec tego

n

I+w,2\" —1)2\" _ 1)z
(71_;1}%71) <1+(w;+%)”> — 1, bo n(w; ) 0. Stad wynika, ze

B o [(1+wnZ
F) = ()" = (e

Kilka nastepnych wlasnosci funkcji zespolonej exp

) (1+ %)n —1 exp(z) = exp(z), czyli f(z) =exp(z). A

c3. exp(z) = exp(z)dla kazdej liczby zespolonej z.

c4. Jedli x € R, to exp(iz) = exp (—iz).

c5. Jesli z € R, to |exp(iz)| =1.

c6. |exp(z)| = exp(Rez) < exp(|z|) dla kazdej liczby zespolonej z .

c?. Jedli z € R, to |exp(iz) — 1| < ||

— n
_ Z Z\" Z\"*" —
Dowéd. Mamy exp(z) = lim (1 + —) = lim (1 + —) = lim (1 + —) = exp(z). Wy-
kazaliSmy ¢3. Z tej wlasnosci ¢4 wynika przez podstawienie, a nastepna wtasnos¢ wynika stad, ze
2

lexp(iz)|* = exp(iz) - exp(iz) = exp(ix) - exp(—iz) = exp(iz + (—iz)) = exp(0) = 1. Nastepna

wlasno$é wynika z poprzedniej, cl i tego, ze |Rez| < |z|. Wykazemy ¢7. Mamy |exp(iz) — 1| =

eXp((n—;l)ix> + exp(("d) wc) +-+ exp(%ix) + 1‘ <

n

X

‘exp(iﬁ) - 1‘ .

(n=1

n

(n—2)

n

< ‘exp(i%) - 1‘ . (exp zm‘ + exp za:‘ +---+exp %m‘ + 1) = n‘exp(i%) - 1‘ =

exp(iZ) —1
U

n—oo

W ostatnim przejéciu granicznym skorzystaliSmy oczywiscie z wlasnosci c2. W ten sposéb zakoriczy-
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lidmy dowdéd. H

Definicja funkcji sinus i kosinus

sinz = 5 (exp(iz) — exp(—iz)), cosz = 3 (exp(iz) + exp(—iz)) dla kazdej liczby zespolonej z. B

Wzér Eulera e* = exp(iz) = cosz +isinz dla kazdego 2 € C.
Wzor ten jest natychmiastowa konsekwencja, definicji sinusa i kosinusa. B
7 tego, ze exp(iz) = exp(—iz) (wlasno$é c4) wynika, ze jesli z jest liczba rzeczywista, to cosz
i sinx tez sa liczbami rzeczywistymi.
Podstawowe wlasnosci funkcji trygonometrycznych
tl. cos?z+sin?z =1 dla kazdej liczby zespolonej = .
t2. cos(z 4+ w) = coszcosw — sinzsinw dla dowolnych z,w € C.
t3. sin(z + w) =sinzcosw + coszsinw dla dowolnych z,w € C.
t4. lim S0

n—oo  Zp

=1 dla kazdego ciagu (z,) liczb zespolonych réznych od 0 zbieznego do 0.

Pierwsze trzy wlasnosci sprawdzamy korzystajac bezposrednio z definicji. Sprawdzenie ostatniej

przeprowadzimy dla przykladu: lim e _ lim exp(izn) _ exp(—izn) =
n—oo 2 n—oo 2i2n
_ 1 lim exp(i'zn) -1 n 1 lim exp(fi'zn) -1 1 n 1 | m
2 n—oo 1Zn 2 n—oo —12n 2 2

Mozna wykazaé, ze wlasnosci t1 — t4 definiuja pare funkcji ztozona z kosinusa i sinusa.

Kilka nastepnych wlasnosci sinusa i kosinusa

t5. cos(—z) =cosz, sin(—z) = —sinz dla kazdej liczby zespolonej z.
t6. sinz £ sinw = 2sin ZiQ“’ cos 5% | cosz + cosw = 2cos Zg“’ cos %57,

zZ—w

S 3

cos z — cosw = —2sin 25

dla dowolnych z,w € C.

t7. |sinz —siny| < |z —y|, |cosz — cosy| < |z — y| dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y.
t8. Istnieje liczba dodatnia e taka, ze jesli 0 < z < &, to sinxz > 0 oraz cosz > 0.

t9. Istnieje liczba dodatnia 3 taka, ze cos§ =0 ijesli 0 <z < 3, to sinz > 0 oraz cosxz > 0.

t10. sin§ = 1, na przedziale (0,7) funkcja sinus jest dodatnia, funkcja kosinus jest na przedziale

s

[0, 7] malejaca, cosm = —1, sinm = 0, na przedziale [0, 5] funkcja sinus jest rosnaca, na

3 3

przedziale [F, 5F] funkcja sinus maleje, sin 5f = —1, cos 37” = 0, na przedziale [37

5, 2m] funkcja
sinus rosnie, sin 27 = 0, cos2m = 1, na przedziale [m, 27| funkcja kosinus rosnie,

t11. Dla kazdej liczby zespolonej z zachodza réwnosci cos (z + 27) = cos z oraz sin(z+27) =sin z.

t12. Dla kazdej pary liczb rzeczywistych z,y takiej, ze x2 + 3% = 1, istnieje dokladnie jedna liczba
rzeczywista t € [0,2m), taka ze x = cost i jednocze$nie y = sint.

Dowdd. Wlasnosé t5 to natychmiastowa konsekwencja definicji sinusa i kosinusa, wlasnos¢ t6
mozna wywnioskowaé z definicji — obliczenia sa bardzo proste lub z wlasnosci t2 i t3 dokladnie tak,
jak to czynia autorzy podrecznikéw szkolnych. Wiasnosé t7 wywnioskujemy z nieréwnoéci wykazanej
wezesniej:  |exp(iz) — 1| < |z] dla z € R (c7). Mamy bowiem
|sinz —siny| < |exp(ix) — exp(iy)| = [exp(iy)| - lexp(iz — iy) — 1| = |exp(i(z —y)) — 1| < |z —y/.
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Dowdéd drugiej nieréwnodci jest analogiczny. Wykazemy wlasnosé t8. Zauwazmy, ze istnieje n € IN,
sin x

1 1
n > 0, takie ze jesli 0 < x < —, to > 3 Gdyby bylo inaczej, to istnialby ciag (x,), taki
n

sin x,, sin x,,

= 1. Wobec tego jesli

1 . .
< —, wbrew temu, ze lim
Tn 2 n—oo I,

ze 0 < z, < % i jednoczesnie
0<zx < %, to sinz > 5 > 0. Jasne jest, ze cos0 = 1. Wobec tego z wlasnosci 7 wynika, ze jesli
|z] < 1,to |cosz — 1] =|cosz —cos0| < 1, zatem cosx > 1—1 = 0. Wystarczy wiec przyjaé, ze
€= % dla n tak duzego, ze z nieréwnoéci 0 < x < % wynika nieréwnosé sinz > 0. Udowodnilismy
wiec wlasno$é¢ 6sma. Wykazemy teraz, ze dla pewnej liczby dodatniej p zachodzi réwnosé cosp = 0.
Niech a bedzie liczba dodatnia taka, ze cosa > 0 i sinow > 0. Poniewaz cos?a + sina = 1,

2a < 1 i wobec tego 0 < cosa < 1. Niech ag = cosa i niech a, = cos(2"a).

wiec 0 < cos
Mamy wiec any1 = cos(2-2"a) = cos? (2"a) — sin® (27a) = 2cos? (2"a) — 1 = 2a2 — 1. Wobec
tego ant1 — an = 2a2 —a, — 1 = (a, — 1)(2a, + 1). Jedli wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie, to

ciag ten jest nierosnacy (a, — 1 < 0), wiec ma granice g. Mamy wiec g = lim a, = lim a,41 =
n—oo n—oo

nlirxgo (Qai - 1) =2¢g°—1, astad wynika, ze g =1 lub g = f% . Pierwsza mozliwos$¢ jest wykluczona,
bo 1l >ap>a; >ay > ..., zatem 1 > ay > g. Druga tez, bo granica ciaggu liczb nieujemnych

musi by¢ nieujemna. Oznacza to, ze wbrew uczynionemu zalozeniu, w ciagu (a,) musza wystapié
wyrazy niedodatnie. Albo wystepuje liczba 0 albo istnieje taka liczba naturalna n, ze a,, < 0. W obu
przypadkach zbiér P ={t > 0: coss >0 dla 0 < s <t} jest ograniczony z géry. Niech p oznacza
jego kres gorny. Oczywiscie p > 1, bodla 0 < t < 1 zachodzi nieréwnosé¢ cost > 0. Jezeli cosp > 0,
to dla 0 <t —p < cosp zachodzi nieréwnoéé cosp — cost < |cost — cosp| < [t — p| < cosp, zatem
0 < cost, wobec tego kres gérny zbioru P nie moze by¢ mniejszy niz p + % cosp. Zalézmy teraz, ze
cosp < 0. Niech 0 < p—t < —cosp. Mamy wiec cost — cosp < |cost — cosp| < |t —p| < —cosp,
zatem cost < 0. Oznacza to, ze w tym przypadku sup P < p+cosp < p. Pozostaje trzecia mozliwosé
cosp = 0. WykazaliSmy wiec istnienie dodatniej liczby p, dla ktérej cosp = 0 i to takiej, ze jesli
0 <t<p,to cost > 0. Niech ¢ oznacza liczbe dodatnia, taka ze jesli 0 < ¢t < g, to cost > 0 i
sint > 0.Jedli 0 <t <e,tosin2t=2sintcost > 0. Jesli wiec 2¢ < p, todla 0 < a < 2¢ zachodza
obie nieréwnosci sina > 0 i cos2a > 0. Stosujac ponownie to samo rozumowanie stwierdzamy,
ze na przedziale (0,4e) funkcja sinus przyjmuje jedynie dodatnie wartosci, zatem jesli 4e < p, to
réwniez na przedziale (0,4e) obie funkcje sinus i kosinus sa, dodatnie i mozna znéw powtdrzy¢ ten
sam argument. Innymi stowy jesli dla 0 < ¢ < 2"¢ mamy sint > 0 i cost > 0, to na przedziale
(0,2"T1e) funkcja sinus jest dodatnia. Poniewaz lim 2"e = oo, wigc istnieje liczba naturalna n

n—oo

taka, ze 2"e < p < 2"*le. Oznacza to, ze na przedziale (0,p) obie funkcje sinus i kosinus sa

dodatnie. Wobec tego mozemy przyjac, ze 5 = p. Mamy cosm = cos? 37— sin? 73=0-1=-1,
s s 27 1 27 _ oo . T N .
oczywiscie sin” 3 =1 —cos” 5 = 1 oraz sin§ = 2sin 7 cos§ > 0, zatem sin§ = 1. Stad wynika,
ze sinm = 2sinfcos§ = 0. Dalej cos%’r = cos(%+7r) = cos jcosm — sin§sinm = 0 oraz
sin‘%’r = sin (% +7T) = sin§cosm + cos 5sinwT = —1 1 wreszcie cos2m = cos?m —sin?7w =1 i



sin27 = 2sinmcosm = 0. W ten sposéb obliczyliSmy wartosci funkcji sinus i kosinus w punktach

0,%,ﬂ,37”i27r.Jes'liO§:c<y§7r,t00<%§%i0<%ﬂ§ﬁ,zatemzachodzi

nieréwno$é cosy — cosx = —2 sin%sianz < 0, a to oznacza, ze funkcja kosinus maleje na

s

przedziale [0,7]. Wobec tego jest ona ujemna na przedziale (F,n]. Jedli wiee 0 <z <y < 7,

to siny — sinz = 2sin 5% cos % > 0, a zatem funkcja sinus jest rosnaca na przedziale [0, 7],

podobnie, jesli T <z <y <m,to 0< 5= < T i %<zT+y<7r,zatem siny — sinx =

= 2sin £5% cos ITJ”’ < 0, zatem na przedziale [T, 7] funkcja sinus maleje. Zachowanie sie obu funkcji
kosinus i sinus na przedziale [m,27] mozna bez trudu zbadaé stosujac oczywiste wzory cos(x +
m) = cosxcosm — sinzsinm = —cosx oraz sin(z + w) = sinxzcosm + coszsinm = —sinz. To
konczy sprawdzenie prawdziwosci wlasnosci dziesiatej. Wlasnos¢ jedenasta wynika natychmiast z
wzoréw cos(z+m) = —cosx oraz sin(z+m) = —sinz, ktére juz uzyskaliSmy. Pozostala do dowodu
ostatnia wlasnosé. Niech z? + y? = 1. Zalézmy najpierw, ze y > 0. Wtedy cosm = —1 < 2 <
1 = cos0. Niech t = sup{s € [0,7]: coss > x}. Mamy trzy mozliwosci = cost, = < cost,
x > cost. W trzecim przypadku z nieréwnosci |coss — cost| < |s —¢| < |z — t| wynika, ze ¢
nie jest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru {s € [0,7]: coss > z}; w drugim — z tej
samej nierownosci wnioskujemy, ze liczba t w ogdle nie jest ograniczeniem gérnym tego zbioru.
Pozostaje pierwsza mozliwosé, czyli @ = cost. Poniewaz na przedziale [0, 7] kosinus jest funkcja,
Sci$le malejaca, wiec w tym przedziale liczba ¢ jest tylko jedna. Oczywiscie y = sint, bo zalozylismy,
ze y > 0 i zachodzi réwno$é y? = 1 — 22 = 1 — cos?t = sin®t. Jedli y < 0, to definiujemy liczbe
t tak, ze © = cost, 0 < t < 7 i zastepujemy ja liczba t = £ + 7. W ten sposéb udowodniliémy
wlasno$é¢ dwunasta,.

Mamy teraz exp(mi) = cosm + isinm = —1, zatem
e +1=0

Otrzymalismy zatem wzér, w ktorym wystepuja pie¢ najwazniejszych liczb w matematyce.
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