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KILKA ZADAN O SZEREGACH

Zbada¢ zbieznosé i zbieznosé bezwzgledna szeregu > oo
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Wykazaé, ze dla dowolnego szeregu zbieznego Z an 0 wyrazach dodatnich istnieje taki

ciag liczb dodatnich (b,), ktérego granica jest oo, ze Zanbn jest szeregiem zbieznym.

Nie ma wiec najwolniej zbieinego szeregu.

— gt

n=0
oo

n=0
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Wykazaé, ze dla dowolnego szeregu rozbieznego Z an o wyrazach dodatnich istnieje ciag

n=0

o
taki liczb dodatnich (b,), ktérego granica jest 0, ze Zanbn jest szeregiem rozbieznym.
n=0
Nie ma wiec najwolniej rozbiezinego szeregu.
Dowiesé, ze szereg Y a, jest bezwzglednie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
ciagu (b,) zbieznego do 0 szereg > a,b, jest zbiezny.

Dowiesé, ze jesli (a,) jest dowolnym ciagiem liczb dodatnich rzeczywistych, to szereg

o0

Z 1+ a)(l +ZZ) 0+ ) jest zbiezny. Niech P = nli_)rr;(j ((1 +ai)(14asz)... (1+an)) .

n=1

Wyrazié¢ sume szeregu za pomoca P € [1,00].

Dowiesé¢, ze szereg Z (Z) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy a > —1.

n=0

[o@)
Dowies¢, ze szereg Z (Z) jest zbiezny bezwzglednie wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0.
n=0
o

Dowiesé, ze jesli szereg Z |an+1 — an| jest zbiezny, to ciag (a,) ma skonczong granice.
n=1
Podaé przyktad swiadczacy o nieprawdziwosci twierdzenia odwrotnego.
o
Dowiesé, ze jesli (a,,) jest Scisle rosnacym ciagiem liczb dodatnich, to szereg Z (1 — a“—ﬂ)
n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (a,) jest ograniczony.

Dowies¢, szereg Z an jest bezwzglednie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego

n=1

oo
ciagu (b,) zbieznego do 0 szereg Z anby, jest zbiezny.

n=1
0 [oe)
Dowiesé, ze jesli g |apt1 —ap| < oo, lim a, =0 iciag sum czesciowych szeregu g by,
n—oo
n=1 n=1

oo
jest ograniczony, to szereg Z anb, jest zbiezny.

n=1

o o0
Dowiesc, ze szereg Z anby, jest zbiezny dla kazdego szeregu zbieznego an wtedy i tylko

n=1 n=1

o0
wtedy, gdy Z|an+1_an| <oo.

n=1

o0 oo
Dowiesé, ze szereg Z anby, jest zbiezny dla kazdego szeregu an, ktérego ciag sum

n=1 n=1

oo
czesciowych jest ograniczony, wtedy i tylko wtedy, gdy Z\anﬂ —ap|<ooi lim a, =0.
n—oo
n=1

n—1
Niech a, = (_% = b, . Wykazaé, ze iloczyn szeregéw > a, i Y b, jest rozbiezny.

Czy ze zbieznosci szeregu > a,, wynika zbiezno$¢ szeregu . a2 ?
Czy ze zbieznosci szeregu > a, o wyrazach dodatnich wynika zbieznosé szeregu > a2 ?

Czy ze zbieznosci szeregu > a,, wynika zbiezno$é szeregu > a3 ?

2
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33.
34.

Czy ze zbieznosci szeregu > a,, o wyrazach dodatnich wynika zbieznosé¢ szeregu > a2 ?

oo o
Udowodni¢ nastepujace twierdzenie Cesaro: Jesli szeregi Zan i an sa zbiezne i dla

n=0 n=0

n
kazdego n zachodza wzory c, = Zaibn_i , Sp=c+c1+--+cp,to
i=0

lim %(so—i—sl —|—-"—|—8n_1) = Zan . an.
nee n=0 n=0

oo [o¢]
Udowodnié, ze jedli oba szeregi g Qn, g by, 1iich iloczyn sa zbiezne, to zachodzi rownoséé

n=1 n=1
o0 oo o0
Z an'z bn = Z (a/()bn"i_albn—l"’""i’anbO)'
n=0 n=0 n=0
Niech s(z) = Z(—l)”% ic(x) = z(—l)”% . Udowodnié, ze oba szeregi sa
n=0 n=0

zbiezne dla kazdej liczby rzeczywistej x .
Udowodnié, ze prawdziwe sa réwnosci:
a. c(z)? + s(z)? =1 dla kazdej liczby = € R;
b. ¢(z)c(y) — s(x)s(y) = ¢(z +y) dla dowolnych z,y € R;
c. c(z)s(y) + s(z)c(y) = s(x +y) dla dowolnych z,y € R, gdzie ¢(z),s(x) sa szeregami
zdefiniowanym w poprzednim zadaniu.

Dowies¢, ze jesli ciag (ay) sklada sie z liczb dodatnich oraz 1 < lim n(:%—~ —1) =g, to

n—oo n+1
o
szereg Z an jest zbiezny.
n=0
Wsk.: poréwnaé szereg > a, z szeregiem nip ,l<p<yg.
Dowiesé, ze jesdli ciag (a,) sklada sie z liczb dodatnich oraz 1 > nlLH;O n(a:’il - 1), to

oo
szereg E an jest rozbiezny.
n=0

Podaé przyktad takiego ciagu (a,) o wyrazach dodatnich dodatnich, dla ktérego zachodzi

oo
réwnosé¢ lim n(L — 1) =1 i szereg g an jest rozbiezny.
n— o0 An+1
n=0

Podaé przyktad takiego ciagu (a,) o wyrazach dodatnich dodatnich, dla ktérego zachodzi

oo
rownosé nlg)go n(a:L — 1) =1 i szereg E an jest zbiezny.
n=0
oo
Dowiesé, ze jesli nierosnacy ciag (a,) sklada sie z liczb dodatnich a szereg Z an jest
n=0
zbiezny, to lim na, = 0. Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

n—oo

Niech wyrazy szeregu zbieznego Y - | a,, beda dodatnie. Udowodni¢, ze dla kazdego k € N

00 0o
.. , .. . 1 .
zbiezne 8§ rowniez szeregl E SVan 1 E (“/an An41 - Optk—1 -
n=1

n=1
Dowies¢, ze jesli |z < 1, to ‘\/1+x— 1-35+ % - %33 < 0,005.

Dowies¢, ze jesli szereg ZZOZO an jest bezwzglednie zbiezny i b, = ‘104'2“1;—“‘*'2‘1”, to

3
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. ’ z 7 o0 oo
zachodzi 16wnos$¢ > >~ ja, = > " by.

oo
35. Zalézmy, ze wyrazy szeregu rozbieznego Zan sa dodatnie i s, =a; +as+---+a, dla
n=1
n=1,2,... Dowies¢, ze szereg
o0 oo
An 1 N . An 3 N .
a. Zl+an jest rozbiezny; b. g 5* jest rozbiezny;
n=1 n=1
o0 oo
an S an - L
c. g =l jest zbiezny; d. E Trnda, Jest zbiezny;
n=1 n=1

o0
e. Z T, moze by¢ zbiezny lub rozbiezny.
n=1
36. Dowiedé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje dokladnie jeden taki ciag liczb catko-
witych nieujemnych (a,)52,, ze:

dla kazdego n > 2 zachodzi nieréwnos¢ a,, < n — 1, przy czym jest ona jest ostra dla
nieskonczenie wielu liczb naturalnych n, oraz x = a; + %ag + %ag + -
Dowieé¢, ze x € Q wtedy i tylko wtedy, gdy dla prawie wszystkich n zachodzi réwnosé
a, =0.

37. Dowiesé, ze jesli 0 < x < 1, to istnieje dokladnie jeden taki ciag liczb naturalnych, ze

1 < kg <ky <ks<...oraz x:k—ll—i—kllkz—i—m—i—---,przyczymliczba T jest wy-

mierna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba naturalna ng, ze dla n > ng zachodzi
rownosé ky, = ky, .

38. Czy zbieznosé szeregu »_ a, wynika z tego , ze dla kazdej liczby p € N zachodzi wzér
lim (ap+1 + apyo+ -+ an+p) =07

39. Szereg >~ an jest zbiezny. Czy wynika stad zbieznosé szeregu:
(a) ay +az +aq +as+ag +ay+ag+as+ aig + a5 + a4 + a1z + a2 + a1 + ag + ag +
azz + -+ a7 +ags+ -5
(b) a1 +ags+asz+ag+as+ay+ag+ag+ag+ a1 +ai3+ a5 + a9+ ao+ ag +ag+
a7 +---+a31 +ag+---+az+---7

o0
40. Dowiesé, ze szereg g m jest rozbiezny.

n=2

41. Dowiesé, ze szereg ngn jest zbiezny.
n=2
42. Dla jakich a € R szereg > ", (In n)a jest zbiezny?
43. Dla jakich a € R szereg Zzozl a™Inn jest zbiezny?
44. Dla jakich a € R szereg >~ | ate=m’ jest zbiezny?
45. Czy szereg Ezozl(—l)un’”% jest zbiezny?
46. Niech (a,) bedzie ciagiem liczb dodatnich. Udowodnié, ze nastepujace trzy warunki sa
rownowazne:
(i) szereg Y., a, jest zbiezny;
(ii) ciag (pn) o wyrazie p, = (1 +a1)(14+az)-...- (1 +a,) jest zbiezny;
(iii) istnieje taka liczba k € N, ze ciag (g,) o wyrazie ¢, = (1 —ag)(1 —ag41)-...- (1 —an)
ma granice dodatnia i skonczona,.
Uwaga. Jesli a,, # 1 dla kazdego n, to mozna przyjac, ze k= 1.
47. Obliczy¢ sume szeregu  » -, 2n5%°ff“ )

48. Obliczy¢ sume szeregu  » -, m .
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49.
50.
51.

52.

53.

54.

55.

oo
57. Wykazaé, ze Z arctg

Czy szereg  y .07, =
Wykazaé, ze szereg anl sinn jest rozbiezny.

Dowiesé, ze In2 = l + % .

Czy szereg Zn' %

Dowiesé, ze jesli n € N, to zachodzi wzér In(n+1)—Inn = :%ﬂ

1

n=1

1
7 (2n+1)8 +)
Korzystajac z wzoru z poprzedniego zadania obliczy¢ In2 i In5 z dokladnoscia do pieciu

(2n+1)ﬂ'

Je

1 1 1 1 1
2Ty Tyt

st zbiezny?

miejsc po przecinku (bez uzycia sprzetu elektronicznego).

Dla jakich x € R szereg jest zbiezny?

a. y oo n Pz pe
! n
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56. Wykazaé, ze Z arctg 2=

n=1

n=1

by e+

)a";
DD
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xgl) , gdzie a >0, b>0;

, £(n) to liczba cyfr liczby n.
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I

jest zbiezny? Jesli tak, to czy bezwzglednie?
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