1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Kilka pochodnych
poprawiono 21 grudnia 2011, godz. 0:09

Niech Y a, bedzie szeregiem zbieznym o wyrazach dodatnich, a (z,) ciagiem liczb rzeczywistych.
Niech I,, bedzie przedzialem domknietym o srodku z, i dlugosci a,. Dowie$é, ze istnieje liczba

rzeczywista, ktéra nie jest elementem zadnego z przedzialéw I, .

Uwaga: Niech f =1, 2z =2, 2=2, 2 =5, a5=3, a=3, 24 =3, 2 =3, a4 =3,
Tio =1, @ = 3, - (Thoy, = [ 15 + [F5 )25 dla j = 1,2,...,2k + 1). W ciagu
(x),) wystepuja wszystkie liczby wymierne dodatnie, zatem w ciagu =1 = 0, xo = —x}, x3 = 2},
Ty =—ah, x5 =, ... (T2, = =T, Topt1 = ), dla n=1,2,3,...) wystepuja wszystkie liczby

wymierne. Jesli (I,,) i (a,) sa ciagami wystepujacymi w tresci zadania, to kazda liczba wymierna
jest srodkiem jednego z przedzialéw Iy, I, ... i istnieje liczba x, sila rzeczy niewymierna, ktéra
nie nalezy do ani jednego przedziatu I, I, ... R

Znalezé¢ lim vz +1—+x—1.

7 7 . 2_
Znalezé¢ lim —% =1

2
. . _1
== 1 lim —%
20 2z2—z—1 o

1 2z%—z—1"

(142)(1422z)(14+3x)—1 ]

x

Znalez¢ lim
r—0
(142)°—(1+52)

Znalezé lim o

z—0
(14mz)" —(14+nz)™
22

Znalezé lim
x—0

,tu m,n € N.

(1+z+22)(13+2)(257+27) )

Znalez¢ lim Gatari)io

T—00

Znalesé lim HDCERCIFOTEN )

(142)(64+x)(1142)(17+z) (24+2)(314x)
(z2+z+1)3 :

Znalez¢ lim
r— 00

z2z—2

Znalez¢ lim B _622+110-6 °

r—1

z°—3z*+2°+132%—72—30

Znalezé lim 51227 523 1022 14218 *

r—2

zta’ 423+ 4+22°°° 2009
z2—1 :

Znalez¢ lim
rx—1

7’ 7 . 2577
Znalezé lim Z——=257x4256

r—1 ($_1)2
Zmalezé 31:1_)1'111 (# — #) y tu m,n € N.
Znalezé lim STYeHVE

i iy YEtr Vet Vet Vet Wa

Znalezé xlin;o 961oT 1021 .
Znalezé lim YAHO2=T

xr—9 T

VIT—z—7

Znalezé lim Y=—2t=L.
o——32 2+Vw

niv(ltjm_l,tu k,n e N.

Znalez¢ lim

x—0
, . S/x—2
Znalez¢ lim Vz—2
r—64 Vz—8
ART V27+6x—1427—3
Zmalezé lim B

z—0
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37.

Tnalesé ili% 8\1/1+722920J—r;§/1+117z '
’ 7 . x2

ZnaleZC ili)l% W .
Znalezé lim YEE—E—L.
Znalezé lim \/x—i—\/x—i—\/x—i—\/x%—f— NCESNGY

T— 00
Znalesé lim A—vz) (1= ¥z)(1- f) (==

r—1 (1 a:)
Znalezé lim Yz(/(z+1)2 — {/(z —1)2).

Tr— 00
Znalezé lim @Vt DIHEEVER DT oy e N

200 rn ) *
Zmalez¢ lim w{lJ

z—0
Znalezé lim =btvb =dac -y —b=vibi-dac (£} e R, c € R.

a—0 a a—0 a
Wykazaé, ze jesli stopienn wielomianu w jest dodatni i parzysty, to lim w(zx) =oco = lim w(x).

Xr— 00 r——00
Wykazaé, ze jesli stopien wielomianu w jest nieparzysty, to granice IILI& w(z) i wgrzloow(x) sa,
nieskoriczone i zachodzi réwno$¢ lim w(z) = — lim w(z).
Tr—r 00 Tr—r— 00

Dowiesé, ze jesli funkcja f:R — R ma w kazdym punkcie granice 0, to istnieje taka liczba
niewymierna a, ze f(a) =0.
Dowiesé, ze nie istnieje taka funkcja f:R — R, Ze dla kazdego rzeczywistego a zachodzi réwnosé

Iim flx) =00.

Poda¢ przyktad takich dwu funkcji fiR — R i ¢:R — R, ze lim f(z) =00 i lim g(z) = —o0 i

z—0 z—0
(a) lim f(z) +g(x) =0, (b) lm f(z) + g(x) = 13,
(¢) lim f(x) + g(x) = o0, () lim f(z) +g(z) = —o0,

(e) lim f(x) 4+ g(x) nie istnieje.

Podaé przyktad takich dwu funkcji fiR — R i ¢:R — R, ze lim f(z) =00 i lim g(z) =0 i

z—0 z—0
(a) lim f(z) - g(z) =0, (b) lim f(x) - g(x) = ~13,
(¢) lim f(x) - g(x) = o0, () lim f(x) - g(z) = —o0,

(e) lir% f(x) - g(z) nie istnieje.

Niech C' bedzie zbiorem ztozonym z tych liczb x z przedziatu [0, 1], dla ktérych istnieje taki ciag
(cn), 26 ¢, € {0,2} dla kazdego n i » = § + g3 + 53 + -+, czyli tych liczb = € [0,1], ktére
maja rozwiniecie w uktadzie tréjkowym z}ozone Jedyme z zer i dwéjek.%t Wykazaé, ze kazdy punkt

skupienia zbioru C jest elementem tego zbioru.

38. Dowiesé, ze zbidér Cantora nie zawiera zadnego przedziatu.
oo oo
’ /
39. Dowiesé, ze jesli cp,c, € {0,2} dla kazdego n € N i = &, to E 2211 = o2t -
n=1 n=1 n=1
0.1

Zbiér C nazywany jest zbiorem Cantora. Tej nazwy bedziemy uzywac.
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Niech f (Z ) 22"“ Dowiesé, ze funkcja f zdefiniowana w zbiorze Cantora C' jest ciagla

n=1

w kazdym dmedzmy i przekszta}ca zbiér Cantora na przedzial domkniety [0, 1].

Dowiesé, ze kazda funkcja ciagla g:[0,1] — C' jest stala.

Dowiesé, ze jesli a € R\ Q, to kazda liczba z przedziatu [0,1] jest punktem skupienia zbioru
{na — |na]: neN}.

Niech A bedzie zbiorem zlozonym ze wszystkich punktéw zbioru A C R i ze wszystkich skoniczo-

nych punktéw skupienia zbioru A.

Udowodnié¢, ze AUB = AUB, ANB C ANB i (A) = A. Podaé¢ przyklad zbioréw A, B, dla
ktérych ANB# ANB.

Uwaga: Zbiér A nazywamy domknieciem zbioru A . Zbiér jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy
jest réwny swemu domknieciu. Przedzial [7,13] jest domkniety. Podobnie zbiér Cantora, pétprosta
(666, 00), zbior {1,2,3,128}. Zbiory Q, R\ Q, (0, 1] nie sa domkniete.

Zbioér wyrazéow {a,: mn € N} ciagu (a,) jest nieskoriczony. Dowiesé, ze ciag (a,) ma granice
wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {a,: n € N} ma doktadnie jeden punkt skupienia.

Zdefiniowaé taka funkcje a:N x N — R, zZe:

dla kazdego k € N istnieja granice lim a(n, k) i lim a(k,n);

n—oo

istnieja granice hm lim a(n,k) i lim lim a(n,k);

k—oon— o0 n—o0 k—o0
lim lim a(n,k) # lim lim a(n,k).
k—oon—o0 n—00 k— 00

Dowiesé, ze kazda nieujemna liczba rzeczywista jest punktem skupienia zbioru kwadratéow wszyst-
kich liczb wymiernych.

Zatézmy, ze dla kazdego n € N zbiér F,, C R jest domkniety i R = F} U Fo U F3 U .... Dowies¢,
ze istnieje taka liczba k € N, ze zbiér F} zawiera przedzial.

Dowiesé, ze jesli funkcja f:[a,00) — R jest ciagla i zachodzi réwnosé xlirgo f(z) = oo, to istnieje
wtedy taka liczba xg € [a,00), ze f(x) > f(zo) dla kazdego x € [a, 00).

Podaé przyklad ograniczonej funkcji ciagtej okreslonej na pétprostej [0, 00), ktéra nie jest jedno-
stajnie ciagta.

Podaé przyktad ograniczonej funkcji ciaglej f:(0,1] — R, ktéra nie jest jednostajnie ciagla.
Dowiesé, ze jesli A C R jest zbiorem domknietym i ograniczonym, to kazda funkcja ciagla f: A — R
jest ograniczona, osiagga swe kresy i jest jednostajnie ciagla.

Dowiesé, ze jesli A C R jest zbiorem, ktory nie zawiera choéby jednego swego skonczonego punktu
skupienia, to istnieje funkcja ciaglta f: A — R, ktdra nie jest ograniczona ani z gory ani z dotu i
nie jest jednostajnie ciagta.

Dowiesé, ze jesli kazda funkcja ciaglta f: A — R ma wlasno$¢ przyjmowania wartoéci posrednich,
tzn. jedli liczba C' znajduje sie miedzy liczbami f(z) i f(y), to istnieje takie ¢ € AN (x,y), ze
C = f(c), to zbiér A jest przedzialem.

Dowieséé, ze kazda funkcja wypukla f:(a,b) — R jest ciagla. Podaé przyklad funkcji wypuklej
f:10,1) — R, ktéra ma punkt nieciaglosci.

Niech f(z) = 2%+ 622 + 12z dla 2 € R. Niech f(c) bedzie najmniejsza wartoscia wielomianu f .
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66!

67.

68.

Dowieéé, ze ¢® +2c+2=0.(0< f(z) — f(c)=(z—¢)...)
Dowieé¢, ze liczba ¢ nie jest pierwiastkiem zadnego niezerowego wielomianu o wspdlczynnikach
catkowitych, stopnia mniejszego niz 5.
Dowiesé, ze liczba f(c) nie jest pierwiastkiem zadnego wielomianu o wspélczynnikach catkowitych,
stopnia pierwszego ani drugiego.

Podaé przyktad funkecji f:R — R, ktéra jest nieciagta w punkcie 0 i ma witasnosé Darboux

(przyjmowania wartosci posrednich).

o
Zatézmy, ze (an)0y 1 (bn)o2, sa takimi ciagami, ze dla pewnej liczby z¢ # 0 szeregi Zan:cg i

n=0

an:vg sa zbiezne. Udowodni¢, ze jesli istnieje taki ciag (z;) liczb réznych od 0 zbiezny do 0, ze

n=0

o0 oo
D anal = bpat dla j=1,2,...,t0 ap = by dla n=0,1,2,...
n=0

n=0
(o) [o@)
Dowiesé, ze jesli szereg Zan jest zbiezny, to funkcja dana wzorem f(x) = Zanﬂc" jest ciagla
n=0 n=0

w kazdym punkcie przedziatu (—1,1].

Udowodni¢, ze jesli funkcje f: A — R i g: A — R sa ciagle, to funkcje max(f,g) i min(f,g) zde-
finiowane wzorami max(f, ¢)(z) = max (f(z),g(z)) i analogicznie min(f,g)(z) = min(f(z), g(z))
tez sg ciagle.

Dowiesé, ze jesli funkcja réznowartosciowa f:R — R ma wlasno$¢ Darboux, to f jest funkcja
ciagly.

Niech (a,) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Dowies¢, ze istnieje funkcja niemalejaca f:R — R,
ktorej jedynymi punktami nieciaglosci sa liczby a1, ao, asz, ...

Zdefiniowaé taka jednostajnie ciagly funkcje f:[0,00) — R, ze dla kazdej liczby L > 0 istnieja
takie liczby =,y >0, ze |f(x) — f(y)| > L|z —y|.

Udowodnié, ze jezeli funkcja f:[a,00) — R jest ograniczona na kazdym przedziale ograniczonym

fz)
€T

i istnieje granica lim ( fla+1)—f (x)), to istnieje réwniez granica lim i speliona jest
Tr— 00

r— 00
réwnos¢ lim L2 = lim (f(z +1) - f(z)).
rT— 00 r—00
Udowodnié, ze jezeli funkcja f:[a,00) — R jest ograniczona na kazdym przedziale ograniczo-

w, to istnieje tez granica lim X,Ef)l i spelniona jest réwnosé
Tr— 00

nym i istnieje granica lim

T— 00

lim f,Ef)l = lim
xT

xr— 00 xr— 00

fa+)—f @)

x
Poda¢ przyklad funkcji f:R — R, ktora ma dokladnie jeden punkt ciaglosci.

Udowodni¢, ze istnieje funkcja f:R — R, ktéra nie jest ograniczona na zadnym przedziale.

Jesli f: BUC — R jest taka funkcja, ze jej ograniczenia fip do zbioru B i fi¢ do zbioru C sa
ciagle w punkcie o € BN C', to funkcja f jest ciagla w punkcie zg.

Dowiesé, ze jesli funkcja f:[0,00) — R jest ciagla, nieograniczona z géry, nieograniczona z dotu,
to przyjmuje kazda warto$¢ nieskoniczenie wiele razy.

Jedli f:R — R jest taka funkcja ciagla w co najmniej jednym punkcie, ze dla dowolnych =,y € R
zachodzi réwnos$é f(z +y) = f(x) + f(y), to istnieje taka liczba a € R, ze dla kazdej liczby
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82.

rzeczywistej x zachodzi réwnosé f(z) = ax.

Jedli f:R — R jest taka funkcja monotoniczna, ze réwnosé f(z +y) = f(z) + f(y) ma miejsce
dla dowolnych liczb x,y € R, to istnieje taka liczba a € R, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x
zachodzi réwnosé f(z) = ax.

Jesli f:R — R jest taka funkcja ograniczona na przedziale (-1,1), ze réwnosé f(z+y) = f(z)+f(y)
ma miejsce dla dowolnych liczb z,y € R, to istnieje taka liczba a € R, ze dla kazdej liczby
rzeczywistej x zachodzi réwnosé f(z) = ax.

Niech Q(v2) = {z +yv2: =,y € Q}. Znalezé¢ wszystkie takie funkcje f:Q(v2) — Q(v/2), ze
flx+y) = f(z) + f(y) dla dowolnych z,y € Q(v2) i f(1)=1.

Uwaga: w zbiorze Q(v/2) wykonalne sa cztery dzialania arytmetyczne, mianowicie dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie przez liczby rézne od 0.

Q(V2,V3) :={a+ V2 + V3 +6V6: «,B3,7,6 € Q}. Znalezé wszystkie takie funkcje

f:Q(V2,v3) — Q(v2,V3),

ze f(x+y) = f(x)+ f(y) dla dowolnych z,y € Q(v/2,v3) i f(1)=1.

Dowiesé, ze jesli wielomian v nie ma pierwiastkoéw rzeczywistych i stopien wielomianu w nie jest
wigkszy niz stopient wielomianu v, to iloraz 37 jest funkcja ograniczona na R,

Rozstrzygnaé czy:

(a) kwadrat funkcji nieciagtej musi by¢ funkcja nieciagla;

(b) szedcian funkcji nieciaglej musi byé funkcja nieciagla.

Dowiesé, ze jesli funkcja f jest ciagla, to funkcja |f| tez jest ciagla. Czy twierdzenie odwrotne jest
prawdziwe?

Dowiesé¢, ze dla kazdego wielokata wypuklego istnieje prosta, ktora dzieli jednoczesnie obwdd i pole
wielokata na polowy.

Dowies¢, ze na brzegu kazdego wielokata wypuklego leza cztery punkty, ktére sa wierzchotkami
pewnego kwadratu.

Niech f:[3,12] — R bedzie taka funkcja ciagla, ze zachodzi réwnoéé¢ f(3) = f(12). Udowodnié,
ze dla pewnego x € [3,12] zachodzi réwnosé¢ f(z) = f(2z).

Niech f:R — R bedzie taka funkcja, a ¢ € (0, 1) taka liczba, ze nier6wnosé |f(z)—f(y)| < clz—y|
jest spelniona dla dowolnych z,y € R. Udowodnié, ze istnieje doktadnie jedna liczba xy € R, dla
ktorej zachodzi réwnosé f(xg) = g .

Poda¢ przyklad takiej funkcji f:R — R, ze jesli x # vy, to |f(zx) — f(y)| < |z —y| dla z,y € R
oraz f(z) >z dla kazdego = € R.

Niech f:R — R bedzie funkcja i niech n > 2 bedzie liczba naturalna. Niech f* = fo fo...of,

n literek f
czyli f*"(x) = f(f(... f(x)...)). Dowies¢, ze jesli nier6wnosé |f™(x)—f"(y)| < clx—y| jest spemiona
———
n literek f

dla pewnej liczby ¢ € (0,1) i wszystkich liczb z,y € R, to istnieje dokladnie jedna taka liczba
xg € R, ze f(xog) =xp.

Niech f:]0,1] — [0, 1] bedzie funkcja zdefiniowana wzorem f(x) =1 — |2z —1|. Niech f"(z) =
f(f(...f(x)...)). Dla kazdego n € N ustali¢ liczbe rozwigzan réwnania f"(z) = z.

—_

n literek f
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Znale7¢ wszystkie takie funkcje f:R — R, ze dla dowolnych a,b € R, a < b, obraz f([a,b])
przedzialu [a,b] jest przedziatem o dlugosci b — a.

Niech C' C R bedzie zbiorem domknietym i ograniczonym a f:C — C' — funkcja niemalejaca,.
Udowodnié, ze f(p) = p dla pewnego punktu p € C'.

L dlazel0,(

Niech 0 < ¢ < 1 i niech f(z) = { c Punkt z ma okres n wtedy i tyl-

=2 dlaz€[e1]

ko wtedy, gdy n jest najmniejsza z liczb naturalnych k£ > 1, dla ktérych zachodzi réwnosé
f(f(...f(x)...)) = x. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieja punkty, ktére maja
——

k literek f
okres n i ze jest tych punktéw skonczenie wiele.

Niech f:(0,00) — R bedzie taka funkcja ciagla, ze dla kazdej liczby = > 0 zachodzi réwnosé
lim f( ) = 0. Udowodni¢, ze lim f(x) =

n— 00 z—0

Znalez¢ wszystkie punkty ciaglosci funkcji f, jesli f(x) = xe T 1+2 dla z ¢ {1,2}, f(1) = f(2) =0.
Znalez¢ wszystkie punkty ciaglodci funkeji f, jesli f(x) =5 ng?bjl"‘rl dlaz ¢ {1,3}, f(1)=Ff(3)=0.
Znalezé wszystkie punkty ciaglosci funkcji f, jesli f(x) = 2% — |2?].

Znalez¢ wszystkie punkty cigglosci funkcji f, jesli

ro={% Y _
S gdyaz=2%q92>1p,q€Z nwd(p,q =1
Znalezé wszystkie punkty ciaglodci funkeji f, jesli g jest funkcja Riemanna i dla kazdego =z € R
zachodzi f(z) = (23 4 62% + 11z + 6)g(z).
7 wypukloéci funkeji 22 wywnioskowaé, ze jesli a,b,c > 0, to zachodzi nieréwnosé

S L
Dowiesé, ze jesli n > 1 jest liczba naturalna, to funkcja /x jest $cisle wklesta na [0, 00).
Dowiesé, ze jesli n > 1 jest liczba naturalna, to funkcja {/x jest jednostajnie ciagta na [0, 00).
Zalézmy, ze funkcja f: B U C — R jest jednostajnie ciagla na zbiorze B i na zbiorze C oraz
BNnC =10, B#0+#C.Czy wynika stad jednostajna ciagto$¢ na zbiorze BUC'?
Czy funkcja %5 jest jednostajnie ciagla na R?

T

Czy funkcja Nire=i jest jednostajnie ciagla na R?

Czy istnieje jednostajnie ciagla funkcja okreslona na pdlprostej [0,00), ktora przeksztalca te
polprosta na R?

Czy istnieje réznowarto$ciowa funkcja ciagla okreslona na pélprostej [0, 00), ktéra przeksztalca te
poOlprosta na R?

Zdefiniowaé réznowartosciows funkcje ciagla przeksztalcajaca pétprosta (0,00) na R.

Czy istnieje réznowartosciowa funkcja jednostajnie ciagla przeksztatcajaca pétprosta (0,00) na R?
Dowiesé, ze jesli funkcja f:R — R jest jednostajnie ciagla, to dla kazdej liczby d > 0 istnieje
taka liczba M, ze jesli |z — 22| < d, to ‘f(xl) - f(.’ﬂg)‘ <M.

Udowodni¢, ze jesli funkcja f:[0,00) — R jest ciagla oraz xlin;o f(x) = 0, to f jest ciagla
jednostajnie.

Rozstrzygnaé, czy z tego ze funkcja f:[0,00) — R jest ciagltai lim f(x) =0 oraz g:[0,00) — R
Xr— 00
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122,
123.
124.

jest jednostajnie ciagta, wynika, ze ich iloczyn jest funkcja jednostajnie ciagta,.

Znalez¢ wszystkie przedziaty, na ktérych funkcja sin /z jest jednostajnie ciagla.

Znalez¢ wszystkie przedzialy, na ktérych funkcja sinz? jest jednostajnie ciagla.

Wykazacé, ze jesli funkcja scisle wypukla jest ciagla i nie jest monotoniczna, to ma warto$¢ naj-
mniejsza i ta najmniejsza warto$¢ jest przyjmowana w dokladnie jednym punkcie, przy czym jest to
punkt wewnetrzny dziedziny funkcji.

Wykazaé, ze jesli funkcje f i g sa wypukle, funkcja g jest niemalejaca, to funkcja g o f jest
wypukia, jesli natomiast g jest nierosnaca, to zlozenie go f moze by¢ funkcja wklesta, wypukia lub
by¢ $cidle wypukla na jednym przedziale, a na drugim $cisle wklesta.

Czy funkcja ciagla f, wypukta na kazdym z przedzialéw [a,b] i [b, ¢] musi byé wypukta na przedziale
la,c]?

Poda¢ przyktad dwu funkcji dodatnich scigle wypuklych, ktérych iloczyn jest Scisle wklesty.

Wykazaé, ze iloczyn dwu dodatnich funkcji wypuklych, niemalejacych jest wypukly. Czy iloczyn
dwu funkcji wypuktych, nierosnacych musi byé wypukty?

Sformutowaé odpowiednie twierdzenie dla funkcji wklestych.
Dowiesc, ze zlingo (1 + %)m =ei mlingo (1 — %)w = %

Dowiesé, ze jedli a,b € R, a > 1, to lim 27 %a* = oo.
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Dowieé¢, ze lim h;—f = 0 dla kazdej liczby a > 0.
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Dowiesc, ze lin% z*Inz =0 dla kazdej liczby a > 0.
xr—
Dowiesé, ze jesli 0 < a # 1, to lin% logT“x =log, €
xTr—
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Zmalez¢:  a. lim %= 11; b. lim (éi@(l vz)/(1=z)
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Niech f:N — R bedzie taka funkcja $cisle monotoniczna, ze dla dowolnych m,n € N zachodzi
wzér f(mn)=f(m)+ f(n). Dowies¢, ze istnieje taka liczba a > 0, a # 1, ze réwnos¢ f(n) = log, n
zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n.

Niech a1 =z >0 1 ap41 = 2% dla n=1,2,.... Dla jakich liczb rzeczywistych = > 0 ciag (a,)
ma granice?

Udowodnié, ze jesli Vyer a®* > 142, t0 a=ce.

Wykazaé, ze Inz < —1+1n10+ {5 dla 0 <z # 10.

Wykazaé, ze Inz < (2% — 1) dla O <x#1.



125. Dowies¢, ze funkcja zlnx jest Scisle wypukta na (0, 00).
126. Wykazaé, ze jesli o > 0, y > 0 1 z > 0, to zachodzi nieréwnoéé¢ zlnz + 2ylny + 3zInz + (z +
2y +32)In6 > >(x + 2y + 32) In(x + 2y + 32) . Kiedy zachodzi réwnos¢?

127. Wykazaé, ze nieréwnosé (%Qy) = < % zachodzi dla dowolnych rdézZnych liczb rzeczywistych
dodatnich =, y.

128. Wykazaé, ze (2 — \/g)a”‘/3 +(2+ \/3)1)2*\/g > 4+v/ab dla dowolnych ¢ >0 1 b> 0.

129. Wrykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b réwnanie Inz = ax + b ma dokladnie dwa
rozwiazania, dokladnie jedno rozwiazanie lub nie ma rozwiazan w ogdle.

130. Dowiesé, ze 2177 < 2P + (1 — x)? < 1 dla dowolnych liczb p > 1 i x € [0,1].

131. Dowiesé, ze jesli liczby a,b,c sa dlugo$ciami bokéw tréjkata a a, B, v — katami lezacymi

< aa+bB+cy < T

naprzeciw kolejnych bokow, to zachodzi nieré6wnos¢ § < ===

132. Rozwiazaé¢ nieréwnosé

Cosm<}\/1+sm 2x) \/l—sm 2x‘<\f
133. Czy istnieje taka liczba = € R, ze g < tgt%c) <37
134. Czy ciag (tg n) ma granice?
135. Cgzy ciag (sin2 n) ma granice?
136. Czy ciag (sm n? ) ma granice?
137. Czy ciag (sm ) ma granice dla k € N7
138. Czy szereg > oo Lsi

139. Znalezé lim (cos % . cos% . - COS 2—n)
n—oo

n(n?) jest zbiezny?

140. Znalez¢ granice lim z57"7.

x—07F
141. Znalezé granice lim (cos x)l/sm2 T,

x—0

1+tgx )sin_3 T

142. Znalez’é granice hm (l+blnz

143. Znalez¢ granice Ili}r())a+ (cos V) e
144. Znalez¢ granice mli)r{.lo (sin(In(z + 1)) — sin(Inz)) .
145. Znalez¢ granice 1;1520 (sin % + cos %)I
146. Znalezé granice mhm (sinx)t8® .
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147. Znalezé granice lim Y 1+tgm;; Iising

x—0

148. Korzystajac z wklestosci funkeji sinus na przedziale [0, 7] dowies¢, ze sposréd n—katéw wpisanych
w dany okrag, najwiekszy obwdd ma n—kat foremny.

149. Korzystajac z wypuklosci funkcji tangens na przedziale [0, 5) dowies¢, ze sposréd n—katéw opisa-
nych na danym okregu, najmniejszy obwdod ma n—kat foremny.

150. Dowies¢, ze sposrod n—katéw wpisanych w dany okrag, najwieksze pole ma n—kat foremny.

151. Dowiesé, ze sposrod n—katéw opisanych na danym okregu, najmniejsze pole ma n—kat foremny.



