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ZADANIA NA POCZATEK

Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
12423434+ +nn+1)=inn+1)(n+2).
Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
1:2:3+2-3-44 - +nn+1)(n+2)=inn+1)(n+2)(n+3).
Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
Tstastaat T amm =l a
Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
123 T 333 T T A eTD = 1 T e
Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:

m3atsam Tt R e eTE = 1 T S T
Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
12422432+ +n?=1In(n+1)2n+1).
Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:
B+22433+. +nP=(1+2+3++n)2.
Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi wzér:
R

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzor:

1,1 1. 1 _ _n
5-8 + 811 + 11-14 + + 3n+2(3n+5) ~ 3n+5 "

Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 i dla kazdej liczby rzeczywistej a > 0

zachodzi nieréwnos$é: (1+a)™ > 1+ na + @az :
Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnos¢:
on(n=1)/251.2.3....-n.
Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnos¢:
n+1)">2-4-6-...-2n.

Udowodni¢, ze n prostych na ptaszczyznie, z ktérych kazde dwie maja punkt wspdlny, ale
zadne trzy nie przechodza przez jeden punkt, dzieli te plaszczyzne na %(n2 + n + 2) czesci.
Niech p1 =2, po =3, p3 =5, pp =7, ps = 11, itd., p, jest n—ta liczba pierwsza.
Dowieé¢, ze p, > 3n dla n > 12.

Na okregu obrano n > 2 punktéw i kazdy potaczono odcinkiem kazdym innym. Czy mozna
wykresli¢ te odcinki jednym ciagiem tak, by koniec pierwszego byl poczatkiem drugiego,
koniec drugiego — poczatkiem trzeciego itd. i zeby przy tym koniec ostatniego odcinka byt
poczatkiem pierwszego.

Niech 7(n) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wiekszych od liczby naturalnej n. Udo-
wodni¢, ze w(n) < § dla n > 8.

Zal6zmy, ze liczby x1, 2, ... ,x, maja tensam znaki z; > —1, 2o > —1, ... , &, > —1.
Dowiesé, ze (14+x1)(1+x2)(14+2x3)...(1+x,) > 14+ 21 + 22+ -+ 2z, . Wyjasnié, kiedy
zachodzi réwnosc.

Udowodnié, ze jesli suma liczb dodatnich jest réwna n, to ich iloczyn jest nie jest wiekszy
niz 1.

Udowodni¢, ze szachownice wymiaru (4k + 1) x (4k + 1) mozna obejs¢ ruchem skoczka
szachowego przechodzac dokladnie jeden raz przez kazde pole.

Niech Fi =1, Fo =1, F5=2, Fy =3, ..., F419 ==F,11 + F,,. Dowies¢, ze dla kazdej
liczby naturalnej n zachodzi réwno$¢ Fio- F, — F2, ; = (=1)"1.

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 1000™ — 1 jest podzielna przez 37.

1



Indukcja, nieréwnogéci, kresy, granice ciagéw

22. Udowodnié, ze 7 jest dzielnikiem liczby 22225555 4 55552222

23. Udowodnié, ze 13 jest dzielnikiem liczby 1000™ 4 (—1)" dla kazdej liczby naturalnej n.

24. Cgzy wsrdd liczb 1,2,3,...,10™ wiecej jest tych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepuje
siédemka co najmniej raz, czy tych, ktére zapisujemy nie uzywajac siédemki?
Przeanalizowaé¢ przypadki n=3, n=6, n=7, n=10.

25%  Wierzchotki n—kata leza na okregu. Zaden punkt wewnetrzny kota nie lezy na trzech
przekatnych tego wielokata. Na ile czesci dziela te plaszczyzne wszystkie boki i przekatne
tego wielokata?

26. Wykazaé, ze (a — b)* = a* — 4a3b + 6a?b* — 4ab® + b*.

27. Wykazaé, ze (a + b+ c)? = a? + b% + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc dla dowolnych a,b,c € R.

28. Wykazaé, ze (a+b+c)? = a® + b3 + ¢ + 3a?b + 3ab? + 3a’c + +3ac? + 3b%c + 3bc? + 6abe
dla dowolnych a,b,c € R.

29. Wykazaé, ze (a+b+c)" =5, ﬁ!m!akbzcm przy czym sumowanie rozciaga sie na takie
wszystkie tréjki nieujemnych liczb catkowitych, ze k+£¢+m =n.

30. Udowodnié, ze Y. ﬁ'm, = 3" przy czym sumowanie rozciaga sie na takie wszystkie trojki
nieujemnych liczb calkowitych, ze k+/¢+m =n.

31! Udowodni¢, ze (3) — (1) + (5) — (§)+(Z) —(3)+--=0.

32! Udowodnié, ze (Tol) )+ () +---=2m"1.

33! Udowodni¢, ze (}) + (5) + (5) +--- =271,

34. Obliczy¢ (7) + 3 (1) +3(2) +- %(nﬁl) + ()

35. Obliczyé () —2(3) +3(5) — (Z) ot (D))

36. (a?+b?)(2® +y?) > (ax + by)? dla dowolnych a,b,z,y € R.

37! |a| < ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy —c<a <c.

38! |a+ b| = |a|] + |b] wtedy i tylko wtedy, gdy ab > 0.

39. Jedli |a —b| < a, to ab> 0. Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?

40. Jedli v +y+z2z=1,t0 22 +y> + 22> %

41. Jesli ab>0,to ¢+ 2 >2.

42. 224+ r+1>0i 2+ 22 +22+2+1 >0 dla kazdego x € R.

43. (”CJ;'I‘)2 + (w_2|w|)2 = 22 dla kazdego z € R.

44! Dla jakich z € R zachodzi |z +1| <77

45! Dla jakich z € R zachodzi |z +1| > 77

46. Dla jakich z € R zachodzi |z + 2|+ |z — 6] =87

47. Dla jakich z € R zachodzi |z + 2|+ |z —2| <97

48. Dla jakich z € R zachodzi ’“‘1‘ >17

49. Dla jakich z € R zachodzi ‘m| > 17

50! Niech max(a,b) oznacza wieksza z liczb a,b, min(a,b) — mniejsza z nich, max(a,a) =
=a = min(a, a) . Dowie$¢, ze max(a,b) = 3(a+ b+ |a — b|) . Wyrazi¢ podobnie min(a, b).

51. W kazde z p6l nieskoniczonej kraty kwadratowej wpisano liczbe naturalng w ten sposéb, ze
jesli a, b, c,d sa liczbami wpisanymi w pola przylegte do pola, na ktérym znalazta sie liczba
n,to a+b+c+d<4n. Dowiesé¢, ze w kazde pole wpisano te sama liczbe naturalng,. !

52! Niech a1 = 3, a3 = 8, apt2 = 3ap4+1 —a, dla n = 1,2,.... Dowiesé, ze a, > 2" dla
n=12...

53. Znalezé¢ wszystkie takie pary liczb caltkowitych x,y, ze zachodzi rownosé¢ zy =z +vy.

1.1

Autorem tego zadania jest prof. dr hab. Maciej Skwarczynski.
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54.
55.
56.

57.

58
59°

60

61.

62.
63.

64.

65.

66.

67.
68

69.

Znalezé dwie ostatnie cyfry liczby 1414™ .

Ile zer ma na koricu liczba 1000 000!

W 1948 r wiek Andrzeja byl réwny cyfrze jednoéci w liczbie réwnej sumie cyfr roku jego
urodzenia. Ile lat mial Andrzej w roku 19577

Udowodnié, ze jeSli ne N iz >y >0, 2,y €R to \/E— Yy < Jr—vy

Udowodnié, ze jesli n > 1 i n € N, to liczba 1+ % + g + -+ % nie jest catkowita.
Udowodnié, ze jesli n > 3 jest liczba naturalna, to liczba v/n2 — 4 jest niewymierna.
Udowodnié, ze /20 — 14v/2 + /20 + 142 = 4.

Udowodnié, ze nastepujace liczby: v2 4+ v3, vV2+ V3 + V5, V2+ V3 + V5 + V7 sa

niewymierne.

Udowodnié, ze jesli n > 2 jest liczba naturalna, to liczba v/n? 4+ 3n jest niewymierna.
Zmnalez¢ kresy gorny i dolny zbioru A, jesli A =:

(a) {%—I—%—F%: k,m,n € N};
(b) {(TZIZ)Q : m,neN};

(c) {z;f'_l: T € R};
(

(

(

53

d) {5 =z eR};
) {4 2 eR});
f) {2+ (zy — 1)?: =z,y € R}.
Niech f(x) =23 — 322 + 1. Udowodnié, ze
a) f(x)>0 dla z > 3;
f(z) <0 dla z<—1;
[f(2) = f(y)] < 45|z —y| dla 2,y € [-1,3];
istnieja takie liczby rzeczywiste a <0 <b<2<c, ze f(a)= f(b) = f(c)=0.

Znalez¢ maksymalne przedziaty (pétproste), na ktérych funkcja f jest monotoniczna.
owodnié, ze jesli A, B C R sa niepustymi zbiorami, to

b)
c)
d) i
e)
d
a) sup{la+b: a€ A, be B} =supA+supB;
)
)
)
)
)

b) inf{a+0b: a€ A, be B} =inf A+ inf B;
(c) sup{a—b: a€ A, be B} =sup A —inf B;
(d) inf{a—b: a€ A, be B} =inf A —sup B;

inf{fa —b: a€ A, be B} =inf A —sup B;

(e) sup(AU B) = max{sup A4,sup B};

(f) sup{a-b: a€ A, b€ B} =max(supA -supB,supA -infB,infA - supB,infA - infB).
Znalezé sup {x Yy x4y=4,z€[0,4], y € [0,4]}.

Znalezé sup {xyz: r+y+z=06, ,y,z € [0,6]}.

Znalez¢ kresy zbioru X zdefiniowanego za pomoca WzZOoru:

X = {a—l-b—‘,-c +5rera t c+d+a + dragp: Wb d> 0}'
Znalezé lim a, , jesli ta granica istnieje, gdy a,, =
n—oo
a 14+n+3n"+n> . b 14+n+3n+n? .
: n2—n+13 ° n2—n+13 ?

14+n43n"+n? , .
c. Lhptis d. Vi1 Vs

e. Vn++vn—+/nj; f. V14206075
g. V1IF 2k .. rnk) ke N; h. /n;
i —— L L. i 124224374 4n?
L ea T s T T e D e Eu N
k. 0. 11 12 . nt9 . ] (=2n48

c 1 3 5 Tt 2n—12 (= 2)n+1+3n+17
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.
78.

79°

80.
81.

82.

83.

84.

n13

oF ki
o. 1+g+g*+-+¢" 7", lgl <13 p- ng"s la| <1;
r. 14+2¢+3¢2+ - +ng"', ¢ <1.

m. 1.

Wykazaé, ze granica lim \/1 + \/2 + /34 -+ /n istnieje i wyjasnié, czy jest ona
n—oo
skoniczona.
e . . . 1 1 1 . o . . . s ez
Wykazaé, ze granica nh_)ngo (1 — 5) . (1 - 5) . (1 — Z) (1 — Tﬂ) istnieje i wyjasnic¢, czy
jest ona réwna 0.
;. . . 1 1 1 . P e, e, .
Wykazaé, ze granica nhjgo (1 — 2—2) . (1 — 3—2) S (1 — m) istnieje i wyjasni¢, czy jest
ona réwna 0.
Wykazaé, ze granica lim (1 + 2%) . (1 + 2%) S (1 + Qn%) istnieje i wyjasnié, czy jest
n—oo

ona skoriczona.

Niech a; = V2, ay = V2+ V2, as = \/2+ 2+ . Wykazaé, ze ciag (a,) ma

skoniczong granice.

Wykazaé, ze
. 1 n o . . 1 n _ .
a. nlirgo(l—ﬁ) =13 b. nan;O (1—\3/7?) =1;
n 2. . n _ 2
C. nle (1+n7+1) = €73 d. nll—>nolo(1+m) = €.
Wykazaé, ze jesli lim na, =k, dla k € N, to zachodzi wzér: lim (1 + an)n =
n— oo n—0oo
Udowodnié, ze kazdy ciag zbiezny zawiera wyraz najmniejszy lub najwiekszy.
Wykazac, ze jesli ciag (an) zawiera takie dwa podciagi (an;) i (any) zbiezne do tej samej

granicy ¢, ze kazdy wyraz ciagu (a,) jest wyrazem co najmniej jednego z tych dwdéch
podciagéw, to lim a, = ¢g.1*?

n—00
Wyrazy ciagu a, sa nieujemne. Dla dowolnych liczb naturalnych m,n speliona jest
nieréwnos¢ amyn < am + an . Wykazad, ze ciag o wyrazie ©* ma skoniczona granice.

Niech a; >0 i ap4+1 = . Udowodnié, ze ciag (a,) ma skoriczona granice.

_1
T+a,
Niech a1 =0, ag =11 anpio = %(anﬂ + a,) dla kazdego n = 1,2,3,.... Wykazaé, ze
ciag (a,) ma skoriczona granice i znalez¢ ja.

Niech agp =9, a1 =27 i anq2 = 2ay + 30,41 dla kazdego n =0,1,2,.... Wyjasni¢, czy
ciag (ay) jest jest zbiezny. Jesli ma granice, znalez¢é ja.

Niech ¢ bedzie liczba dodatnia. Niech a; = /¢ iniech a,+1 = /¢ + a, . Wykazaé, ze ciag
(a,) ma skonczong granice i znalezé ja.

Niech a i b beda liczbami dodatnimi. Niech a; = b i niech a,4; = % (an i) . Wykazacé,
ze istnieja takie liczby dodatnie ¢ i ¢ € (0,1), ze dla kazdej liczby naturalnej n speliona
jest nieréwnos¢é ‘an —Va ‘ < cq®" . Wskazaé konkretna pare liczb ¢, ¢ w przypadku a =5
ib=3.

Mozna wywnioskowaé stad, ze ciag a, jest bardzo szybko zbiezny do liczby +/a, np. ze
liczba dokladnych cyfr liczby +/a przy zastapieniu a, przez a,;; co najmniej podwaja
sie (dla dostatecznie duzych n, przy czym w przypadku a =5, b =3 jest tak nieomal od

samego poczatku).

1.2

Twierdzenie sformulowane w tym zadaniu autor tego tekstu lubi nazywaé
twierdzeniem o scalaniu.
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.
95°

96.

97.

98!

99!

100.

1017

102.

103%
104.

Wykazaé, ze jesli g > 0 jest liczba niewymierna, p, € Z, ¢, € N dla n =1,2,3,... i

lim 22 = ¢, to zachodzi réwno$¢ lim p, = co = lim ¢, .

n—oo an n—oo n—oo

Zalézmy, ze ciag (a,) nie jest ograniczony z géry, ani z dotu oraz ze lim (an4+1 —an) =0.
n—oo

Udowodnié, ze dla kazdej liczby rzeczywistej z istnieje taki Scisle rosnacy ciag (n,,), ze

x = lim a,, ,czyli: kazda liczba rzeczywista = jest granica pewnego podciagu ciagu (ay,) .

m—0o0
Dowiesé, ze jesli lim a, = g, to lim w = ¢g. Poda¢ przyklad takiego ciagu
n—oo n—oo
(bn) , ktéry nie ma granicy, ze istnieje granica lim %(bl +by+---+0by).
n—oo

Dowiesé, ze jesli zachodzi réwnosé lim a,, = g i wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa dodatnie,

to prawdziwy jest wzér lim a; -ag----- an, = ¢g. Podaé¢ przykiad takiego ciagu liczb

Dowiesé, ze jesli zachodzi réwnosé lim a,, = g i wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie,

n—oo

— = g. Podac przyklad takiego ciagu liczb dodatnich

an

to prawdziwy jest wzor lim ——"

(b, ), ktéry nie ma granicy, ze istnieje granica lim ——"——.
n—oo oy Togt 5,

Niech a; =11 apq1 = 2225l oraz by =2 i by =

Udowodni¢, ze sup{a,: n € N} =inf{b,: n € N}.

2bn+1
bn+1 °

Znalezé lim /2+2-2243-284+...4n-2n.

n—oo

Dla dowolnej liczby x € R znalez¢ lim %
n—oo

Znalezé lim v/n!.

n—oo

Niech z € R. Znalezé lim 5 (|z] + [2z] + - + |nz]).

Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x i dla dowolnej liczby naturalnej n istnieja

takie catkowite liczby k,l, ze |kz +1| < L.

Dowiesé, ze nlLII;O %%W = k%q dla dowolnego k € N.

Dowieéé, ze nangO (kﬂ)(lu(i:ﬁ');;nk)7nk+l = 1 dla dowolnego k € N.

Niech a > 1 bedzie liczba rzeczywista, a £ — naturalna. Wykazaé, ze nh_}ngo Z—Z =0.
Podaé przyklad takiego ciagu (a,) o granicy +oo, ze réwnosé lin;o (antk — an) =0 jest

n—

spemliona dla kazdego k € N.

Niech a > b > 0 beda liczbami rzeczywistymi. Niech a1 = 3(a +b), by = Vab. Niech
an+1 = 5(an +bp) i bypr = =Vanb, dla n+1,2,3,... Udowodni¢, ze ciagi (an) i (by)
sa zbiezne i to do wspdlnej granicy.

Dowiesé, ze kazda liczba z przedziatu [0, 1] jest granica pewnego podciagu ciagu o wyrazie

nv2— Ln\/ij .
Dla dowolnego k € N obliczy¢ lim n( 1+ % — 1) .

Dla dowolnych liczb a,b > 0 obliczy¢ lim (¥242)",

Dany jest taki ciag (a, ), ze z kazdego jego podciagu (a,,, ) mozna wybraé¢ podciag, ktérego

granica jest g. Udowodnié¢, ze lim a, =g.
n—oo
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105.

106.

107
108!

109!
110°

111.

1127

113.

114

115%

116!

117!

118!

Niech a i a; beda liczbami dodatnimi. Zdefiniujmy ciag (a,) indukcyjnie w nastepujacy

Sposéb : a1 = %(Zan + a%) dla n =1,2,.... Znalezé nli_{I;O a, w zaleznosci od a.

Niech z bedzie liczba dodatnia. Znalezé nlin;o 1+2)(1+22)(1+2Y) ... -(1+2%)
w zaleznodci od z .

Obliczyé lim (%t St 25t

Dowiesé, ze jesli istnieje lim (an41 —ap), to istnieje lim %= i obie granice sa réwne. Czy
n—oo n—oo ™
z istnienia granicy lim 22 wynika istnienie granicy lim (ap+1 — an)?
n—oo n n—oo

Dowies¢, ze jesli istnieje lim |anal , to istnieje lim {/|a,| i obie granice sa réwne.
n—oo lan n— 00

Niech (ai1.,), (a2n), (@3n), ... beda dowolnymi ograniczonymi ciggami liczb rzeczywi-
stych. Udowodnié, ze istnieje wtedy taki $cile rosnacy ciag (n,,) liczb naturalnych, ze
wszystkie ciagi (ai1n,,), (@2n,.), (@3n,,), -.. sa zbiezne — jest ich nieskonczenie wiele!

Korzystajac z poprzedniego zadania wykazac, ze wérod tréjkatéw wpisanych w okrag o
promieniu 1 istnieje tréjkat o najwiekszym obwodzie. Mozna skorzysta¢ z poprzedniego

zadania.
Dane sa takie kota Ky, Ko, K3, ..., ze dla dowolnej liczby naturalnej n kota K;, Ko,

Ks, ..., K, mozna tak umieéci¢ w kwadracie @, by ich wnetrza byly parami roztaczne. Do-
wieéé, ze w kwadracie () mozna tak umiesci¢ wszystkie kola K, , Ko, K3, ..., by wnetrza
kazdej pary byly rozitaczne.

Niech (a,) bedzie ciagiem liczb dodatnich, ktéry zawiera podciag zbiezny do liczby 0.

Wykazacé, ze istnieje nieskonczenie wiele wskaznikow n , dla ktérych wyraz a,, jest mniejszy
od wszystkich wyrazow, ktére go poprzedzaja, tzn. istnieje nieskonczenie wiele takich liczb

k, ze ar < a; dla wszystkich numeréw j < k.

Zatézmy, ze wyrazy niemalejacego ciagu (a,) sa dodatnie. Wykazaé, ze zbidr zlozony z

granic wszystkich podciagdéw ciagu < j_n > jest przedzialem domknietym.
n+a

n

Niech (a,) bedzie ciagiem dodatnich liczb calkowitych. Definiujemy:

Ty =

ay +
as +

as +

as+...——
4 1
R

Qap
Wykazaé, ze ciag (r,) jest zbiezny oraz ze jego granica jest niewymierna.
Dowiesé¢, ze jesli ciag liczb calkowitych ma skoriczona granice, to prawie wszystkie wyrazy
tego ciagu sa réwne.

Znalez¢ takie dwa ciagi (ap) i (bn), ze lim a, =00 = lim b, i lim (a, — by,)

(a) =0, (b) =13, (c) =7,

(d) = o0, (e) = —o0, (f) nie istnieje.
Znalez¢ takie dwa ciagi (ay) 1 (bn), ze lim a, =0, lim b, =co i lim a,b,
(a) =0, (b) :\/ﬁv (C) =T,

(d) = o0, (e) = —o0, (f) nie istnieje.

6
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119!

120!

121!

122,

123.

124.

125

Znalez¢ takie dwa ciagi (an) i (bn), ze lim a, =0, lim b, =0 i lim =

(a) =0, (b) =v1 (c) =7,
(d) = o0, (e) = (f) nie istnieje.
Znalez¢ takie dwa ciagi (ay,) i (by,), ze hm an=1, lim b, =co i lim a’"
1
(a) =0, (b) = V13, (€ =7,
(d) = o0, (e) = —o0, (f) nie istnieje.
Znalezé takie ciagi (a,) i (bn), ze Vn(an >0), lim a, =0, lim b, =0 oraz lim a’"
(a) =0, (b) = V13, (€) =7,
(d) = o0, (e) = —o0, (f) nie istnieje.

Niech f(x) =2z(1 —z) dla 0 <z < 1. Niech a; = a, any1 = f(a,) dla n=1,2,3....
Udowodnié¢, ze dla kazdego a € [0,1] ciag (a,) ma granice.

Niech 5 < ag i any1 = a2 — 10a, + 30 dla n = 0,1,2,3,.... Znalezé granice ciagu (ay,)
w zaleznosci od ao

Niech a,i1 = a3 — 6a2 + 12a,, — 6 dla n = 0,1,2,3,.... Wyjaénié, czy ciag (a,) ma
granice i znalez¢ ja, jesli istnieje. Wynik moze zaleze¢ od ag .

Niech f(x) =1—|1—2z|. Niech a; = a, any1 = f(a,) dla n =1,2,3.... Dowies¢, ze
istnieje taka liczba a € [0,1], ze dla kazdej liczby x € [0,1] istnieje podciag ciagu (ay,),

ktérego granicy jest liczba x.



