Kolokwium trzecie — rozwiazania

1. Niech f(z) = (z —4)%e" @Dl dla z € R.
(i) Wyznaczy¢ wszystkie punkty = € R, w ktérych funkcja f jest rézniczkowalna.
(ii) Znalez¢ lokalne ekstrema funkcji f i wyznaczyé inf{f(z): = € R} oraz sup{f(z): z€R}.
(iii) Wyjasnié, czy ktorys z punktéw zg = 0, x1 = 3 jest punktem przegiecia funkcji f.

Rozwiazanie
Z definicji pochodnej wynika, ze f'(4) = iﬂw = ilg}l(:c —4)e1#@=9l = 0.1 =0. Liczba 4 jest
punktem rézniczkowalnosci funkcji f, ten wzor uzyskamy pdzniej jeszcze raz.

Jedli 0 < <4,to f(x)=(z— 4)2e*@=4) ho wtedy z(z — 4) <0. Stad

(@)= [2(x—4)+(z—4)*(2z—4)] " =2(z —4)(1+2° — 62+ 8)e®@H = 2(z—4)(z— 3)2e” (=4,
W szczegélnosci f! (0) = =72 1 f’ (4) = 0, ale druga réwnos¢ jest mniej interesujaca.

Jesli x <0 lub = >4, to f(z) = (x—4)%e*@=%  bo w tym przypadku x(z —4) > 0. Stad wynika, ze
(@) =[2(z—4) — (z —4)?(2z — 4)]e @Y =2(z — 4)(1 — 22 + 62 — 8)e ==~ =

=2 —4)(r —3—-V2)(xr —3+V2)e =4,

W szczegdlnosci f (0) = 56 # —72 = f/ (0), zatem w punkcie 0 jednostronne pochodne sa rézne,
zatem w tym punkcie funkcja nie ma pochodnej, zatem nie jest w nim rézniczkowalna. Jest to jedyny
punkt nierézniczkowalnodci tej funkcji.
Poniewaz f’ (0) >0 > f1(0), wiecc w tym punkcie funkcja ma lokalne maksimum. Wynika to natych-
miast z definicji pochodnej: istnieje § > 0 taka, ze jesli —0 < =z < 0, to W > 0, co oznacza,
ze licznik 1 mianownik tego ulamka maja ten sam znak, zatem f(z) — f(0) < 0. Analogicznie jesli
0<x<d,to % < 0, zatem poniewaz mianownik jest dodatni, to licznik jest ujemny, czyli
f(x) < £(0).
Mamy f(4) =01 f(x) >0 dla x # 4, zatem f(4) = 0 jest najmniejsza wartoscia funkcji f (w
szczegblnosel f ma w tym punkcie minimum lokalne). Oczywiscie inf{f(z): =z € R} = f(4)=0.
Bez trudu stwierdzamy, ze jedli x € (—00,0)U (4,3 ++/2), to f'(x) > 0, zatem funkcja (ciagla!) f jest
icile rosnaca na kazdym z przedzialéw (—oo,0], [4,3 +v/2]. Jedli = € (0,3) U (3,4) U (3 + v/2,00), to
f'(x) <0, zatem funkcja (ciaglal) f jest $cisle malejaca na kazdym z przedzialéw [0,4], [3 4 v/2), co
dowodzi, ze w punkcie 3 4+ v/2 przyjmuje najwieksza z wartosci przyjmowanych w punktach pélprostej
[4,00) (ma wiec w nim lokalne maksimum). Oczywiscie f(3+v/2) < (3+v2-4)? = (vV2-1)2 <1< 16.
Ciekawostka: f(3 +v/2) ~ 0,028.
Najwieksza wartoscia funkcji f na pélprostej (—oo,4] jest liczba f(0) = 16. Wobec tego f(0) = 16
jest najwieksza wartoscia funkcji na calej prostej! Mamy wiec sup{f(z): =z € R} = f(0)=16.

Poniewaz w punkcie x = 0 funkcja nie jest rézniczkowalna, wiec nie jest to punkt przegiecia funk-
cji.

Niech g(z) = 2(x — 4)e*@=% . Mamy wiec f'(z) = (z — 3)%g(x) dla = € (0,4). Oczywiscie
g(3) = —2¢73 < 0. Dla € (0,4) zachodzi réwnoéé¢ f'(x) = 2(z — 3)g(z) + (v — 3)%2¢'(x), zatem
f"(3) = 0. Mamy tez f®)(2) = 2g(z) + 4(x — 3)g'(x) + (xz — 3)%¢"(x), zatem f©)(3) = 2¢(3) < 0.
7 twierdzenia o lokalnych ekstremach funkcji, ktéra ma wiele pochodnych w jednym punkcie wynika, ze

3 jest punktem przegiecia funkcji f (pierwsza pochodna ma w tym punkcie lokalne maksimum). B




z-Inx

1+
(a) na przedziale (0,1), (b) na pétprostej [1,00).

2. Niech f(z) = . Rozstrzygnaé, czy funkcja f: (0,00) — R jest jednostajnie ciagla

8

Rozwigzanie

Dla z > 0 mamy

fl( ) (z4+2)Inz+2(x+1) _ (;c+2)1nf+(1,+1) < (z4+2)(Vz—1)+(z+1) <
2(1+x)3/2 (1+x)3/2 (14x)3/2

2e+D)(VE-D+(z+1) _ 2(/@—1)+1
< (1+x)3/2 (1+x)1/2 <2.

(z4+2) Inz+2(x+1)

) > 0, wiec na pdlprostej [1,00) funkcja f

Dla z > 0 zachodzi tez nieréwnosé f/(x) =

spelnia warunek Lipschitza ze stala, 2, zatem na tej péiprostej jest jednostajnie ciggla.

Mamy lim f(z) = hm zlnz — iy 1 lim xlnz =1-0 = 0, co wynika z réwnosci lim zlnx
Y a:~>0+f( ) 0+ Vv 14 :n~>0+ v Tr—ot Y x—0t

uzyskanej juz dawno temu na wykladzie. Zapommalsey mogli ewentualnie uzy¢ reguly niestusznie nazy-

wanej imieniem pewnego markiza: lim zlnz = lim 82 —— lim Az s = — lim = 0. Z istnienia
4+ 1/z —1/x
z—0t z—0t 3L—>O+ z—0+

tej granicy wynika, ze jesli zdefiniujemy f(0) = 0, to otrzymamy funkcje ciagla na pélprostej [0, 00).
Jest wiec ona jednostajnie ciagla na przedziale [0, 1], jako ciagla na przedziale domknietym, wiec tez

jednostajnie ciagla na przedziale (0,1) C [0,1]. B
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3. Niech a,b,c € [0,1). Wykazaé, ze 1—a+1—b+1—cz L

Rozwigzanie
Niech f(z) = 1L dla = € [0,1). Prawdziwe sa wzory f'(z) = ﬁ >01 f'(z) = = 1)3 > 0, zatem

funkcja f jest Scisle rosnaca i Scisle wypukla. Mozemy wiec skorzystac z nieréwnosci Jensena:

1 1 1 1 1 a+b+c 1 1
g(la+1b+1a)=§(f(a)+f(b)+f(0))2f( X ):1_a+g+c >

— ostatnia nieréwno$¢ wynika z tego ze m > vabc iz tego, ze f jest funkcja $cisle rosnaca,.
Uwaga: Mozna zastapic¢ funkcje 1= funkcja == rozpatrywana na pdlprostej (—00,0), co pozwoli na

niekorzystanie z nieréwnosci o sredmch, ale zmusi nas do oddzielnego zatroszczenia sie o argument (. B

4. Asymptoty funkcji f:(c,00) — R przy & — oo nazywamy taka prosta o réwnaniu y = ax + b, ze

leIEO [f(z) = (az +b)] =

Niech f(z) = Va.zp-el@?) £ 3.2 dla x > 0. Wykazaé, ze istnieje dokladnie jedna liczba rzeczywista

p, dla ktorej funkcja f ma asymptote przy © — +o0o. Napisa¢ réwnanie tej asymptoty.

Rozwiazanie
Z réwnodci xILrI;O [f(z) — (az +b)] = 0 wynika, ze 0 = ;E&M = zlirgo[@ - a}, wobec
czego a = lim @ = lim \/4:EP*2 ce@™®) 4+ 3 Mamy lim @™ =1 i lim 2 = 0, zatem jesli

p>2,toa=00,jesli p=2,to a=2,jesli p <2, toa=0.Wobec tego jesli p > 2, to funk-
cja f nie ma asymptoty przy x — oo. Znajdziemy granice lim (\/4302 ce@™?) 4 3z — 235) . Mamy
Tr—00
- . . 2 . o ehq_
@™ =1+ % +0(%) przy + — o0, bo mlin;o% =0 iet=1+240 1. wicc %Lnloe}b—éh =1,
co pozwala zastosowaé ostatnia réwnosé¢ dla h = ;%2 By uwolnié sie od pierwiastka skorzystamy z

réwnoéci v1+z =1+ %z + O(2?) wynikajacej natychmiast z wzoru dwumianowego Newtona. Mamy

VAz? - el@™) + 3z — 22 = \/4x2-[1+%2+0(%4)]+3x72x = 2z [\/1 L+0(H)+2 71} =

2



=2z [ 1+ 2 +0(%) - 1} =221+ 2 +0(&)—1] = 2 4+220(&)——2, z czego wynika, ze

T— 00

w tym przypadku asymptota jest prosta y = 2z + % . Jesli p < 2, to musialaby by¢ speliona réwnosé

a = 0. Wtedy mieliby$my b = lim (\/49:1’*2 ez 432 —0- x) = 00, co wyklucza istnienie asymp-

r—00
toty w tym przypadku.
Uwaga.

Uzycie symbolu O nie jest konieczne. Pokazemy jak mozna obliczy¢ potrzebna granice nieco inaczej.
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Oczywiscie osoby, ktére nie moga, zy¢ bez twierdzenia Bernoulli’ego zwanego reguta, de I’'Hospitala, moga,

je tez zastosowaé ... W




