Drugie kolokwium, 13 stycznia 2006

Ponizszy tekst zostal napisany przez dr Agnieszke Kalamajska 1 ocenzurowany przez
wlasciciela strony (oczywiscie bez akceptacji Autorki), na ktérej wisi. Wynika z tego, ze
cenzor jest odpowiedzialny za wszystkie biedy.

Zadanie 1 Dla jakich a € R szereg
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jest zbiezny, a dla jakich jest rozbiezny. Dla jakich a € R szereg ten jest zbiezny
bezwzglednie?

Rozwiazanie. Badamy najpierw bezwzgledna zbieznosé. Zauwazmy, ze dla dowolnego
neN
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spelnione jest oszacowanie
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To daje:

(a) jesli |[4a* — 4a| < 1 to szereg jest bezwzglednie zbiezny (wiec réwniez warunkowo) na
mocy kryterium poréwnawczego,

1 |[4a®—4a|"
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(b) jesli |4a® — 4a| > 1 to lim,_,
zera i szereg jest rozbiezny.

= o0, wiec wyraz ogolny szeregu nie zbiega do
Zajmijmy sie najpierw sytuacja (a). Rozwiazujemy nieréwnosé:
—1<4a(a—1) < 1.

Nieréwnos¢ —1 < 4a(a — 1) jest réwnowazna warunkowi (2a — 1)? > 0, co jest spetnione dla
kazdego a # %

Nieréwnos¢ 4a(a — 1) < 1 jest réwnowazna nieréwnosci 4a® — 4a — 1 < 0, co jest spelnione
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2 ag = 1+2—‘/§ Zatem wnioskujemy, ze

dla a € (ay,a3), a1 =
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) szereg jest zbiezny warunkowo i bezwzglednie. (2)
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Podobnie analizujgc nierénosé |4a(a — 1)| > 1 wnioskujemy na podstawie obserwacji (b), ze
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dla a € ( — 0, ,+oo> szereg jest rozbiezny. (3)

Pozosta je przeanalizowac¢ nastepujace przypadki:
(c) a=
(d) a =52,
(e) a=

W przypadku (c¢) mamy 4a(a — 1) = —1, zatem
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Zacznijmy od zbieznosci bezwzglednej. 7 oszacowania (1) wynika, ze dla ¢, = ;877\1/)7;1-008 o
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Poniewaz szereg harmoniczny Zn% jest rozbiezny, zatem szereg S jest rozbiezny
bezwzglednie na mocy kryterium poro’wnawczego. Zbadamy teraz zbieznos¢ warunkowa.

Dlan =6k + 1,6k + 2,...,6k + 6 ciag cos & przyjmuje kolejno wartosci:
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Zatem cigg (—1)" cos ™ przyjmuje kolejno wartosci

f(\/} 8)+1 monotonicznie zbiega do zera od

Zapiszmy ¢, = d,b, gdzie d, = — 8f+1 =
= 64 natomiast szereg o wyrazie b = (—=1)"cos & ma ograniczone sumy czesciowe (

kolejne sumy czesciowe to —%, -1,0, —=, —1, 0 itd.). St@d na mocy warunku Dirichleta:
1 . . . .
dla a = 5 szereg jest zbiezny warunkowo, ale nie bezwzglednie. (4)

W pozostalych przypadkach rozumujemy analogicznie, co daje:
1 1 . .
dlaa € {5(1 —?2), 5(1 + \/5)} szereg jest zbiezny warunkowo. (5)

OdpowiedZ na postawione pytanie zostala sformulowana w punktach (2), (3), (4), (5).
Zadanie 2 Ciag liczb zespolonych {z,},en spelnia nastepujace warunki:

lim Re(z,) = V2, Jim Re(22) =1, In(2)) > 0.

n—oo
Wykazaé¢ ze istnieje lim,, ., 2, 1 znalez¢ te granice.
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Rozwigzanie. Niech z, = a, + ib, gdzie a, = Re(z,), b, = Im(z,). Wiemy z zalozenia, ze
an — V2 gdy n — co. Ponadto:

Re(22) = Re(a2 — b2 + 2ia,b,) = a2 — b2 — 1 gdy n — occ.
Zatem lim,, b2 = 1. Mamy

Im(z2) = Im((a, +ib,)*) = Im(a’ + (ib,)?
+ 3aZib, — 3a,b2) = —ib? + 3a2b, = b,((=b2 + 3a2)) = by, > 0

gdzie a,, = (=2 +3a?) — 5 gdy n — oo. Liczba a, jest dodatnia dla prawie wszystkich n |
wiec réwniez b, musi by¢ dodatnie dla duzych n. Skoro b? — 1ib, > 0 dla prawie wszystkich

n to dlan > N dla pewnego N mamy b, = \/é — 1. Dlatego lim,, o, 2, = V2 +i.

Zadanie 3 Dane sa funkcje f : R — R i g: R — (0,00) takie, ze dla dowolnych z,y € R

spelniona jest nieréwnosé |f(z) — f(y)| < g(x — y) oraz lim;_,g @ = 0.

Wykazaé, ze funkcja f jest stala.

Rozwiazanie. Mamy dla kazdego x € R
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Stad wynika, ze funkcja f jest rézniczkowalna na calej prostej i f (x) = 0 dla kazdego x.
7 twierdzenia Lagrange’a wynika, ze dla dowolnego x € R istnieje liczba 0 lezaca miedzy

0 ix taka, ze
Poniewaz f =0, wiec f (0) =0 i f(x) = f(0), zatem f jest funkcja stala.

Zadanie 4 Niech dla z > 0 funkcja f zdefiniowana bedzie wzorem

flo) = 1—e$\/f\/§em '8 (VI+%2_\/E) '

(i) Znalezé granice lim, o+ f(z) oraz lim, , o f(2).

(ii) Wykaza¢, ze dla pewnej liczby z € (0, 00) zachodzi wzor f(z) = 1.

Rozwigzanie. (i): Mamy:
2 i
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Zatem z cigglosci funkcji tg x wynika, ze

h(z) = tg (\/x+ %2 - \/5) =4 tg (g) =3,



Dla x > 0 definiujemy
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Wiadomo tez (wyklad, ¢wiczenia), ze lim,_ o “—2 = 1 oraz oczywiscie lim,_,q (—/7) = 0,

lim, ,oe™* = 1. Stad
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Poniewaz f(x) = ﬁ - h(z), mamy

lim f(z) = lim L i h(z) =1-v3 =3,
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Liczymy teraz granice f w nieskoriczonosci. Mamy
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ha) = Vi(fz+ T - V).

Zauwazmy, ze lim,_,.. e~* = 0 oraz lim,_, VI — ) (wyklad, éwiczenia). Stad wynika, ze
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Ostatecznie: )

Jim f(@) = Jim fi(2)- Jim fo(a) - Jim fa() = T2 -

18

(ii): Funkcja tg (\/LE—F %2 — ﬁ) jest ciagla w przedziale (0,00) jako zlozenie funkcji
cigglych, gdyz
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Funkcja W jest rowniez ciagla jako iloraz funkcji ciaglych. Zatem funkcja f jest
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ciagla. Jej granicami w koricach przedziatu okreslonosci sa: /3 > 1 oraz % < 1. Zatem
istnieja liczby x1, x4 € (0,00) takie, ze f(x1) > 11 f(x2) < 1. Z wlasnosci Darboux wynika,
ze [ przyjmie kazda zartos¢ posrednia pomiedzy liczbami f(x1) i f(xs), W szczegdlnosci

przyjmie rowniez wartosc 1.

Zadanie 5 Zalézmy, ze funkcja f : R — R jest ciagla oraz ze dla pewnych liczb rzeczy-
wistych a, b, ¢, dla ktérych a # b, zachodza réwnosci b = f(a), c= f(b) i a = f(c). Udowod-
nij, ze istnieja rézne liczby u, v takie, ze v = f(u) i u = f(v).

Rozwigzanie. Jesli b = ¢, to réwniez ¢ = f(b) = f(c) = a, wiec b = ¢ = a, wbhrew
zalozeniu. Wobec tego b # c. Analogicznie dowodzimy, ze a # c. Bez straty ogolnosci
rozwazan mozemy zalozy¢, ze najmniejszym elementem zbioru {a, b, c} jest liczba a. Mozliwe
sa wiec dwa przypadki: a < b < ¢ luba < ¢ <b.

Zalézmy, ze a < b < ¢. Mamy fo f(a) —a = f(f(a)) —a = f(b)—a=c—a > 01
fof(d)—b=f(f(b))—b= f(c)—b=a—0b<0. Funkcja f o f jest ciagla. Przystuguje jej
wlasnos¢ Darboux. Istnieje zatem punkt T € (a,b) taki, ze f o f(T) = f(f(Z)) =Z. Niech u
bedzie najwieksza z liczb y takich, ze

y € (a,b), fof(y)=uy. (6)

Z cigglosci funkcji f o f i tego, ze f o f(b) = a # b wynika, ze takie y istnieje (jest nim kres
gorny zbioru zlozonego, z liczb y opisanych wyzej). Niech v = f(u). Wykazemy, ze

v=f(u) #u. (7)

Zalézmy, ze f(u) = u. Poniewaz f(u) =u < b < ¢ = f(b), wiec istnieje to x; € [y, b] takie,
ze f(x1) = b (funkcja ciggla f ma wlasnosé Darboux). Wtedy:

fof(z1) =z =f(b)—x1=c—x; >0.

ifof(b)—>b= f(f(b)) —b= f(c)—b=a—0b< 0. Wobec tego istnieje 5 € (x1,b)
takie, ze f o f(xg) —x9 = 0, co jest niemozliwe, bo wtedy xo spetnia (6) i jest wieksze od
u, whrew temu, ze u jest najwieksza liczba, ktéra ten warunek spelnia. Udowodnilismy (7),
czyli wykazalismy, ze liczby u i v = f(u) spelniaja warunek zadania.

Zalézmy teraz, ze a < ¢ < b. Niech g(x) = —f(—z). Mamy —b < —c < —a 1 g(—b) =

—f(b) = —¢, g(—¢) = —f(¢) = —a oraz g(—a) = —f(a) = —b. Z juz udowodnionej czesci
tezy wynika, ze istnieje punkt u, taki, ze vy = g(uy) # uy 1 g(vy) = g(g(uy1)) = uy. Niech
u = —uy, v=—v1. Oczywi’scie u # v. Mamy rowniez

fuw)=f(—uy) = —g(u1) = —vy =vif(v) = f(—v1) = —g(v1) = —uy = u, a to oznacza, ze
rowniez w tym przypadku teza zachodzi.

Uwaga:  Oczywiscie wprowadzenie pomocniczej funkcji g nie jest konieczne. Zamiast tego
mozna rozwazy¢ drugi przypadek w taki sam sposéb w jaki rozwazyliSmy pierwszy.



