Szeregi Fouriera

W calym teksécie f oznacza funkcje calkowalng w sensie Riemanna na przedziale [—m, 7],
an == [T f(t)cos(nt)dt dla n=0,1,2,..., by, == [" f(t)sin(nt)dt dla n=1,2,...,
sn(r) = 9 + 37 (a; cos jx + bjsin jz) .

Dla dwu funkcji f,g catkowalnych w sensie Riemanna na przedziale [—m,7] mozna rozwazy¢
ffﬁ f(z)g(x)dz. Mysleé o tej calce nalezy jako o iloczynie skalarnym funkeji f i g, bedziemy ja tez
oznacza¢ symbolem (f|g), bo przypomina to iloczyn skalarny dwéch wektoréw w przestrzeni R*:
(Viw) = viwy + vaws + - -+ + vpwg . Rdznica polega na tym, ze wektor mozna/nalezy traktowaé jako
funkcje k zmiennych, kazdemu numerowi j wspélrzednej przypisujemy wspélrzedng x; . W przypadku
funkcji okreslonej na przedziale mozemy potraktowac jej wartos¢ w punkcie z jako wspdlrzedna o
numerze z. Tych wspolrzednych jest nieprzeliczalnie wiele, wiec standardowe metody sumowania nie
mogg by¢ zastosowane. Obliczamy wiec calke z iloczynu funkcji, co mozna potraktowaé jako operacje

nieprzeliczalnego sumowania sktadnikéw typu f(x)g(x) zamiast skladnikéw typu vjw;. Jesli wektory

. . . . .. vie; .
e, ez, ... e, sa wzajemnie prostopadle, niekoniecznie jednostkowe, to v = E (vle;) e; . Wykazemy,
= (ejle;)
ze funkcje 1, cosz, sinx, cos2zx, sin2x, ...sa wzajemnie prostopadle w rozumieniu opisanego ilo-

czynu skalarnego oraz, ze jest ich dostatecznie wiele, co oznacza, ze kazda inna w miare porzadna, np.
catkowalna funkcja okresowa bedzie mogla by¢ przedstawiona jako ich kombinacja liniowa, oczywiscie
nieskoniczenie wielu, czyli w postaci pewnego szeregu zbieznego. Jasne jest, ze zbior funkcji catkowalnych
w sensie Riemanna jest przestrzenia liniowa wymiaru kontinuum, co sugeruje, ze tyle powinno by¢ ele-
mentéw bazy. Okaze sie jednak, ze wystarczy ich mniej — przeliczalnie wiele, dzieki temu, ze dopuscimy
sumy nieskorniczenie wiele sktadnikéw. Role wektoréw bazowych ( zamiast e, es, ..., ek ) pemié¢ beda
funkcje 1, cosx, sinz, cos2z, sin2z, ... Wykazemy niebawem, Ze sa one wzajemnie prostopadle
(czesto stosowany termin — ortogonalne) w sensie opisanego iloczynu skalarnego oraz ze jest dostatecz-
nie wiele, dokladniej wykazemy, ze kazda funkcje ciagla okresowa mozna przyblizy¢ skonczona kombi-
nacja liniowa wypisanych funkcji. Funkcje postaci % + aj cosz + by sin + - - - + a,, cosnx + by, sinnx
nazywane sa wielomianami trygonometrycznymi, jesli a,, # 0 lub b, # 0, to méwimy o wielomianie
trygonometrycznym stopnia n. Inaczej méwiac: kazda funkcja ciagla okresowa jest granica jednostaj-
nie zbieznego ciagu wielomianéw trygonometrycznych (tw. Weierstrassa). Bedziemy mieé¢ do czynienia
z trzema rodzajami zbieznosci: zbieznoscia, punktows, (lub punktows prawie wszedzie), zbieznoscia jed-
nostajng oraz zbieznoécia w L2, co oznaczaé bedzie, ze ciag (f,) jest zbiezny do funkcji f wtedy i
tylko wedy, gdy || fn — fI3 == 7 [fu(z) — f(2)|*dz — 0.

Poniewaz iloczyn funkcji catkowalnych w sensie Riemanna jest funkcja calkowalna w sensie Rie-
manna, wiec a, i b, sa dobrze okreslone. Wobec tego s, tez jest dobrze zdefiniowane. s,, jest n—ta
suma, czesciowa pewnego szeregu, ktory nazywamy szeregiem Fouriera funkcji f. Wykazemy, ze szereg

ten jest zbiezny do funkcji f ,$redniokwadratowo”, tzn. ze ffﬂ If(t) — sn(t)]?dt — 0, gdy n — oo.
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Wskazemy tez warunki wystarczajace dla zbiezno$ci szeregu Fouriera w pewnych punktach do funkeji f.
Wykazemy, ze w przypadku funkcji klasy C' szereg Fouriera jest zbiezny jednostajnie i bezwzglednie do
funkcji f. Niestety w przypadku funkcji ciagtych nie da sie zbyt wiele powiedzieé na temat zbieznosci
szeregu. Wykazano mianowicie, ze szereg Fouriera funkcji ciaglej 27w —okresowej jest do niej zbiezny
punktowo poza pewnym zbiorem miary 0 (tw. Carlesona 1966) oraz ze dla kazdego zbioru C' miary 0
istnieje funkcja ciagta, ktorej szereg Fouriera jest zbiezny do niej w tych i tylko tych punktach, ktére nie
sg elementami zbioru C' (Kahane, Katznelson 1966). Te dwa ostatnie twierdzenia wykraczaja, daleko
poza program AMI i sa trudne. Wykazemy natomiast znacznie latwiejsze twierdzenie: szereg Fouriera
funkcji ciaglej jest do niej jednostajnie zbiezny w sensie Cesaro, tj. ze ciag (%(50 +s14+...+ sn,l)) jest
zbiezny jednostajnie do f (tw Fejéra). Zaczniemy od przypomnienia kilku wzoréw trygonometrycznych,
ktére przydadza sie pézniej:

(1) cos(a—fB) =cosacosf+sinasing

(2) 2sinacosf =sin(a+ 8) + sin(a — 3) ,

(3) 2sinasinf = cos(a — B) — cos(a+ F) ,

(4) 2cosacosfB = cos(a+ B) + cos(a — 3) ,

sin (2"2—+1a)

2sin &

1
(5) §+cosa+cos2a+~~~+COS’ﬂO¢:
2

)

.2
(6) sina+sin3a+---+sin(2n—1)a = Sn,l na
sin a

Cztery pierwsze sa dobrze znane np. ze szkoly, dwa ostatnie latwo wynikaja z poprzednich. Z tych

wzoréw tatwo wnioskujemy, ze  cosjx cosjt + sinjzsinjt = cosj(x —t) dla j = 1,2,...,n oraz
1 sin (2% ( — ¢
3 +cos(z—t)+cos2(x —t)+---Fcosn(z —t) = (%3 (i 5 ) . Z otrzymanego wzoru wynika, ze
2sin =~
2
1 [ sin 2oty
sp(x) = — T —t)——2—dt D
O IFCSUE == (D)

— wymaga to przedtuzenia funkcji f na IR do funkcji 27 —okresowej (zmieniajac w razie potrzeby jej
warto$¢ w punkcie 7 ), zmiany zmiennej w calce (s = x —t) i powrotu do catkowania na przedziale
[—7, 7] korzystajacego z tego, ze calka z funkcji o okresie 27 jest niezalezna od tego, po ktérym z
przedzialéw dhugosci 27 calkujemy.

Z wzoréw (D) i (6) wynika, ze

T sh2 nt

1 sm- o
—(s0+ 81+ s5,1) = flo—t)o——5dt (F)
n . 2n sin

Wzory (D) i (F) maja sens dla dowolnej funkcji calkowalnej f, utamki z licznymi sinusami tylko

i 2n+1
. . , . . . . . osin=5=t 2n+1
pozornie sa nieokreslone w punkcie 0, oba maja granice w tym punkcie: lim = oraz
t

—0 2sin% 2



n ’ s . . .o . . ’ .
=5 W szczegdlnosci wzory te maja sens dla funkcji tozsamosciowo réownej 1 na IR.

T s

1 1
Zachodzg oczywiste réwnosci: b, = b, (1) = —/ sinntdt =0, an, = an(l) = —/ cosntdt = 0 dla
™

—T ™ —T

1 s 1 T sin 2n2+1t
n=1,2,... oraz ag = ap(l) = — 1-dt =2. Wobec tego 1 = s, = s,(1) = — ——=——dt dla
™

o ™), 2sini

1 1 1 [™ sin®2t
=0,1,... il1l== s sp_1) = —(s0(1 D+ +s5,-1(1)=— — 2 _dt.

n i n(so+51+ + Sp—1) n(SO()+51()+ +sn-1(1)) ﬂ/ﬁ2nsin2%
Mozemy otrzymane wzory pomnozy¢ przez dowolng liczbe, np. przez f(z), f znéw oznacza dowolng

2 nt

sin

funkcje catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [—m, 7). Mamy wiec f(z / flx 2 22 7 dt

nsin” <

2

™ s 2n41
sin
oraz f(x)= f(x)27dt Mozemy wiec napisaé, ze
- sin
1 [ sin 2ntl¢
sn(z) — f(2) = — z—1t)— f(x dt D1
@) @)= [ (e 5@) G (1)
1 1 (" sin? 2t
F(s0@) 4 s1(a) 4t s @) < S0 = = [ (-0 - @) pdrdt ()
T™J_x 2nsin” 5

Udowodnimy teraz

Twierdzenie Fejéra
Jedli funkcja f:IR — IR jest ciagta i 2w —okresowa, to %(so +s14+--+ sn,l) =f.

Dowadd.
Jesli f jest ciagla na IR, to jest ciagla na przedziale [—2m, 27], wiec jest na nim jednostajnie ciagla,
zatem jesli € > 0, to istnieje ¢ € (0,1) taka, ze x1,22 € [—2m,27] i|x1—x2]| < = |f(x1)—f(z2)] < €.
Ale stad wynika, ze |1 — 22| < 0 = |f(x1) — f(2z2)| < €, bowiem mozna przesunaé punkty x1,z2 0
calkowita wielokrotnosé liczby 27 tak, aby po przesunieciu znalazly sie one oba w przedziale [—2, 27],
ze wzgledu na okresowos¢ przesuniecie obu argumentéw o 27 nie zmienia przyporzadkowanych im
wartosei funkcji, wiec réznica |f(x1) — f(x2)| zachowuje swa warto$é, pozostaje wiec mniejsza niz €.
Wykazalidmy zatem, ze funkcja f jest jednostajnie ciagla na calej prostej. Niech € > 0 iniech 6 € (0,1)
bedzie taka liczba, ze |1 — x2| < 0 = |f(z1) — f(z2)| < £. Niech M bedzie taka liczba, ze |f(z)] < M
dla kazdego =z € R. Mamy

1 1 [7 sin2%t
1 [ sin? 2t 1 [ sin? 2%
<27 (- x)iww_/ (re— 0 5@) 2 F ] 4
<l [ (e-n-rw) ot \ L e s
1 (" sin? 2t
+ |- ( T —1)— x) 2_dt| <
7-4-/(S # )= f(@) 2nsm2%
1 [0 2 nt 1 /9 2 nt 1 /™ 2 nt
g—/ 2M—— 22tdt+—/ 2e— gtdt+—/ 2M—— 2t <
T™J)_x 2nsin” 5 TJ_s 2nsin®g T Js 2nsin” 5



_M o 2= sin? 2t g M 0
il < Bl N el N
sin L ; T J_x2n sin? 5 nw Js sin? % n—00

Poniewaz w ostatnim wyrazeniu nie ma zmiennej x, wiec zakonczylismy dowdd zbiezno$ci jednostajnej

ciaggu (%(so + 814+ sn,l)) do funkcji f. ®

—nm J_, sin

Whniosek z dowodu twierdzenie Fejéra

(i) Jesli funkcja f jest ciagta w punkcie z, to 7111_{1;0%[50(30) +s1(x) + -+ s, (2)] = f(2).

(ii) Jesli funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedziatu [«, 5], to %(so +s14+--+ sn_l) = f na
przedziale [o, 5]. W

W konsekwencji, jesli szereg Fouriera funkcji f jest zbiezny w punkcie ciagloéci funkcji f, to
jego suma, jest wartosé funkcji w tym punkcie. Natomiast wypada podkresli¢, ze na temat ewentualnej

zbieznosci szeregu Fouriera w punktach ciaglosci funkcji na razie sie nie wypowiadamy.
Teraz wykazemy bardzo wazny, cho¢ w pewnym sensie zupelnie oczywisty

Lemat Riemanna
b
Jesli f:[a,b] — IR jest funkcja calkowalng w sensie Riemanna, to lim f(x)sinnzdr =0.

—
n o0 a

Dowdd.

b

1 b
Zalézmy najpierw, ze funkcja f jest klasy C'. Mamy wtedy / f(z)sin(nx)der = —— cos(nz) f(x)| +
n
a

+ /ab % cos(nz) f'(z)dx = %(f(a) cos(na) — f(b) cos(nb)) + %/ab cos(nz) f'(z)dz ———0, bo zacho-

b
dzi nier6wno$é¢ < / | f (:c)|da: W ten sposéb wykazaliémy prawdziwo$¢ lematu
a

/ab cos(nz) f'(z) dx

Riemanna dla funkcji, ktére maja ciagla pochodna,.

Teraz zalozymy, ze f jest funkcja catkowalng w sensie Riemanna na przedziale [a,b] a & > 0 liczba,

rzeczywista. Na mocy twierdzenia o przyblizaniu funkcji calkowalnych ciaglymi istnieje funkcja ciagta

b
g taka, ze / |f(z) — g(z) ‘ dr < £, a na mocy twierdzenia Weierstrassa o przyblizaniu funkcji ciaglych
a

€

wielomianami istnieje wielomian w taki, ze dla kazdego z € [a,b] zachodzi |g(z) — w(z)| < 2 .
—a

Wobec tego zachodzi nieréwnosé
b b b
[ 5@ v <[5 - )]s+ |
a a a

: : Co | b . . L s
Dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé ‘ [, w(z) sin(nzx) d:ﬂ‘ < ¢ — wielomian jest oczywiscie

g(:c)fw(x)‘dx<€+ ﬁ(bfa) =2¢.

funkcja klasy C' a nawet C° . Wobec tego dla dostatecznie duzych n mamy
‘/ f(z) sin(nx) d(ﬂ‘ < ‘/ ) — w(z)) sin(nz dx‘ +‘/ sm(nx)dx‘ <
sin(nx) ‘ dx +

< / ’ / w(z) sin(na) dz| <

f@) = w()|
</ b

flz) — dm+‘/ ) sin(nx dm‘<25+5:35

W ten sposéb wykazaliSmy lemat. B



Uwaga uogdlniajaca lemat Riemanna
b
i li f(z)sin(Az)dx =0

Dla dowolnej funkeji f:IR — IR calkowalnej na przedziale [a,b] zachodzi /\hm

b
oraz hm f(z)cos(Azx)dr =0. m
A—00 a
Z lematu Riemanna i wzoréw na wspolczynniki Fouriera funkcji catkowalnej wynika od razu

Whiosek o granicy wspélczynnikéw Fouriera funkcji catkowalnej

lim a,(f) =0 oraz lim b,(f)=0. W

Twierdzenie Dini’ego
Jesli f:IR — R jest funkcja okresowa o okresie 27, catkowalna na przedziale [0, 27| i dla pewnego

2 — —1) — t
f@) = fle—t) = flz+t) réwniez jest calkowalna w sensie

x funkcja przypisujaca liczbie t iloraz ;
], to f(z) = lim s,(z), czyli
n—oo

Riemanna na przedziale [—m,

a0 4 (a1 cosz + by sinz) + (ag cos(2x) + by sin(2z)) + ((as cos(3z) + by sin(3z)) +

f@) =
Dowaéd.
1 [7 sin 2tl¢
Skorzystamy z wzoru (D1):  s,(x) — f(z) = ;/ (fz=1t) = f(z)) Tdt Wynika z niego od
. in
razu, ze . o,
(@) = f@) =3 [ (flao =) - 7)) 2 2t =
o 5
1 (7 sin 24t ¢
=2 [ D s —2rw) Gt =
L[ flemnes oot Cuiry,
2sin 5 2

-2 t
fe—t+ flz+?) f( ) + Jest catkowalna w sensie

t 2SH§

Funkcja przypisujaca liczbie t liczbe

Riemanna na przedziale [0,7] jako iloczyn funkcji catkowalnych w sensie Riemanna (funkcja —
sin ¢
2
jest ciagla na przedziale domknietym [0, 7] ). Stad wynika i z lematu Riemanna wynika, ze
™ o 2n+1
sin 4
li —t t)—2 —2 —dt=
Jm o (fl@ =)+ [+ 1) = 2f()) Yoin L
B -t t)—2 t 2 1)t
= lim / fa— Ot flwt) =2/l t g Gt
n—oo Jq t 2sin 5 2

Dowdéd zostal zakoriczony. B
Z dowodu twierdzenia Dini’ego wynika, ze jesli liczba 2f(x) zastapimy przez jakas inna liczbe

—flz—t)— flz+?) bedzie catkowalna w sensie

A taka, ze funkcja przypisujaca liczbie ¢ liczbe "
Riemanna na przedziale [—m, 7], to otrzymamy wzoér
A= — + (a1 cosz + by sinz) + (ag cos(2z) + by sin(2z)) + ((az cos(3z) + bssin(3z)) +---  (D2)

Waznym przykladem sa funkcje, ktére w pewnych punktach maja obie jednostronne granice
)= lim f(z—1t). Jesli dodatkowo obie granice jednostronne

flzy) = tlir(l)l+ flz+1t) oraz f(z_



ooy o J@tt) = flag) ooy o J@—t) = flay)
o) = iy LI o ey = g 2O
speliony warunek Dini’ego z tym, ze zamiast liczby 2f(x) wpisujemy tam liczbe f(xz_) + f(zy).

istnieja i sa skonczone, to jest

Otrzymujemy wiec wzdr

w = % + (a1 cosz + by sinz) + (ag cos(2z) + by sin(2z)) + - -- (D3)

Stwierdzenie to jest w zasadzie zupelnie oczywiste: z zalozenia wynika, ze funkcja zmiennej ¢, przy usta-

fla—t)+ fle+t) = fley) = fla)
t
Trzeba wiec jedynie wykazaé jej ograniczonos$é. Jest ona ograniczona na przedziatach postaci (—4,6) w

lonym =z, jest ciagla poza zbiorem miary 0, bo f ma te wlasnos¢.
przypadku dostatecznie malych liczb dodatnich §, bo ten iloraz ma skoniczong granice f'(x4)+ f/(x-)
w punkcie 0. Na przedzialach [—m, =] oraz [4,n] iloraz jest ograniczony, bo ma ograniczony licznik
i mianownik oddzielony od 0 (tzn. |[t| > §). ZalozZenie to w szczegdlnodci jest spelione w przypadku
funkcji rézniczkowalnych.

Zasada lokalizacji
Jesli funkcje f,g pokrywaja sie na przedziale (o, (), to dla kazdego = € («, ) zachodzi réwnosé
i[5, () — s 6(2)] = 0. W

Ta zasada wynika od razu z twierdzenia Diniego zastosowanego do funkcji f—¢g — dla niej zalozenia
s spelnione w sposéb oczywisty! Wynika z tej zasady, ze zbieznosé szeregu Fouriera funkcji jest zalezna
tylko od zachowania funkcji na przedziale (krétkim, chociaz wartosci wspétezynnikéw zaleza, przeciez
réniez od zachowania sie funkcji poza [«, 3]. Mozna zasade lokalizacji wzmocnié¢ dowodzac, ze ciag
(Sn,f(x) — Sn,g(x)) jest na przedziale (a,/3) zbiezny do 0 niemal jednostajnie.

Wykazemy teraz jeszcze, ze dla dowolnej funkcji okresowej f:IR — IR catkowalnej na przedziale

[—7, 7] zachodzi réwnosé¢ Parsevala (przez Rosjan zwana réwnoscia Lapunowa)
a2 2 =
Wf(x)dezw(goJraf+b§+a§+b§+a§+b§+---) (50 Z a2 +b2) )
Dowdd réwnosci Parsevala
Oznaczmy sin(jz) przez oj(z) dla j =1,2,..., cos(jz) — przez k;(z) dla j = 0,1,2,.... Przypo-
mnijmy, ze jeSli g 1 h sa funkcjami catkowalnymi na przedziale [—m, 7], to (glh) = /7r g(x)h(z)dx

oraz ||glla = /[, f(x)?dx

Zacznijmy od stwierdzenia, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza réwnosci

o2 :/ 2dt=2m, ka2 :/ col(mt)dt =7, [|om]2 :/ sin?(nt)dt =, (N)
a dla dowolnych liczb naturalnych m # n

(Km|kn) = /Tr cos(mt) cos(nt)dt = 0,

—T



(Emlon) = /7T cos(mt) sin(nt)dt = 0, (ORT)

-7

™

(omlon) = / sin(mt) sin(nt)dt = 0.

—
Oznaczaja one, ze w przestrzeni funkcji calkowalnych funkcje 1, cost, sint, cos2t, sin2t, ...sa
wzajemnie prostopadle (ortogonalne) — réwnosci (ORT) oraz, ze ich normy (dlugosci, jesli myslimy o
nich jak o wektorach) sa réwne /27, /7, /7T, VT, /T, ...~ réwnoéci (N) *. Réwnoéci te uzyskujemy
stosujac wzory (1), (2) i (3) i liczac bardzo proste calki. **

Zalézmy, ze 1 < j<n, n>1. Mamy wtedy

(f = snlko) = /W (f(:c) fsn(x)) d:c?mzof — 27 =0,

—T
™

(f—snlkj) = /_: (f(:c)fsn(:c)) cos(jz)dx = _Wf(:c) cos(jx)dxf/_w sp(z) cos(jz)de =a;j—a; =0,

(f —snloy) = /_7; (f(x) - sn(ac)) sin(jz)dx = _7; f(z)sin(jz)dx — /_Tr sn(z)sin(jz)dr =b; —b; = 0.

Oznacza to, ze funkcja f — s, jest prostopadia do podprzestrzeni liniowej rozpietej przez funkcje

KO, 01, K1, .-,0n, Kn, czyli ze funkcja s, jest rzutem funkcji f na te podprzestrzen. Mamy wiec
1F13 = ICF = sn) +sall3 = (f = sn)llz + (f = salsn) + (salf — s0) + Isall3 = [(f = sn)ll3 + lIsall3 -

2
Wystarczy wiec udowodnié, ze ||(f — sn)||3 — 0, bowiem |s,[|3 = W(@ +aj +bi 4 +al+ bi) .

2
Jedli funkcja g jest elementem podprzestrzeni rozpietej przez funkcje kg, 01, K1, --,0n, Kn, czyli gdy
jest ona ich kombinacja, liniowa, tzn. istniejg liczby cq,c1,...,¢n, di,ds,...,d, takie, ze dla kazdego

n
x € [—m, 7] zachodzi réwnosé g(z) = 00+Z (cjcos(jz)+d; sin(jz)) , czyli g = coﬁ0+z (cjrj+djoj)
j=0 j=1

to [[f —gllz = I(f = sn) + (sn = QI3 = I(f = su)[I3 + (f = sulsn — 9) + (50 — glf — sn) +llsn — gll3 =
= (f = su)l3 + llsn = gl13 = I(f = 513
Wiasciwie to nic madrego w tej nieréwnosci nie ma: ze wszystkich punktéw przestrzeni rozpietej przez
funkcje ko, 01, K1, -.,0n, Kn najblizszym funkcji f jest jej rzut prostopadly na te podprzestrzen.
W przestrzeni tej znajduje sie funkcja %(so +s1+--+ sn) .
Jesli f jest ciagla, to na mocy twierdzenia Fejéra %(so +s1+-+ sn) = f, zatem rowniez
[+(so+s14---+sn) = fl3 — 0, aponiewaz ||f—sulla <[If —%(s0o+ 51+ +sn)ll2, wiec réwniez
[f = snll2 — 0. Oznacza to, ze teza zachodzi w przypadku funkcji ciaglej f.

Jedli f nie jest funkcja ciagla, to dla kazdej liczby € > 0 istnieje funkcja ciagla f. taka, ze
s

inf f <inff. <supf. <supf i |[f(z) — fe(z)|dx < e. Jest oczywiste, ze prawdziwy jest wzér

—T

* myslimy tu o normie pochodzacej od wspomnianego wczesniej iloczynu skalarnego fﬂ f(x)g(z)dx
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Réwnosé Parsevala oznacza po prostu, ze kwadrat normy funkcji mozna obliczaé¢ zgodnie z uogdlnionym twierdze-

niem Pitagorasa, dokladniej: zapisujemy funkcje f jako nieskoriczong kombinacje¢ liniowa wzajemnie prostopadlych
(ortogonalnych) funkeji 1, cost, cos2t,sint, sin2t, ... i mnozymy ja skalarnie przez siebie.



hm / )|2 x = 0 (bez wspdlnej ograniczonosci funkcji f. wzdr ten przestaje by¢ praw-

dziwy). Stad wynika, ze dla kazdej funkcji catkowalnej f i dla kazdej liczby & > 0 istnieje funkcja
ciagla f taka, ze ||f — fH2 < ¢. Dla dostatecznie duzych n zachodzi ||f — s, (f)||l2 < €, bo funkcja f
jest ciaglta. Mamy wicc || f — sn(f)ll2 < IIf = sn(FHll2 < If = Fllz + |f — sn(f)||2 < 2¢. Stad juz wynika,
ze || f —sn(f)ll2 — 0. Koriczy to dowdd réwnosci Parsevala. B

7 niej natychmiast wynika nieréwnos¢ Bessela;
2 ag 2, 72 2, 72 2, 72 ag 2
Hf||2277(?+a1+b1+a2+b2+a3+b3+---): (? Za + b;,) ) (NBes)

ktora, zreszta "po drodze” wykazalismy dowodzac, ze ||f||2 = ||f — sn ()12 + |5 (F)IIZ > [Isn(f)]2-
Jak wiadomo pochodna funkcji okreslonej na przedziale nie musi by¢ calkowalna w sensie Riemanna.

Zatézmy jednak, ze funkcja 27 —okresowa f ma pochodna w kazdym punkcie oraz ze f’ jest catkowalna

w sensie Riemanna. Mozna wiec funkcje f’, pochodna funkcji f rozwijaé w szereg Fouriera. Dla kazdego

n =1,2,... zachodza wtedy réwnosci:

an(f') = nbn(f) oraz bu(f') = —nan(f) (FF")

Wzory te sa natychmiastowa konsekwencja, definicji wspélezynnikéw Fouriera funkeji f i funkeji f’

oraz wzoru na calkowanie przez czesci:

bu(f) = L f/(z)sin(nz)dr = %(f(:c) sin(nz)

T™J—x

s

-n " f(:c) cos(n:ﬂ) dx> = *nan(f)

- —n
—ostatnia réwnos$¢ wynika z tego, ze zaréwno funkcja f jalz i funkcja sin sa 2w —okresowe.
Twierdzenie o zbieznosci jednostajnej szeregu Fouriera
Szereg Fouriera 27 —okresowej, rézniczkowalnej funkcji f, ktérej pochodna f’ jest calkowalna w sensie
Riemanna na przedziale [—m, 7| jest zbiezny jednostajnie i bezwzglednie.
Dowdéd.
bn(f) . an(f")

ib,(f) = . Mamy wiec
n n

Dla n > 1 mamy bowiem a,(f) = —

0o 9] b, , 00 9] / 0o -
UGS SRS EN D SFLND SIAVAIEEN D S Sy BT
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 -

oraz

Sl =32 | < S S <[ S [ s

Teza wynika natychmiast z kryterium Weierstrassa zbieznosci jednostajnej szeregu funkcyjnego. W

3
I
—

7 twierdzenia tego wynika, ze im wiecej pochodnych ma funkcja okresowa, tym ,szybciej” jej
szereg Fouriera jest zbiezny. Zauwazmy tez, ze chociaz szeregi Fouriera funkcji, ktérych pochodna jest

w miare porzadna (catkowalna w sensie Riemanna) mozna rézniczkowaé wyraz po wyrazie, to dowéd tego
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stwierdzenia nie byl oparty o definicje pochodnej lecz opieratl sie na wzorze na calkowanie przez czesci.
To zupelniej inaczej niz w przypadku szeregéw potegowych!!! Podkresli¢ wypada, ze w postaci szeregu
potegowego mozna przedstawia¢ jedynie funkcje klasy C°°, natomiast w postaci szeregu Fouriera —
funkcje calkowalne w sensie Riemanna, a mozna te klase poszerzy¢, w wigkszosci twierdzenn omawianych
w tej czedci mozna zastapi¢ calkowalno$é w sensie Riemanna istnieniem calki skoriczonej niewlasciwej,
lub skonczonej caltki niewtasciwej z wartoéci bezwzglednej funkcji, w istocie rzeczy catkowalnodcia, w
sensie Lebesgue’a, o ktora bedziemy zajmowaé sie w przysztym roku akademickim.
Na deser podamy rozwiniecia w szeregi Fouriera dwu funkcji.
Przykltad
a f(z)=lz| dla —v <z <7, f(zx+27) = f(z) dla kazdego x € R. Wtedy
fla)y=2-2%> MCOS(2n+1)x, wigc 0=2 4% m , tzn. %2 => m .
b. Rézniczkujac formalnie funkcje z przykladu a i uzupemiajac jej wartoéci w punktach, w ktérych
pochodnej dwustronnej nie ma $rednimi arytmetycznymi granic jednostronnych pochodnej otrzy-

mujemy funkcje g zdefiniowana wzorami:
1, gdyO<z<m;

g(x) = { 0, gdygdy =z €{-m0,7}
-1, gdy -7 <z <0.
Jej rozwiniecie w szereg Fouriera otrzymac¢ mozna rézniczkujac rozwiniecie funkcji z przyktadu a:

@ =23 L ey
x) = — ———sin(2n x
g ™ (2n+1)
n=0
s s _ . . . . 1 1 1
Podstawiajac do tego wzoru x = 3 otrzymujemy szereg Leibniza 7 =1—5+¢ — 7+

Prosze dokladnie uzasadni¢ dlaczego wolno postapi¢ w przykladzie b w ten sposob!
Przyklady tego rodzaju mozna mnozy¢, ale nie bedziemy tego teraz czynic.

Zadania i éwiczenia

o0
1. Znalezé sume g #
n=1

2. Wykazaé, ze nie istnieje ciag wielomianéw (w,) o wspdlezynnikach zespolonych jednostajnie zbiez-
ny do funkcji Z na okregu jednostkowym {z € C: |z| =1}.

3. Wykazac, ze jesli funkcja f:R — R jest 2w —okresowa, catkowalna w sensie Riemanna na prze-
dziale [—m, x| i spelnia warunek Lipschitza na przedziale [, 3] C [—7, 7], to jej szereg Fouriera
jest jednostajnie zbiezny do niej na przedziale [«, f3].

4. Znalez¢ szeregi Fouriera nastepujacych funkcji 27 —okresowych zdefiniowanych ponizej:

a. f(z)=w,gdy |z] <7, f(r)=0,

b. f(z)=2? gdy |z| <,

c. f(x)=|sinkz|, gdy z € R, k€N,

d. f(z)=cosax,gdy z€R, f(n)=0, a¢Z,
e. f(zx)=sinazr,gdy z€R, f(n)=0, a¢Z.
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5. Niech a € R\ Q. Niech f:R — R bedzie funkcja 27 —okresowa, catkowalna w sensie Riemanna
na przedziale [—m,7]. Wykazaé, ze jesli f(z + am) = f(z) dla prawie wszystkich z € R, to f
jest funkcja stala prawie wszedzie, tzn. istnieje zbiér C' miary 0 taki, ze jesli z1,20 ¢ C, to
flx1) = flx2).

6. Niech dj , oznacza liczbe tych j € {1,2,...,n}, dla ktérych pierwsza cyfra potegi 27 jest liczba
ke{l1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Np. dog =2, dg 15 = 2, da15 = 3. Wykazaé, ze dla dostatecznie duzych

n € N zachodzi nieréwnoéé dz , > dsp .
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