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W ca lym tekście f oznacza funkcje� ca lkowalna� w sensie Riemanna na przedziale [−π, π] ,

an = 1
π

∫ π

π
f(t) cos (nt)dt dla n = 0, 1, 2, . . . , bn = 1

π

∫ π

π
f(t) sin(nt)dt dla n = 1, 2, . . . ,

sn(x) = a0
2 +
∑n
j=1(aj cos jx+ bj sin jx) .

Dla dwu funkcji f, g ca lkowalnych w sensie Riemanna na przedziale [−π, π] można rozważyć
∫ π

−π
f(x)g(x)dx . Myśleć o tej ca lce należy jako o iloczynie skalarnym funkcji f i g , be� dziemy ja� też

oznaczać symbolem (f |g) , bo przypomina to iloczyn skalarny dwóch wektorów w przestrzeni IRk :

(v|w) = v1w1 + v2w2 + · · · + vkwk . Różnica polega na tym, że wektor można/należy traktować jako

funkcje� k zmiennych, każdemu numerowi j wspó lrze� dnej przypisujemy wspó lrze� dna� xj . W przypadku

funkcji określonej na przedziale możemy potraktować jej wartość w punkcie x jako wspó lrze� dna� o

numerze x . Tych wspó lrze� dnych jest nieprzeliczalnie wiele, wie� c standardowe metody sumowania nie

moga� być zastosowane. Obliczamy wie� c ca lke� z iloczynu funkcji, co można potraktować jako operacje�

nieprzeliczalnego sumowania sk ladników typu f(x)g(x) zamiast sk ladników typu vjwj . Jeśli wektory

e1 , e2 , . . . ek sa� wzajemnie prostopad le, niekoniecznie jednostkowe, to v =

k
∑

j=1

(v|ej)
(ej |ej)

ej . Wykażemy,

że funkcje 1 , cosx , sinx , cos 2x , sin 2x , . . . sa� wzajemnie prostopad le w rozumieniu opisanego ilo-

czynu skalarnego oraz, że jest ich dostatecznie wiele, co oznacza, że każda inna w miare� porza� dna, np.

ca lkowalna funkcja okresowa be� dzie mog la być przedstawiona jako ich kombinacja liniowa, oczywíscie

nieskończenie wielu, czyli w postaci pewnego szeregu zbieżnego. Jasne jest, że zbiór funkcji ca lkowalnych

w sensie Riemanna jest przestrzenia� liniowa� wymiaru kontinuum, co sugeruje, że tyle powinno być ele-

mentów bazy. Okaże sie� jednak, że wystarczy ich mniej – przeliczalnie wiele, dzie� ki temu, że dopuścimy

sumy nieskończenie wiele sk ladników. Role� wektorów bazowych ( zamiast e1 , e2 , . . . ,ek ) pe lnić be� da�

funkcje 1 , cosx , sinx , cos 2x , sin 2x , . . .Wykażemy niebawem, że sa� one wzajemnie prostopad le

(cze� sto stosowany termin – ortogonalne) w sensie opisanego iloczynu skalarnego oraz że jest dostatecz-

nie wiele, dok ladniej wykażemy, że każda� funkcje� cia� g la� okresowa� można przybliżyć skończona� kombi-

nacja� liniowa� wypisanych funkcji. Funkcje postaci a02 + a1 cosx + b1 sinx + · · · + an cosnx + bn sinnx

nazywane sa� wielomianami trygonometrycznymi, jeśli an 6= 0 lub bn 6= 0 , to mówimy o wielomianie

trygonometrycznym stopnia n . Inaczej mówia� c: każda funkcja cia� g la okresowa jest granica� jednostaj-

nie zbieżnego cia� gu wielomianów trygonometrycznych (tw. Weierstrassa). Be� dziemy mieć do czynienia

z trzema rodzajami zbieżności: zbieżnościa� punktowa� (lub punktowa� prawie wsze� dzie), zbieżnościa� jed-

nostajna� oraz zbieżnościa� w L2 , co oznaczać be� dzie, że cia� g (fn) jest zbieżny do funkcji f wtedy i

tylko wtedy, gdy ‖fn − f‖22 :=
∫ π

−π

∣

∣fn(x) − f(x)
∣

∣

2
dx −→ 0 .

Ponieważ iloczyn funkcji ca lkowalnych w sensie Riemanna jest funkcja� ca lkowalna� w sensie Rie-

manna, wie� c an i bn sa� dobrze określone. Wobec tego sn też jest dobrze zdefiniowane. sn jest n–ta�

suma� cze� ściowa� pewnego szeregu, który nazywamy szeregiem Fouriera funkcji f . Wykażemy, że szereg

ten jest zbieżny do funkcji f „średniokwadratowo”, tzn. że
∫ π

−π
|f(t) − sn(t)|2 dt → 0 , gdy n → ∞ .
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Wskażemy też warunki wystarczaja� ce dla zbieżności szeregu Fouriera w pewnych punktach do funkcji f .

Wykażemy, że w przypadku funkcji klasy C1 szereg Fouriera jest zbieżny jednostajnie i bezwzgle� dnie do

funkcji f . Niestety w przypadku funkcji cia� g lych nie da sie� zbyt wiele powiedzieć na temat zbieżności

szeregu. Wykazano mianowicie, że szereg Fouriera funkcji cia� g lej 2π –okresowej jest do niej zbieżny

punktowo poza pewnym zbiorem miary 0 (tw. Carlesona 1966) oraz że dla każdego zbioru C miary 0

istnieje funkcja cia� g la, której szereg Fouriera jest zbieżny do niej w tych i tylko tych punktach, które nie

sa� elementami zbioru C (Kahane, Katznelson 1966). Te dwa ostatnie twierdzenia wykraczaja� daleko

poza program AMI i sa� trudne. Wykażemy natomiast znacznie  latwiejsze twierdzenie: szereg Fouriera

funkcji cia� g lej jest do niej jednostajnie zbieżny w sensie Cesàro, tj. że cia� g
(

1
n

(s0 + s1 + . . .+ sn−1)
)

jest

zbieżny jednostajnie do f (tw Fejéra). Zaczniemy od przypomnienia kilku wzorów trygonometrycznych,

które przydadza� sie� później:

(1) cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ ,

(2) 2 sinα cosβ = sin(α+ β) + sin(α− β) ,

(3) 2 sinα sinβ = cos(α− β)− cos(α+ β) ,

(4) 2 cosα cosβ = cos(α+ β) + cos(α− β) ,

(5)
1

2
+ cosα+ cos 2α+ · · ·+ cosnα =

sin
(

2n+1
2 α
)

2 sin α2
,

(6) sinα+ sin 3α+ · · ·+ sin (2n− 1)α =
sin2 nα

sinα
.

Cztery pierwsze sa� dobrze znane np. ze szko ly, dwa ostatnie  latwo wynikaja� z poprzednich. Z tych

wzorów  latwo wnioskujemy, że cos jx cos jt + sin jx sin jt = cos j(x − t) dla j = 1, 2, . . . , n oraz

1

2
+ cos(x− t) + cos 2(x− t) + · · ·+ cosn(x− t) =

sin
(

2n+1
2 (x− t)

)

2 sin (x−t)
2

. Z otrzymanego wzoru wynika, że

sn(x) =
1

π

∫ π

−π

f(x− t) sin 2n+1
2 t

2 sin t2
dt (D)

– wymaga to przed lużenia funkcji f na IR do funkcji 2π –okresowej (zmieniaja� c w razie potrzeby jej

wartość w punkcie π ), zmiany zmiennej w ca lce ( s = x − t ) i powrotu do ca lkowania na przedziale

[−π, π] korzystaja� cego z tego, że ca lka z funkcji o okresie 2π jest niezależna od tego, po którym z

przedzia lów d lugości 2π ca lkujemy.

Z wzorów (D) i (6) wynika, że

1

n
(s0 + s1 + · · ·+ sn−1) =

∫ π

−π

f(x− t) sin2 nt
2

2n sin2 t
2

dt (F)

Wzory (D) i (F) maja� sens dla dowolnej funkcji ca lkowalnej f , u lamki z licznymi sinusami tylko

pozornie sa� nieokreślone w punkcie 0 , oba maja� granice w tym punkcie: lim
t→0

sin 2n+1
2 t

2 sin t2
=

2n+ 1

2
oraz
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lim
t→0

sin2 nt
2

2n sin2 t
2

=
n

2
. W szczególności wzory te maja� sens dla funkcji tożsamościowo równej 1 na IR .

Zachodza� oczywiste równości: bn = bn(1) =
1

π

∫ π

−π

sinntdt = 0 , an = an(1) =
1

π

∫ π

−π

cosntdt = 0 dla

n = 1, 2, . . . oraz a0 = a0(1) =
1

π

∫ π

−π

1 · dt = 2 . Wobec tego 1 = sn = sn(1) =
1

π

∫ π

−π

sin 2n+1
2 t

2 sin t2
dt dla

n = 0, 1, . . . i 1 =
1

n
(s0 + s1 + · · ·+ sn−1) =

1

n
(s0(1) + s1(1) + · · ·+ sn−1(1)) =

1

π

∫ π

−π

sin2 nt
2

2n sin2 t
2

dt .

Możemy otrzymane wzory pomnożyć przez dowolna� liczbe� , np. przez f(x) , f znów oznacza dowolna�

funkcje� ca lkowalna� w sensie Riemanna na przedziale [−π, π] . Mamy wie� c f(x) =
1

π

∫ π

−π

f(x)
sin2 nt

2

2n sin2 t
2

dt

oraz f(x) =

∫ π

−π

f(x)
sin 2n+1

2 t

2 sin t2
dt Możemy wie� c napisać, że

sn(x)− f(x) =
1

π

∫ π

−π

(

f(x− t)− f(x)
) sin 2n+1

2 t

2 sin t2
dt (D1)

1

n

(

s0(x) + s1(x) + · · ·+ sn−1(x)
)

− f(x) =
1

π

∫ π

−π

(

f(x− t)− f(x)
) sin2 nt

2

2n sin2 t
2

dt (F1)

Udowodnimy teraz

Twierdzenie Fejéra

Jeśli funkcja f : IR −→ IR jest cia� g la i 2π –okresowa, to
1

n

(

s0 + s1 + · · ·+ sn−1

)

�
f .

Dowód.

Jeśli f jest cia� g la na IR , to jest cia� g la na przedziale [−2π, 2π] , wie� c jest na nim jednostajnie cia� g la,

zatem jeśli ε > 0 , to istnieje δ ∈ (0, 1) taka, że x1, x2 ∈ [−2π, 2π] i |x1−x2| < δ ⇒ |f(x1)−f(x2)| < ε .
Ale sta� d wynika, że |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1) − f(x2)| < ε , bowiem można przesuna� ć punkty x1, x2 o

ca lkowita� wielokrotność liczby 2π tak, aby po przesunie� ciu znalaz ly sie� one oba w przedziale [−2π, 2π] ,

ze wzgle� du na okresowość przesunie� cie obu argumentów o 2π nie zmienia przyporza� dkowanych im

wartości funkcji, wie� c różnica |f(x1) − f(x2)| zachowuje swa� wartość, pozostaje wie� c mniejsza niż ε .

Wykazalísmy zatem, że funkcja f jest jednostajnie cia� g la na ca lej prostej. Niech ε > 0 i niech δ ∈ (0, 1)

be� dzie taka� liczba� , że |x1−x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε . Niech M be� dzie taka� liczba� , że |f(x)| ≤M
dla każdego x ∈ IR . Mamy
∣

∣

∣

1

n

(

s0(x) + s1(x) + · · ·+ sn−1(x)
)

− f(x)
∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

π

∫ π

−π

(

f(x− t)− f(x)
) sin2 nt

2

2n sin2 t
2

dt

∣

∣

∣

∣

≤

≤
∣

∣

∣

∣

1

π

∫

−δ

−π

(

f(x− t)− f(x)
) sin2 nt

2

2n sin2 t
2

dt

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

1

π

∫ δ

−δ

(

f(x− t)− f(x)
) sin2 nt

2

2n sin2 t
2

dt

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

1

π

∫ π

δ

(

f(x− t)− f(x)
) sin2 nt

2

2n sin2 t
2

dt

∣

∣

∣

∣

≤

≤ 1

π

∫

−δ

−π

2M
sin2 nt

2

2n sin2 t
2

dt+
1

π

∫ δ

−δ

2ε
sin2 nt

2

2n sin2 t
2

dt+
1

π

∫ π

δ

2M
sin2 nt

2

2n sin2 t
2

dt ≤
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≤ M
nπ

∫

−δ

−π

1

sin2 t
2

dt+
2ε

π

∫ π

−π

sin2 nt
2

2n sin2 t
2

dt+
M

nπ

∫ π

δ

1

sin2 t
2

dt−−−−→
n→∞

0

Ponieważ w ostatnim wyrażeniu nie ma zmiennej x , wie� c zakończylísmy dowód zbieżności jednostajnej

cia� gu
(

1
n

(

s0 + s1 + · · ·+ sn−1

)

)

do funkcji f .

Wniosek z dowodu twierdzenie Fejéra

(i) Jeśli funkcja f jest cia� g la w punkcie x , to lim
n→∞

1
n

[s0(x) + s1(x) + · · ·+ sn1(x)] = f(x) .

(ii) Jeśli funkcja f jest cia� g la w każdym punkcie przedzia lu [α, β] , to 1
n

(

s0 + s1 + · · ·+ sn−1

) �
f na

przedziale [α, β] .

W konsekwencji, jeśli szereg Fouriera funkcji f jest zbieżny w punkcie cia� g lości funkcji f , to

jego suma� jest wartość funkcji w tym punkcie. Natomiast wypada podkreślić, że na temat ewentualnej

zbieżności szeregu Fouriera w punktach cia� g lości funkcji na razie sie� nie wypowiadamy.

Teraz wykażemy bardzo ważny, choć w pewnym sensie zupe lnie oczywisty

Lemat Riemanna

Jeśli f : [a, b] −→ IR jest funkcja� ca lkowalna� w sensie Riemanna, to lim
n→∞

∫ b

a

f(x) sinnxdx = 0 .

Dowód.

Za lóżmy najpierw, że funkcja f jest klasy C1 . Mamy wtedy

∫ b

a

f(x) sin(nx)dx = − 1

n
cos(nx)f(x)

∣

∣

∣

b

a
+

+

∫ b

a

1

n
cos(nx)f ′(x)dx =

1

n

(

f(a) cos(na) − f(b) cos(nb)
)

+
1

n

∫ b

a

cos(nx)f ′(x)dx−−−−→
n→∞

0 , bo zacho-

dzi nierówność

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

cos(nx)f ′(x)dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a

∣

∣f ′(x)
∣

∣dx . W ten sposób wykazalísmy prawdziwość lematu

Riemanna dla funkcji, które maja� cia� g la� pochodna� .

Teraz za lożymy, że f jest funkcja� ca lkowalna� w sensie Riemanna na przedziale [a, b] a ε > 0 liczba�

rzeczywista� . Na mocy twierdzenia o przybliżaniu funkcji ca lkowalnych cia� g lymi istnieje funkcja cia� g la

g taka, że

∫ b

a

∣

∣f(x)− g(x)
∣

∣dx < ε , a na mocy twierdzenia Weierstrassa o przybliżaniu funkcji cia� g lych

wielomianami istnieje wielomian w taki, że dla każdego x ∈ [a, b] zachodzi |g(x) − w(x)| < ε

b− a .

Wobec tego zachodzi nierówność
∫ b

a

∣

∣

∣
f(x)− w(x)

∣

∣

∣
dx ≤

∫ b

a

∣

∣

∣
f(x)− g(x)

∣

∣

∣
dx +

∫ b

a

∣

∣

∣
g(x)− w(x)

∣

∣

∣
dx < ε+

ε

b− a (b− a) = 2ε .

Dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność
∣

∣

∣

∫ b

a
w(x) sin(nx)dx

∣

∣

∣
< ε – wielomian jest oczywíscie

funkcja� klasy C1 a nawet C∞ . Wobec tego dla dostatecznie dużych n mamy
∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) sin(nx)dx
∣

∣

∣
≤
∣

∣

∣

∫ b

a

(

f(x)− w(x)
)

sin(nx)dx
∣

∣

∣
+
∣

∣

∣

∫ b

a

w(x) sin(nx)dx
∣

∣

∣
≤

≤
∫ b

a

∣

∣

∣
f(x)− w(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣
sin(nx)

∣

∣

∣
dx+

∣

∣

∣

∫ b

a

w(x) sin(nx)dx
∣

∣

∣
≤

≤
∫ b

a

∣

∣

∣
f(x)− w(x)

∣

∣

∣
dx+

∣

∣

∣

∫ b

a

w(x) sin(nx)dx
∣

∣

∣
< 2ε+ ε = 3ε

W ten sposób wykazalísmy lemat.

4



Uwaga uogólniaja� ca lemat Riemanna.

Dla dowolnej funkcji f : IR −→ IR ca lkowalnej na przedziale [a, b] zachodzi lim
λ→∞

∫ b

a

f(x) sin(λx)dx = 0

oraz lim
λ→∞

∫ b

a

f(x) cos(λx)dx = 0 .

Z lematu Riemanna i wzorów na wspó lczynniki Fouriera funkcji ca lkowalnej wynika od razu

Wniosek o granicy wspó lczynników Fouriera funkcji ca lkowalnej

lim
n→∞

an(f) = 0 oraz lim
n→∞
bn(f) = 0 .

Twierdzenie Dini’ego

Jeśli f : IR −→ IR jest funkcja� okresowa� o okresie 2π , ca lkowalna� na przedziale [0, 2π] i dla pewnego

x funkcja przypisuja� ca liczbie t iloraz
2f(x)− f(x− t)− f(x+ t)

t
również jest ca lkowalna w sensie

Riemanna na przedziale [−π, π] , to f(x) = lim
n→∞
sn(x) , czyli

f(x) =
a0
2

+
(

a1 cosx+ b1 sinx
)

+
(

a2 cos(2x) + b2 sin(2x)
)

+
(

(a3 cos(3x) + b3 sin(3x)
)

+ · · ·

Dowód.

Skorzystamy z wzoru (D1): sn(x)− f(x) =
1

π

∫ π

−π

(

f(x− t)− f(x)
) sin 2n+1

2 t

2 sin t2
dt . Wynika z niego od

razu, że

sn(x) − f(x) =
1

π

∫ π

−π

(

f(x− t)− f(x)
) sin 2n+1

2 t

2 sin t2
dt =

=
1

π

∫ π

0

(

f(x− t) + f(x+ t)− 2f(x)
) sin 2n+1

2 t

2 sin t2
dt =

=
1

π

∫ π

0

f(x− t) + f(x+ t)− 2f(x)

t

t

2 sin t2
sin

(2n+ 1)t

2
dt .

Funkcja przypisuja� ca liczbie t liczbe�
f(x− t) + f(x+ t)− 2f(x)

t
· t

2 sin t2
jest ca lkowalna w sensie

Riemanna na przedziale [0, π] jako iloczyn funkcji ca lkowalnych w sensie Riemanna (funkcja
t

2 sin t2
jest cia� g la na przedziale domknie� tym [0, π] ). Sta� d wynika i z lematu Riemanna wynika, że

lim
n→∞

∫ π

0

(

f(x− t) + f(x+ t)− 2f(x)
) sin 2n+1

2 t

2 sin t2
dt =

= lim
n→∞

∫ π

0

f(x− t) + f(x+ t)− 2f(x)

t

t

2 sin t2
sin

(2n+ 1)t

2
dt = 0 .

Dowód zosta l zakończony.

Z dowodu twierdzenia Dini’ego wynika, że jeśli liczba� 2f(x) zasta� pimy przez jaka� ś inna� liczbe�

A taka� , że funkcja przypisuja� ca liczbie t liczbe�
A− f(x− t)− f(x+ t)

t
be� dzie ca lkowalna w sensie

Riemanna na przedziale [−π, π] , to otrzymamy wzór

A =
a0
2

+
(

a1 cosx+ b1 sinx
)

+
(

a2 cos(2x) + b2 sin(2x)
)

+
(

(a3 cos(3x) + b3 sin(3x)
)

+ · · · (D2)

Ważnym przyk ladem sa� funkcje, które w pewnych punktach maja� obie jednostronne granice:

f(x+) = lim
t→0+
f(x+ t) oraz f(x−) = lim

t→0+
f(x− t) . Jeśli dodatkowo obie granice jednostronne
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f ′(x+) = lim
t→0+

f(x+ t)− f(x+)

t
oraz f ′(x−) = lim

t→0+

f(x− t)− f(x+)

−t istnieja� i sa� skończone, to jest

spe lniony warunek Dini’ego z tym, że zamiast liczby 2f(x) wpisujemy tam liczbe� f(x−) + f(x+) .

Otrzymujemy wie� c wzór

f(x−) + f(x+)

2
=
a0
2

+
(

a1 cosx+ b1 sinx
)

+
(

a2 cos(2x) + b2 sin(2x)
)

+ · · · (D3)

Stwierdzenie to jest w zasadzie zupe lnie oczywiste: z za lożenia wynika, że funkcja zmiennej t , przy usta-

lonym x ,
f(x− t) + f(x+ t)− f(x+)− f(x−)

t
jest cia� g la poza zbiorem miary 0 , bo f ma te� w lasność.

Trzeba wie� c jedynie wykazać jej ograniczoność. Jest ona ograniczona na przedzia lach postaci (−δ, δ) w

przypadku dostatecznie ma lych liczb dodatnich δ , bo ten iloraz ma skończona� granice� f ′(x+) + f ′(x−)

w punkcie 0 . Na przedzia lach [−π,−δ] oraz [δ, π] iloraz jest ograniczony, bo ma ograniczony licznik

i mianownik oddzielony od 0 (tzn. |t| ≥ δ ). Za lożenie to w szczególności jest spe lnione w przypadku

funkcji różniczkowalnych.

Zasada lokalizacji

Jeśli funkcje f, g pokrywaja� sie� na przedziale (α, β) , to dla każdego x ∈ (α, β) zachodzi równość

lim
n→∞

[sn,f (x) − sn,g(x)] = 0 .

Ta zasada wynika od razu z twierdzenia Diniego zastosowanego do funkcji f−g — dla niej za lożenia

sa� spe lnione w sposób oczywisty! Wynika z tej zasady, że zbieżność szeregu Fouriera funkcji jest zależna

tylko od zachowania funkcji na przedziale (krótkim, chociaż wartości wspó lczynników zależa� przecież

rónież od zachowania sie� funkcji poza [α, β] . Można zasade� lokalizacji wzmocnić dowodza� c, że cia� g
(

sn,f (x)− sn,g(x)
)

jest na przedziale (α, β) zbieżny do 0 niemal jednostajnie.

Wykażemy teraz jeszcze, że dla dowolnej funkcji okresowej f : IR −→ IR ca lkowalnej na przedziale

[−π, π] zachodzi równość Parsevala (przez Rosjan zwana równościa� Lapunowa)

∫ π

−π

f(x)2 dx = π
(a20

2
+ a21 + b21 + a22 + b22 + a23 + b23 + · · ·

)

= π
(a20

2
+

∞
∑

n=1

(a2n + b2n)
)

Dowód równości Parsevala

Oznaczmy sin(jx) przez σj(x) dla j = 1, 2, . . . , cos(jx) – przez κj(x) dla j = 0, 1, 2, . . . . Przypo-

mnijmy, że jeśli g i h sa� funkcjami ca lkowalnymi na przedziale [−π, π] , to (g|h) =

∫ π

−π

g(x)h(x)dx

oraz ‖g‖2 =
√

∫ π

−π
f(x)2 dx

Zacznijmy od stwierdzenia, że dla każdej liczby naturalnej n zachodza� równości

‖κ0‖22 =

∫ π

−π

12dt = 2π, ‖κn‖22 =

∫ π

−π

cos2(nt)dt = π, ‖σn‖22 =

∫ π

−π

sin2(nt)dt = π, (N)

a dla dowolnych liczb naturalnych m 6= n

(κm|κn) =

∫ π

−π

cos(mt) cos(nt)dt = 0,
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(κm|σn) =

∫ π

−π

cos(mt) sin(nt)dt = 0, (ORT)

(σm|σn) =

∫ π

−π

sin(mt) sin(nt)dt = 0.

Oznaczaja� one, że w przestrzeni funkcji ca lkowalnych funkcje 1 , cos t , sin t , cos 2t , sin 2t , . . . sa�

wzajemnie prostopad le (ortogonalne) – równości (ORT) oraz, że ich normy (d lugości, jeśli myślimy o

nich jak o wektorach) sa� równe
√

2π ,
√
π ,
√
π ,
√
π ,
√
π , . . . – równości (N) *. Równości te uzyskujemy

stosuja� c wzory (1), (2) i (3) i licza� c bardzo proste ca lki. **

Za lóżmy, że 1 ≤ j ≤ n , n ≥ 1 . Mamy wtedy

(f − sn|κ0) =

∫ π

−π

(

f(x)− sn(x)
)

dx = πa0 −
a0
2
· 2π = 0 ,

(f−sn|κj) =

∫ π

−π

(

f(x)−sn(x)
)

cos(jx)dx =

∫ π

−π

f(x) cos(jx)dx−
∫ π

−π

sn(x) cos(jx)dx = aj−aj = 0 ,

(f − sn|σj) =

∫ π

−π

(

f(x)− sn(x)
)

sin(jx)dx =

∫ π

−π

f(x) sin(jx)dx−
∫ π

−π

sn(x) sin(jx)dx = bj − bj = 0 .

Oznacza to, że funkcja f − sn jest prostopad la do podprzestrzeni liniowej rozpie� tej przez funkcje

κ0 , σ1 , κ1 ,. . . ,σn , κn , czyli że funkcja sn jest rzutem funkcji f na te� podprzestrzeń. Mamy wie� c

‖f‖22 = ‖(f − sn) + sn‖22 = ‖(f − sn)‖22 +
(

f − sn|sn
)

+
(

sn|f − sn
)

+ ‖sn‖22 = ‖(f − sn)‖22 + ‖sn‖22 .

Wystarczy wie� c udowodnić, że ‖(f − sn)‖22 −→ 0 , bowiem ‖sn‖22 = π
(a20

2
+ a21 + b21 + · · ·+ a2n + b2n

)

.

Jeśli funkcja g jest elementem podprzestrzeni rozpie� tej przez funkcje κ0 , σ1 , κ1 ,. . . ,σn , κn , czyli gdy

jest ona ich kombinacja� liniowa� , tzn. istnieja� liczby c0, c1, . . . , cn , d1, d2, . . . , dn takie, że dla każdego

x ∈ [−π, π] zachodzi równość g(x) = c0+

n
∑

j=0

(

cj cos(jx)+dj sin(jx)
)

, czyli g = c0κ0+

n
∑

j=1

(

cjκj+djσj
)

,

to ‖f − g‖22 = ‖(f − sn) + (sn − g)‖22 = ‖(f − sn)‖22 + (f − sn|sn − g) + (sn − g|f − sn) + ‖sn − g‖22 =

= ‖(f − sn)‖22 + ‖sn − g‖22 ≥ ‖(f − sn)‖22
W laściwie to nic ma� drego w tej nierówności nie ma: ze wszystkich punktów przestrzeni rozpie� tej przez

funkcje κ0 , σ1 , κ1 ,. . . ,σn , κn najbliższym funkcji f jest jej rzut prostopad ly na te� podprzestrzeń.

W przestrzeni tej znajduje sie� funkcja 1
n

(

s0 + s1 + · · ·+ sn
)

.

Jeśli f jest cia� g la, to na mocy twierdzenia Fejéra 1
n

(

s0 + s1 + · · · + sn
) �

f , zatem również

‖ 1
n

(

s0 + s1 + · · ·+ sn
)

− f‖22 −→ 0 , a ponieważ ‖f − sn‖2 ≤ ‖f − 1
n

(

s0 + s1 + · · ·+ sn
)

‖2 , wie� c również

‖f − sn‖2 −→ 0 . Oznacza to, że teza zachodzi w przypadku funkcji cia� g lej f .

Jeśli f nie jest funkcja cia� g la� , to dla każdej liczby ε > 0 istnieje funkcja cia� g la fε taka, że

inf f ≤ inf fε ≤ sup fε ≤ sup f i

∫ π

−π

|f(x) − fε(x)|dx < ε . Jest oczywiste, że prawdziwy jest wzór

* myślimy tu o normie pochodza� cej od wspomnianego wcześniej iloczynu skalarnego
∫

π

−π

f(x)g(x)dx

** Równość Parsevala oznacza po prostu, że kwadrat normy funkcji można obliczać zgodnie z uogólnionym twierdze-
niem Pitagorasa, dok ladniej: zapisujemy funkcje� f jako nieskończona� kombinacje� liniowa� wzajemnie prostopad lych

(ortogonalnych) funkcji 1 , cos t , cos 2t , sin t , sin 2t , . . . i mnożymy ja� skalarnie przez siebie.
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lim
ε→0

∫ π

−π

|f(x) − fε(x)|2 dx = 0 (bez wspólnej ograniczoności funkcji fε wzór ten przestaje być praw-

dziwy). Sta� d wynika, że dla każdej funkcji ca lkowalnej f i dla każdej liczby ε > 0 istnieje funkcja

cia� g la f̃ taka, że
∥

∥f − f̃
∥

∥

2
< ε . Dla dostatecznie dużych n zachodzi ‖f̃ − sn(f̃)‖2 < ε , bo funkcja f̃

jest cia� g la. Mamy wie� c ‖f − sn(f)‖2 ≤ ‖f − sn(f̃)‖2 ≤ ‖f − f̃‖2 + ‖f̃ − sn(f̃)‖2 < 2ε . Sta� d już wynika,

że ‖f − sn(f)‖2−−−−→
n→∞

0 . Kończy to dowód równości Parsevala.

Z niej natychmiast wynika nierówność Bessela;

‖f‖22 ≥ π
(a20

2
+ a21 + b21 + a22 + b22 + a23 + b23 + · · ·

)

= π
(a20

2
+

∞
∑

n=1

(a2n + b2n)
)

, (NBes)

która� zreszta� ”po drodze” wykazalísmy dowodza� c, że ‖f‖22 = ‖f − sn(f)‖22 + ‖sn(f)‖22 ≥ ‖sn(f)‖22 .

Jak wiadomo pochodna funkcji określonej na przedziale nie musi być ca lkowalna w sensie Riemanna.

Za lóżmy jednak, że funkcja 2π –okresowa f ma pochodna� w każdym punkcie oraz że f ′ jest ca lkowalna

w sensie Riemanna. Można wie� c funkcje� f ′ , pochodna� funkcji f rozwijać w szereg Fouriera. Dla każdego

n = 1, 2, . . . zachodza� wtedy równości:

an(f
′) = nbn(f) oraz bn(f

′) = −nan(f) (FF′)

Wzory te sa� natychmiastowa� konsekwencja� definicji wspó lczynników Fouriera funkcji f i funkcji f ′

oraz wzoru na ca lkowanie przez cze� ści:

bn(f
′) =

1

π

∫ π

−π

f ′(x) sin(nx)dx =
1

π

(

f(x) sin(nx)

∣

∣

∣

∣

π

−π

− n
∫ π

−π

f(x) cos(nx)dx

)

= −nan(f)

–ostatnia równość wynika z tego, że zarówno funkcja f jak i funkcja sin sa� 2π –okresowe.

Twierdzenie o zbieżności jednostajnej szeregu Fouriera

Szereg Fouriera 2π –okresowej, różniczkowalnej funkcji f , której pochodna f ′ jest ca lkowalna w sensie

Riemanna na przedziale [−π, π] jest zbieżny jednostajnie i bezwzgle� dnie.

Dowód.

Dla n ≥ 1 mamy bowiem an(f) = −bn(f
′)

n
i bn(f) =

an(f
′)

n
. Mamy wie� c

∞
∑

n=1

|an(f)| =
∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

bn(f
′)

n

∣

∣

∣

∣

≤

√

√

√

√

∞
∑

n=1

1

n2

√

√

√

√

∞
∑

n=1

|bn(f ′)|2 ≤

√

√

√

√

∞
∑

n=1

1

n2
·
√

∫ π

−π

|f ′(x)|2 dx

oraz

∞
∑

n=1

|bn(f)| =
∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

an(f
′)

n

∣

∣

∣

∣

≤

√

√

√

√

∞
∑

n=1

1

n2

√

√

√

√

∞
∑

n=1

|an(f ′)|2 ≤

√

√

√

√

∞
∑

n=1

1

n2
·
√

∫ π

−π

|f ′(x)|2 dx

Teza wynika natychmiast z kryterium Weierstrassa zbieżności jednostajnej szeregu funkcyjnego.

Z twierdzenia tego wynika, że im wie� cej pochodnych ma funkcja okresowa, tym „szybciej” jej

szereg Fouriera jest zbieżny. Zauważmy też, że chociaż szeregi Fouriera funkcji, których pochodna jest

w miare� porza� dna (ca lkowalna w sensie Riemanna) można różniczkować wyraz po wyrazie, to dowód tego
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stwierdzenia nie by l oparty o definicje� pochodnej lecz opiera l sie� na wzorze na ca lkowanie przez cze� ści.

To zupe lniej inaczej niż w przypadku szeregów pote� gowych!!! Podkreślić wypada, że w postaci szeregu

pote� gowego można przedstawiać jedynie funkcje klasy C∞ , natomiast w postaci szeregu Fouriera –

funkcje ca lkowalne w sensie Riemanna, a można te� klase� poszerzyć, w wie� kszości twierdzeń omawianych

w tej cze� ści można zasta� pić ca lkowalność w sensie Riemanna istnieniem ca lki skończonej niew laściwej,

lub skończonej ca lki niew laściwej z wartości bezwzgle� dnej funkcji, w istocie rzeczy ca lkowalnościa� w

sensie Lebesgue’a, o która� be� dziemy zajmować sie� w przysz lym roku akademickim.

Na deser podamy rozwinie� cia w szeregi Fouriera dwu funkcji.

Przyk lad

a f(x) = |x| dla −π ≤ x ≤ π , f(x+ 2π) = f(x) dla każdego x ∈ IR . Wtedy

f(x) = π
2 − 4

π

∑

∞

n=0
1

(2n+1)2 cos(2n+ 1)x , wie� c 0 = π
2 − 4

π

∑

∞

n=0
1

(2n+1)2 , tzn. π
2

8 =
∑

∞

n=0
1

(2n+1)2 .

b. Różniczkuja� c formalnie funkcje� z przyk ladu a i uzupe lniaja� c jej wartości w punktach, w których

pochodnej dwustronnej nie ma średnimi arytmetycznymi granic jednostronnych pochodnej otrzy-

mujemy funkcje� g zdefiniowana� wzorami:

g(x) =

{

1, gdy 0 < x < π;
0, gdy gdy x ∈ {−π, 0, π};
−1, gdy −π < x < 0.

Jej rozwinie� cie w szereg Fouriera otrzymać można różniczkuja� c rozwinie� cie funkcji z przyk ladu a:

g(x) =
4

π

∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)
sin(2n+ 1)x

Podstawiaja� c do tego wzoru x = π
2 otrzymujemy szereg Leibniza π

4 = 1− 1
3 + 1

5 − 1
7 + · · ·

Prosze� dok ladnie uzasadnić dlaczego wolno posta� pić w przyk ladzie b w ten sposób!

Przyk lady tego rodzaju można mnożyć, ale nie be� dziemy tego teraz czynić.

Zadania i ćwiczenia

1. Znaleźć sume�
∞
∑

n=1

1
n2

.

2. Wykazać, że nie istnieje cia� g wielomianów (wn) o wspó lczynnikach zespolonych jednostajnie zbież-

ny do funkcji z̄ na okre� gu jednostkowym {z ∈ �
: |z| = 1} .

3. Wykazać, że jeśli funkcja f : � −→ � jest 2π –okresowa, ca lkowalna w sensie Riemanna na prze-

dziale [−π, π] i spe lnia warunek Lipschitza na przedziale [α, β] ⊆ [−π, π] , to jej szereg Fouriera

jest jednostajnie zbieżny do niej na przedziale [α, β] .

4. Znaleźć szeregi Fouriera naste� puja� cych funkcji 2π –okresowych zdefiniowanych poniżej:

a. f(x) = x , gdy |x| < π , f(π) = 0 ,

b. f(x) = x2 , gdy |x| ≤ π ,

c. f(x) = | sin kx| , gdy x ∈ � , k ∈ � ,

d. f(x) = cosax , gdy x ∈ � , f(π) = 0 , a /∈ � ,

e. f(x) = sin ax , gdy x ∈ � , f(π) = 0 , a /∈ � .
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5. Niech a ∈ � \ �
. Niech f : � −→ � be� dzie funkcja� 2π –okresowa� , ca lkowalna� w sensie Riemanna

na przedziale [−π, π] . Wykazać, że jeśli f(x + aπ) = f(x) dla prawie wszystkich x ∈ � , to f

jest funkcja� sta la� prawie wsze� dzie, tzn. istnieje zbiór C miary 0 taki, że jeśli x1, x2 /∈ C , to

f(x1) = f(x2) .

6. Niech dk,n oznacza liczbe� tych j ∈ {1, 2, . . . , n} , dla których pierwsza� cyfra� pote� gi 2j jest liczba

k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} . Np. d2,9 = 2 , d8,15 = 2 , d2,15 = 3 . Wykazać, że dla dostatecznie dużych

n ∈ � zachodzi nierówność d7,n > d8,n .
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